コン ピュ ー タ ・ サ イエ ンス 研究 書 シ リー ズ 


4 パーテ ング シス 双 の 表 


E.G.Coffman, Jr./P.J.Denning 著 
名 古屋 工大 教授 ・ 工 博 川口 音 三 ま R 
大 阪 大 学 助教 授 ・ エ 博 藤井 護 


日 本 コン ピュ ー タ 協会 


コン ピュ ー タ ・ サ イエ ンス 研究 書 シ リー ズ ⑳⑬ 


オペ レー ティ イン グン ズム の 理論 


E.G.Coffman, Jr./P.J.Denning 著 
名 古屋 工業 大 学 教授 ・ 工 博 川口 喜 三 ER 
大 阪 大 学 基礎 工学 部 助教 授 ・ 工 博 藤井 護 


日 本 コン ピュ ー タ 協会 


O 〇 OPERATING SYSTEMS 
THEORY 


EDWARD G. COFFMAN, JR. 


アア ez75 ア / ル 77 7 の 7e 77ye/y が ア 


PETER J. DENNING 


ア ygde zzyery が が ア 


〇 1973 by Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J. 


All rights reserved. No part of this book may be reproduced 
in any form or by any means without Dermission in writing 
from the publisher. 


⑥1987 Kagaku-Gijyutsu Publishing Co., Inc. 
Hongo 3-chome 5-5, Bunkyo-ku, 
Tokyo 113, Japan 

日 本 語 版 版権 所 有 ) 1987 科学 技術 出版 社 


オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 理論 を 学習 する 動機 


1969 年 以来 , 計算 機 科 学 の カリ キュ ラム に お いて , 計算 機 シ ステ ム の 学習 
は “計算 の 理論 や “プログラミング” と 殆ど 同じ 位 の 重要 な 役割 を 演ずる よ 
うに な っ た だ た. これ と は 対照 的 に 1965 年 頃 ま で, 計算機 の オペ レー ティ ング ・ シ 
ステ ム と いう 研究 題目 は 上 記 の 二 つ の 伝統 的 な 研究 分 野 よ り も 重要 性 に お いて 
劣っ て いる と 見 な され て いた の で ある . これ は 重要 な 情勢 の 変化 で ある . この 
変化 の 最初 の 兆 師 は , ACM の カリ キュ ラム 68! に 明示 され た こと で あり , こ 
の 進展 の 速 さ は , 全米 工学 アカ デミ ーー 教育 委員 会 COSINE(computer science 
in engineering) 会 議 の 作業 部 会 の 報告 で や る オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム 
の 原理 に つい て の 学部 コー ス (1971 年 6 月 ) け に 早く も 明記 され て いる . この 変 
化 に は いく つか の 重要 な 理由 が ある . 

第 一 に , 三 つ の 実用 上 の 目的 一 一 既存 の ある い は 将来 の 設計 を 改善 する こと, 
その 正 し さ と 振舞 が 予め 確立 され る よう な シス テム を 築く と と お よび 資源 割当 
て 問題 と 性 能 評価 問題 を 解く こと ーー 一 が 計算 機 シ ステ ム の モデ ル 化 に つい て の 
研究 を ます ます 盛ん に する よう に 刺激 し て きた . この 努力 の 主 な 結果 は , オペ 
レー ティ ング ・ シ ステ ム の 設計 と 解析 の “理論” の 出現 で あっ た . これ は 引 続 
いて カリ キュ ラム 上 に 殆ど と 直接 的 な 衝撃 を 与え る こと と に な っ た . オペ レー ティ 
ング ・ シ ステ ム の 諸 概 念 を 教え る 伝統 的 な “事例 研究 ” の 接近 法 は , 未だ か つ 
て 顕著 な 成功 を 収め た と いう こと も なく, “モデ ル 化 と 解析 ” の 接近 法 に 急速 
に 道 を 譲り つつ ある . 

第 二 に , 複雑 な ウソ フトウェア ・ シ ステ ム を 設計 する 際 の 諸 問 題 は , 伝統 的 
に , “計算 の 理論 "や “プログラミング” より も 知 的 な 感 興 に 乏しい と 考え ら 
れ て いた . いわ ゆる ソフ トウ ェ ア 問 題 , すなわち , ソフ トウ ェ ア の 開発 に 要 
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する 高い 費用 を 引下げ る こと お よび ソフ トウ ェ ア ・ ペ パッ ケー ジ 全 体 に 対す る 品 
質 管理 を 改善 する こと が , ます ます 厳し く 要 請 さ れる と と が 分 っ て きた . その 
ーー つの 結果 と し て , これ まで の 伝統 は 覆 さ れつ つ あ り , 深遠 な 知 的 問題 と し 
て , ソ フト ウェ ア ・ シ ステ ム の 設計 に 関心 が 強まっ て き て いる . “計算 機 シ ステ 
ム の 理論 ” の 大 部 分 は , ソフ トウ ェ ア ・ シ ステ ム に お ける 複雑 さ を 理解 し , か 
つ 管 理 す る こと に 何ら か の 形 で 関係 し て いる . 

第 三 に , 我々 が 生存 し て いる 世界 は , 助力 を 受け ず に 理解 する あと と は と て も 
不可 能 な 程 に , 複雑 な 実 時 間 シ ステ ム に な りつ つ あ る と いう 見 方 が いよ いよ ょ 広 
く 認 め ら れつ つ あ る . 我々 は 何 度 も 事業 ンス テム , 経済 シス テム , 社会 シス テ 
ム お よび 都市 シス テム な どの 構築 の 際 に 下さ れ た 決定 を 見 て いる が , これ ら は 
全て 実 時 間 情 報 シ ステ ム で ある . そし て , それ ら の 決定 は , 誠心 誠意 下さ れ た 
に も か か わら ず , その 意図 と は 似 て も 似つか な い 効 果 を も た らし た こと が 判明 
する と と が よく ある . と の 現象 は は オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 設計 者 に 
と っ て は 新しい 経験 で は な い . 計算 機 シ ステ ム の “理論 家 ” 達 は , 複雑 な 実 時 
間 情 報 シ ステ ム を 意図 し た 通り に 振舞 ちせ る よう に 管理 する 問題 に 没頭 し て お 
り , この 問題 は , 究極 的 に は , 計算 機 産業 以外 に も 衝撃 を 及ぼ す よ うな 宿命 に 
ある よう に 思わ れる . 


本 書 の 目的 


こと の 本 の 主 な 目的 は , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 設計 に 現われ る アル ゴ 
リズ ム を 学習 する こと で ある . この 学習 に は , 明確 に 述べ る と 次 の よう な も の 
が 含ま れ て いる . 並行 処理 を 可能 に し て いる シス テム に お ける 種々 の 型 の 誤 動 
作 を 避け る た め に 設計 され た 順序 付け お よび 制御 の アル マリ ズム , 全 実 行 時 間 
お よび 平均 流れ 時 間 を 最小 に する よう に 設計 され た スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ 
リズ ム , 多重 プロ グラ ム 化 され た タス ク 間 に プロ セッ サ を 割当 て る アル ゴリ ズ 
ム , 入出 力 装置 を 使う た め の ア ル ゴ リ ズム お よび 記憶 領域 を 管理 する ため の ア 
ル ゴ リ ズム な ど で あ る . こ と れ ら の アル ゴリ ズム は 形式 主義 的 立場 で 学習 され る . 
た と えば , 与え られ た 問題 に つい て 学習 する と き , まず , シス テム に 対す る 数 
学 的 モデ ル を 工夫 する 方 法 お よび 関心 の 対象 と な る アル ゴリ ズム を 論ずる で あ 
ろう 2. その 後に , 最適 で ある こと の 証明 , 性 能 尺度 の 導出 , ある い は , シス テ 
ム ま た は アル ゴリ ズム が ある 種 の 望ま し い 性 質 を 持っ て いる こと の 論証 な ど を 
目的 と し た 解析 を 行う . 

この 主題 に 沿っ て , 本 書 の 教育 目標 は , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の アル 
ゴリ ズム の 研究 に 適用 され て きた 最も 重要 な 形式 的 手法 を で きる 限り 単純 な 形 
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で 適宜 に 提示 する こと で ある . 我々 の 尋 味 は , 諸 結果 の 性 質 , 解析 の 本 質 , そ 
れ に , その 手法 の 能力 と 限界 な ど を 明確 た する と と に ある . 多く の 場合 , 現存 す 
る モデ ル の うち や 最も 単純 な 形 を し た も の を 選択 し て いる . その 際 に 考察 を さら 

と 進め て 洞穴 が どれ 程 深 ぬら れ よ うと も , その た め の 一 般 化 が 解析 の 複雑 さ を 
倍加 する と き は いつ も ゃ , この 選択 を 行っ て いる . オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム 
の 設計 を 程 良く 経験 し た 読者 が , 与え られ た オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム を 吟 
味 し , か つ , その シス テム に つい て の (形式 的 な ) モ デル 化 や 解析 を 行う 研究 課 
題 を 成功 神 に 遂行 する こと が で きる よう に な る 程度 まで に と いら 基本 目的 の 達 
成 に 本 書 は 成功 し て いる の で は な か ろう か . 

本 書 で は , 意識 的 に その 取扱 い を 避け た 主題 の 領域 が 二 つ あ る . それ は 発見 
的 手法 お よび 実験 的 手法 で ある . (実際 . これ ら の 論題 と 対応 する 諸 結 果 を 含 
め る と 本 の 厚 さ は 確実 に 2 倍 に な っ て いた で あろ うら .) ス ケ ジ ュ ー リ ング に お け 
る 組合 せ 問 題 に 対す る 発見 的 ある あい は し ら み つぶ し の 探索 手法 を 本 書か ら 除 外 
し た こと は , Conway, Maxwell お よび Miller の 著書 ' に それ ら の 問題 に つい 
て 優れ た 取扱 い が な され て いる と と に よっ て , 大 い に 正 当 化 され る . また , 記 
憶 領 域 管 理 に 関連 し た 実験 的 な 成果 を 除外 し た と と は , 諸 文献 で 包括 的 に 網 苺 
され て いる こと と に よっ て 正当 化 さ れ よ う . 

シス テム の 性能 (お よび プロ グラ ム の 振舞 ) に つい て の シミ ュ レ ーション に と よ 
る 研究 や 統計 的 手法 に よる 解析 に 関連 し た 実験 的 な 成果 は , 本 書 の 内 容 に 直結 
し て お り , それ だ け で 1 司 の 本 を 構成 し よう . し か し な が ら , 本 書 に お ける プ 
ログ ラム お よび 計算 機 利 用 の 振舞 に つい て の モデ ル は , 特定 の アル ゴリ ズム の 
性 質 を 調べ る 必要 が ある 限り に お いて の み 言 及 し て いる . プロ グラ ム の 振舞 を 
モデ ル 化 し た 重要 か つ 良 く 知 られ て いる 研究 に は , 並行 性 に 関す る グラ フ の モ 
デル お よび 記憶 領域 の 参照 に 関す る 局所 性 の モデ ル な ど が ある . 本 書 で は と これ 
ら に 関し て , 数 学 的 モデ ル で な され た 諸 仮定 を 支持 する 種々 の 技術 的 研究 を 頻 
繁 に 引用 する で あろ う . 

本 書 は , 専門 家 に 対す る 参考 書 と し て , また , 学生 に 対す る 教科 書 と し て い 
ずれ に も 役立つ よう に 体裁 を 整 えて いる . 本 書 で は , 読者 は 計算 機 科学 の カリ 
キュ ラム の 中 核 に お いて 必要 と され る 諸 概 念 , 諸 シ ステ ム お よび 諸 技 法 に 通じ 
て いる も の と 仮定 され て いる . その た め , 考案 し た モデ ル に つい て の 長 々 し い 
動機 づけ や 得 ら れ た 結果 に つい て の 広範 囲 に わた る 解釈 は 省略 され て いる . 読 
者 に は , 大 雑 把 に いっ て 学部 の 4 年 生 あ る い は 修士 の 1 年 生 に 相当 する 数 学 の 


† R.W.Conway, W.L. Maxwell, and L.W. Miller, “7eory o げ Sc ん egz7229 "(Reading, 
Mass.: Addison-Wesley), 1967. 


習熟 度 が ある こと と が 予期 され て いる . より 明細 に は , (1) 応 用 確率 論 の 諸 要 目 
お よび マル ュ フ 連鎖 の 初歩 的 な 知識 の ほか (に, (⑪) 形式 的 体系 に 関す る 基礎 的 
な 学力 が ある こと が 仮定 され て いる . 前 者 の 題材 に つい て の 人 科 単 な 復習 が 補遺 
に 収め られ て いる . 

不幸 な こと に , 上 述 の (i) の 仮定 の うち , 一 方 ある い は 両方 は , 現在 の 計算 
機 科 学 の カリ キュ ラム に お いて 極め て 頻 築 に 成立 し な いよ うら に 見 受け られ る . 
計算 機 科 学 の 教育 の 主要 な 部 分 が アル ゴリ ズム の 研究 一 一 アル ゴリ ズム を 設計 
し 明確 に それ を 記述 する 方 法 , 最適 な ある い は 効率 の 良い アル ゴリ ズム の 設計 
の 仕方 , それに , アル ゴリ ズム の 性 能 を 評価 する 方 法 一 一 で ある と いら こと と に 
意見 が 一 致す る な ら は , 確率 モデ ル の 性 質 と その 応用 可能 性 か ら , 学生 は 応用 
確率 論 お よび 組合 せ 理論 こつ いて の ある 程度 の 学力 を 身 に つけ て いな けれ ば な 
ら な いこ と と に な る . 学生 は その よう な 技法 を 身 に つけ る まで は , 一 般 的 に 言っ 
て , 自明 で な い ア ル ゴ リ ズム を 設計 し た り , 彼 が 行っ た こと 一 一 特に , 彼 の ア 
ル ゴ リ ズム に つい て , それ が ある 性質 を 持っ て いる こと を 証明 し た り , その 有 
効 性 と か 性 能 と か を 判定 する の に 使え る 尺度 を 導き 出し た り し た こと 一 一 を 正 
確 に 他 者 に 伝え た りす る 能力 を 持て な いと いう こと に な ろう ら . 

各 章 の 末尾 に , その 章 の 題材 を 拡張 し た も の ある い は 部 分 的 に 変更 し た も の 
に 関連 し た 演習 問題 を 精選 し て 掲載 し て ある . これ ら の 大 多数 は 演習 問題 と い 
うら より も むしろ 研究 課題 で ある . 読者 が これ ら を 吟味 する こと は 特に 大 切 で あ 
る . な ぜ な ら ば , これ ら の 問題 の 目的 は , 本 文 に 書か れ た 題材 の 理解 を 促進 す 
る こと だ け で は な く , 本 書 の 守備 範囲 の 空白 を 満た すこ と に も ある か ら で あ 
る . 異な る 章 で 取扱 っ た 手法 を , 異な っ た 問題 で は ある が 密接 に 関連 し た 応用 
に 拡張 する と いう 問題 も 沢山 ある . 


本 書 の 企画 


COSINE 報告 に よれ ば , 有益 な 抽象 化 や 理論 的 展開 が 引出 せる よう な 計算 
機 シ ステ ム の モデ ル 化 に は 六 つ の 局面 が ある . すなわち , 

手続 き と そ の 実現 

名 前 付き 対象 の 管理 

保護 

並行 プロ セス 

記憶 階層 の 管理 

資源 割当 て 
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これ ら の 六 つ の 概念 の うち 最初 の 三 つ は , その 性質 上 , ょ り 記 述 的 に , す な わ 
ち , これ ら の 抽象 的 概念 は どん な 数 学 も 必要 と せ ず , 実現 の 際 の 直接 的 な 手引 
き と し て 設計 者 達 に 使わ れる よう に な る 傾向 が か ある. し か し その 一 方 , 最後 の 
三 つ は , 有益 な 結果 を 得る に 先立っ て 数 学 的 な 解析 が 必要 で ある . し た が っ 
て , 本 書 で は これ ら の 三 つ の 抽象 的 概念 に 注意 を 限定 する . 

モデ ル 化 と 解析 が 大 い に 好 まし い 分 野 が も っ と 存在 する こと は 確か で ある . 
し か し な が ら , 1972 年 現在 で は , それ ら の 分 野 に お いて 実用 上 , 重要 か つ 利 用 
可能 な 結果 は ほん の 僅か し か な い の で , 本 書 で は その 扱い を 全て 省 い た . それ 
ら の 中 に は , シス テム の 信頼 性 お よび 保全 性 Gntegrity), シス テム の 人 性能 評 
価 お よび 設計 方 法論 が 含ま れる . 

本 書 は 7 章 ょ り 成 っ て お り , 各 章 の 概略 を 次 に 示す . 


第 1 章 . 序論 で は , 以下 の 各 章 に お ける 解析 の 結果 が 適用 で きる シス テム の 
物理 的 性 質 の 概略 を 述べ る . これ に は , プロ セッ サ お よび 記憶 装置 に つい て 本 
書 の 内 容 に 関連 し た 諸 性 質 , 仮想 記憶 の 実現 に つい て の 諸 問題 (特に ペー ジン 
グ ), 記憶 管理 た プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 問題 に 関す る 諸 局面 . それ 
人 に, シス テム 設計 に お いて , 並行 性 , スケ ジュ ー リ ング , ペー ジン グ , 資源 の 
共有 化 お よび プロ グラ ム の 振舞 な どの 概念 を 使う こと の 動機 付け 等 々 の 議論 を 
舎 ん で いる 。 


第 2 章 . 並行 プロ セス の 制御 で は , 並行 プロ グラ ム の 制御 に 関す る 重要 な 諸 
問題 , た と えば , 決定 性 , 閉鎖 , 相互 排除 お よび 同期 な ど を 研究 する た め の 形 式 
的 な 取扱 いか な され て いる . これ ら の 問題 は , 半 順 序 付 き の タ スク ・ シ ステ ム 
と いら 単 一 の モデ ル の 環境 下 で 形式 化 さ れ 研究 され て いる . この モデ ル は , こ 
れ ま で に 研究 され た 最も 一 般 的 な も の で は 決し て な いけ れ ど も , 現実 の シス テ 
ム で 期待 され る 性 質 を 持っ て いる . 本 書 の 諸 結 果 に 以下 の も の が ある . a) こと 
の タス ク ・ シ ステ ム ・ モ デル は 前 述 の 四 つ の 制御 問題 を 統一 的 に 議論 で きる よ 
うに し , それ ら の 問題 問 の 相違 と 類似 性 を 明確 に し て いる . b) この タス ク ・ 
シス テム ・ モ デル は , 決定 性 問題 の 諸 結 果 の 証明 を 人 箇 単 に し て いる . co) 閉鎖 
問題 の 諸 結果 は 諸 文 献 に ある も の を 拡張 し た も の で ある . d) 同期 問題 の 諸 結 
果 は 全て 新しい も ので, 同期 用 基本 操作 の 一 般 性 と 威力 を 示し て いる . 


第 3 章 、 プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 決定 性 モデ ル で は , この 主題 に つ 
いて 現在 利用 で きる 諸 結果 を 完全 に 近い 形 で 取扱 っ て いる . 各 タ スク の 実行 時 
間 が 既知 で ある 2- タ スク ・ シ ステ ム お よび 7 台 の プロ セッ サ が 与え られ た と 
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き , 最短 時 間 で 完了 し , ある い は 平均 流れ 時 間 を 最短 に し , か つ タ スク 間 の 先 
行 後続 関係 の 制約 を 満た し て いる スケ ジュ ー ル を 見 出す こと が 問題 で ある . こ 
の 種 の 問題 は , 古典 的 な ジョ ブ ・ シ ョ ッ プ 環境 下 だ け で な く , た と えば , 第 2 
章 で 学習 し た 型 の タス ク ・ シ ステ ム が 実現 され る よう な 将来 起り 得る 環境 下 で 
ぁ 重 要 で ある . 


第 4 章 . 計算 機 に お ける 順序 付け 問題 の 確率 モデ ル で は , 基礎 的 な 待ち 行列 
過程 の 復習 お よび 多重 プロ グラ ミン グ ・ シ ステ ム に お いて タス ク を スケ ジュ 
ー ル する こと へ の 待 も 行列 理論 の 応用 が 含ま れ て いる . で きる だ け 少 な い 紙 数 
で , 完備 し た 取扱 い を 示す よう な 試み が な され て いる . 本 章 で 達成 され る 主 な 
目標 は , 計算 機 の 優先 権 待 ち 行列 の 基本 的 な 解析 で ある . 


第 5 章 . 補助 記憶 お よび 緩衝 記憶 の モデ ル では, 特に , 入力 ある い は 出力 プ 
ロ セ ス に 関連 し て 派生 する 諸 問題 を 取扱 う . 第 4 章 で 開発 し た 手法 が 広範 囲 に 
用 いら れる . 本 章 に は , 回 転 式 記憶 装置 (ディ スク , ドラ ム ) の 待ち 行列 の サー 
ビス に 対す る “最短 到達 時 間 順 ” 方 策 の 利点 (お よび 欠点 ) の 学習 も ある . ま 
た , 専用 緩衝 記憶 に 相対 する も の と し て の 共用 緩衝 記憶 に 固有 の 重大 な 長所 を 
示す , 緩衝 記憶 利用 問題 の 解析 も ある . これ ら の 諸 結果 は , 多重 プロ グラ ミン 
グ 下 の タス ク 間 で の 任意 の 資源 の 共用 化 , と くに 主 記憶 の 分 割 に 関す る 重要 な 
内 容 を 持っ て いる . この 章 に は , 循環 型 待ち 行列 網 も 取扱 われ て いる . 


第 6 章 、 ペー ジン グ ・ シ ステ ム に お ける 記憶 領域 割当 て で は , 固定 され た 記 
憶 空 間 に お ける 一 つの プロ グラム を 管理 する 際 に , 与え られ た 必要 時 ペー ジン 
グ ・ ア ル ゴ リ ズム に 起因 する ペー ジ 往 来 の 制御 お よび 解析 に つい て 知ら れ て い 
る 諸 結果 を か な り 完 全 に 取扱 っ て いる . 重要 な “スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム ” の 
概念 に つい て の 新しい 取扱 いと 共に , 最適 アア ゴリ ズム に 関す る 全て の 既知 の 
結果 も 含ま れ て いる . また , これ ら の 諸 結果 と 多重 プロ グラ ミン グ と の 関係 が 
学習 され る . 


第 7 章 . 多重 プロ グラ ミン グ 下 の 記憶 領域 管理 で は , “参照 の 局所 性 " を 示 
す プ ログ ラム の 振舞 の モデ ル に つい て の 諸 性 質 や 多重 プロ グラ ム 化 され た 記憶 
の 管理 に 関す る それ ら の 関 り 合い を 詳細 に 取扱 う . 多重 プロ グラ ミン グ 下 の 固 
定 分 割 お よび 可変 分 割 の 方 策 の 諸 性 質 も 取扱 われ る . “作業 集合 そ モデル "は, 作 
業 集合 の 大 き さ , ペー ジン グ 率 , 得 ら れる ペー ジ 参 照 の 型 な どの 間 の 様々 な 重 
要 な 関係 が 数 節 に わた っ て 学習 され る . 
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訳 者 序 文 


計算 機 技術 の 発達 は , と ど ま る と ころ を 知ら な いか の よう に 見 える . 1980 年 
代 中 葉 の 現在 か ら 近 い 未 来 を 展望 する と , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム (OS) 
も や は り 大 き な 変 貌 を 送 び る の で は な いか と 思わ れる . 多数 の プロ セッ サ を 内 
蔵 する 並列 処理 計算 機 が 出現 し つつ あり , また , 極め て 多数 の 計算 機 と 末端 装 
置 を 相互 に 接続 し た ネッ トワ ー ク が 計画 され つつ ある 現下 の 情況 は , それ に 適 
合 す る OS が 創出 され る こと を 要請 し て いる か ら で あ る . 

ここ で , OS の 発達 の 軌跡 を 振 返っ て 見 る と , その 源 が いく つか ある こと に 
気が付く . OS に は その 機能 面 の 類型 が いく つか ある か ら で あ る . 

まず , 一 括 処 理 シ ステ ム (batch system) を 見 る と , この 型 の OS は , 米国 ノ 
ー ス アメ リカ ン 航 空 機 社 に よっ て 1958 年 に 開発 され た Fortran-T モニ タ が 最 
初 の ゃ の で あっ た . その 後 こ れ を 源流 と し て , この 種 の 一 括 処理 専用 OS が 数 
多 開発 され , 1960 年 代 中 葉 ま で に は 多重 プロ グラ ミン グ 制 御 の 最初 の 経験 が 
獲得 され た . 一 方 , オン ライ ン 実 時 間 ン シス テム (on-iine real time system) も 
最初 の 一 括 処理 シス テム と 同じ 時 期 に 開発 が 進め られ , 1958 年 に は 米 軍 の 作 
戦 指 令 ン シス テム (SAGE) が 稼働 を 開始 し た . さら に TSS(Time Sharing Sys- 
tem) の 分 野 で は , 米国 マサ チュ セッ ツ 工 科大 学 (MIT) に お いて OCTSS お よび 
MULTIOS が 1964 年 まで に 開発 され て いる (今日 の UNIX は この 流れ を 継 
承 し て いる ). この よう な 情況 か ら プ ロ セ ス の 概念 は 1960 年 代 中 葉 に は 既に 確 
立 し て いた と いえ よう . この 頃 ま で を OS の 発達 史 に お ける 第 一 段階 で ある と 
見 る と と が で きる . 

IBM が OS/360 の 概念 を 発表 し た 1964 年 か ら 1970 年 代 未 頃 ま で の 時 期 は 
第 二 の 段 階 で や あや る. この 時 期 に は 新 世 代 の OS すなわち 一 括 処理 , 実 時 間 処 
理 , TSS 処理 の 全て を 行え る , いわ ゆる 多重 モー ド の OS が 開発 され , 密 結 
合 多重 処理 (shared memory multiprocessing) 制御 と 多重 仮想 記憶 (multi- 
programmed virtual memory) 制御 が 行わ れる よう に な っ た . 

第 二 の 段 階 の OS に 対し て , 1970 年 代 未 頃 か ら 了 疎 結合 多重 処理 シス テム の よ 
う な 形 で 始ま っ た 次 の 世代 が 分 散 処理 シス テム (distributed system) で あり , 
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これ は 1980 年 代 以 降 の 新 世代 の OS 形態 で ある と いえ よう . 

以上 の よう に OS の 発達 の 軌跡 を 一 覧 し た と き , 本 原著 の 書か れ た 1972 年 
前 後 の 時 期 ま で に は 既に OS に 関す る 基本 的 な 経験 が 著 積 され , OS 設計 の 根 
底 に ある 問題 は な に か と いう と と は ほほ 明確 に な っ て いた と いえ よう . 

原著 “Operating Systems Theory” は 以上 の よう な 歴史 的 背景 の 下 で OS の 
設計 に 必要 な アル ゴリ ズム を 研究 する 目的 を も っ て 書か れ た 本 格 的 な 理論 書 で 
ある . その 手法 は 定量 的 で あり 解析 的 で ある . 内 容 は , 並行 プロ セス の 制御 問 
題 , スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム , 入出 力 装 置 や 緩衝 記憶 の 効率 的 利用 の 
た め の ア ル ゴ リ ズム , 記憶 管理 アル ゴリ ズム 等 で ある . これ ら は 現代 の OS 設 
計 の 立場 か ら 見 て も ます ます 重要 な 問題 で ある . 訳者 の 知る 限り で は , これ だ 
け 広 い 範 囲 に わた る 主題 を 扱っ た 類書 は 本 書 を 描い て 他 に な い . 原著 の 出版 か 
ら 十 年 余 を 経た 今 も , 教科 書 や 研究 書 と し て 十分 役に立つ と 訳者 が 信じ 翻訳 し 
た 理由 が そこ と に ある . も ちろ ん , 本 書 に 欠け て いる 重要 な 理論 問題 ああ る . 
デー タベース ・ シ ステ ム を 一 分 野 と し て 含む 現代 の OS の 設計 に お いて , 情報 
の 保護 と 秘 審 保 持 (security and protection of information) に 関す る 工学 的 
取扱 いも その 一 例 で あろ うし , プロ セッ サ の ネッ トワ ー ク と 分 散 処理 に まつ わ 
る 理論 問題 も ああ る . 

訳出 に 当り , 第 3 章 ま で は 主として 藤井 が , 第 4 章 以降 は 主として 川口 が 担 
当 し た けれ ども , 全 頁 に わた り 内 容 の 理解 と 表現 の 正確 さこ に つい て な ん ども 討 
論 し 合っ た . それ ゆえ ぇ 担当 し た 部 分 に 関わ りな く , 両 名 は 連帯 し て 翻訳 全体 の 
責任 を 負う つも り で ある . また , 原著 は 増刷 の 際 に 内 容 の 一 部 が 変更 され , そ 
の 箇所 は 第 2 章 に 集中 し て いる . 訳注 に も 記し た 命題 2.3 の 他 , 演習 問題 2.3, 
同 2.18, 同 2.14 な ど で あ る . これ ら に つい て は , 新しい 方 を 採用 し た . 
訳語 に つい て は , 広く 使わ れ て いる 用 語 を 除い て 原語 の 発音 に 近い と され る 
片仮名 表現 を 避け , 日 本 語 を 採用 する こと に 努め た . それ に も か か わら ず 且 仮 
名 が 充満 し て いる の は , 訳者 の 努力 不足 と 言え よう か . 訳者 に よる 造語 も 少な 
く な い . 聞き 慣れ な い 訳 語 の た め に 本 書 を 難解 に し て いる と すれ ば , その 責任 
は 訳者 に ある の で あっ て , 原著 者 に ある の で は な い . 

本 書 の 出版 に 当り , 日 本 コン ピュ ー タ 協会 の 西本 勝美 氏 に は 大 変 お 世話 に な 
っ た . 仮 名 遣い の 統一 か ら 校正 に 至る まで 多く の 作業 を 快く 引き 受け て 戴 いた . 
ここ に 記し て 感謝 の 意 を 表す る . 


1987 年 8 月 
川口 豆 三 男 ・ 藤 井 護 
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1.1 オオ ベレー ディ ング ゲ ・ シ ステ ム 

電子 計算 機 の 歴史 は , 1946 年 か ら 1950 年 まで を 第 1 世代 , 1950 年 か ら 1964 
年 まで を 第 2 世代 , 1964 年 以降 を 第 3 世代 と する 一 連 の “世代 (generation)” 
[1] に よっ て 特徴 づけ ひけ られ て いる . と の 世代 と いう 用 語 は , 当初 は 。 ハー ドウ ェ 
ア の 技術 の 差異 を 示唆 する こと を 意図 し た も の で あっ た が , 今 で は , ハー ドウ 
ェ ア の み で は な く , ソフ トウ ェ ア も 含め た 全体 と し て の シス テム に 対し て 適用 
され る よう に な っ て き て いる [2]. 複雑 な 汎用 の ソフト ウェ ア ・ シ ステ ム の 開 
発 は 第 3 世代 に な っ て 始ま り , これ が 設計 や 資源 割当 て (resource allocation) 
に 対す る 理論 的 接近 法 の 発展 の きっ か け と な っ た . 

後 で 詳し く 議 論 す る よう に , “プロ セス (process)” と いう 用 語 は , 実行 中 の プ 
ログ ラム を 表す の に 使わ れる . 計算 機 シ ステ ム は , 利用 者 に よっ て 生成 され た 
プロ セス の た め に 備え て いる 次 の よう な さま ざま な 管理 と 制御 の 機能 こよ っ て 
定義 され る . 


1. プロ セス を 生成 ・ 消 滅する こと . 

2. プロ セス の 進行 を 制御 する こと, すなわち , 論理 的 に 進行 可能 と な っ て い 
る 各 プ ロ セ ス が 進行 し か つど の プロ セス も 他 の プロ セス の 進行 を 無 定 限 
に (indefnitely) 阻 止 す る と と は な いと いう こと を 保証 する こと . 

3. プロ セス の 実行 中 に 生ずる 例外 条件 一 一 た と えば , 算術 演算 誤り また は 機 
械 の 誤動作 , 割込み , 番地 の 不正 指定 , 不法 命令 また は 特権 命令 , 保護 侵 
害 (protection violation) な どー 一 に 対応 する 動作 を 行う こと . 

4. プロ セス 間 に ハ ー ド ウェ ア 資 源 の 配分 (割当 て ) を 行う こと . 

5. ファ イル , エディ タ , コン パイ ラ , アセ ンプ ブラ , サブ ルー チン ・ ラ イブ ラリ 
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や プロ グラ ミン グ ・ シ ステ ム な ど と の ソフ トウ ェ ブ 資源 に 到達 する (access) 
方 法 を 用 意 す る こと . 
6. 情報 に 対す る 保護 , 到達 制御 (acceess control), 保全 (security) の 機能 を 用 
意 す る と と . 
7. プロ セス 間 の 通信 と 同期 の 機能 を 用 意 す る こと . 


プロ セス 自身 は , これ ら の 機能 を 必ず し ゃ 正確 に , ある い は 適切 に 扱う こと が 
で きる と は 限ら ちら ない の で , シス テム が これ ら を 提供 し な けれ ば な ら な い の で あ 
る . ハー ドウ ェ ア を 補佐 し て これ ら の 機能 を 実現 し て いる 計算 機 シ ステ ム の ソ 
フト ウェ ア は , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム (operating system) と いら 名 で 知 
られ て いる . 

計算 機 シ ステ ム の 形態 に も , プロ グラ マ や 設計 者 が それ ら に つい て 抱く 観念 
に も , 非常 に 幅 の 広い 多様 性 が ある . それ に も か か わら ず , これ ら の シス テム 
に は 多く の 共通 点 が ある . とれ ら の 共通 の 特性 は , 次 の 三 つ の 一 般 的 な 設計 目 
標 , すなわち , 1) プロ グラ マ の た め に , プロ グラ ム の 開発 , 虫 取 り (debug- 
ging) お よび 実行 が 能率 的 に 行え る よう な 環境 条件 を 整え る こと , 2) 問題 解決 
の た だ ため の 一 連 の 仕掛 け を 用 意 す る こと , 3) 資源 と 情報 を 共有 可能 に する こと 
(に よっ て 計算 の 費用 を 安価 に する こと , に 由来 する が , その 中 で 最も 重要 な 特 
性 と し て 次 の よう な も の が 挙げ られ る . 


1. 並行 性 (Concurrency) : 同時 的 に 並行 し て 動作 する 活動 (activity), す な わ 
ち プ ロ セ ス が 存在 する こと , また は 潜在 的 に 存在 する こと . 

2. 自動 的 次 源 割 当て 機構 (Automatic resource allocation mechanisme8) : 
次 の よう な 理由 か ら シス テム に よっ て 提供 され る . プロ グラ マ は , プロ グ 
ラミ ング 言語 を 使用 する こと に よっ て 機械 の 細部 か ら 遮 蔽 され る 傾向 が あ 
る と と , 活動 が 並行 し て 行わ れる シス テム で は , 資源 に 対す る 電 要 が 予測 
で き な く な り が ち で ある こと , それ に , 一 つの 中 枢 的 な 資源 割当 て プロ グ 
ラム が あれ ば , シス テム 全体 を 監視 ・ 制 御 で き て , 良質 の サー ビス と シス 
テム 効率 と いう 二 つ の 目的 を 達成 で きる こと . 

3. 共有 (Sharing): 二 つ 以 上 の プロ セス が 同じ 型 の 資源 を 同時 に 使用 する こ 
と (その 型 の 資源 の 個々 の 単位 (unit) が 共有 可能 か どう か に は か か わり な 
く ), また は 二 つ 以 上 の プロ セス が 情報 を 同時 に 利用 する こと . 

4. 多重 化 (Multiplexing): 互い に 重複 し な い 間隔 に 時 間 を 分 割 し , 資源 の 一 
つの 単位 が 各 時 間 間 隔 ご と に 高々 一 つの プロ セス に 割当 て られ る よう に す 
る 技法 . 


1.2 資源 


5. シス テム の 資源 や プロ セス に 対し て , 遠隔 地 か ら 会 話 的 に 到達 する こと 
(Remote conversational acce88). 

6. 非同期 の 動作 (Asynchronous operation): すなわち も , 事象 が 発生 する 順序 
を 予測 で き な い こと . 

7. 情報 の 長期 間 に わ た る 保管 (Long-term storage) : 特に ファ イル ・ シ ステ 
ム の 形 で の 保管 . 


これ ら の 七 つ の 共 通 の 特性 の 基礎 と な っ て いる 抽象 概念 は , プロ セス 管理 と 
記憶 管理 (proceess and memory management) と いら うら 二 つの 広い 範 暗 に 分 類 
で きる . 本 書 の 目的 は , この 二 つ の 広い クラ ス の 抽象 概念 に 対す る 理論 的 な 土 
台 を 研究 する こと と で ある . 我々 は , プロ セス を 管理 し (managing) 調整 し (co- 
ordinating) スケ ジュ ー ル する (scheduling) た め の , 主 記憶 装置 や 補助 記憶 装置 
を 管理 する た め の , それ に , 計算 機 シ ステ ム 内 の 種々 の 装置 問 の 情報 の 流れ を 管 
理 す る た め の ア ル ゴ リ ズム の 研究 に 力点 を 置く で あろ う . この プロ セス の 研究 
(に は , プロ セス 間 の 調停 の 理論 と し て 次 の 三 つ の 副 領 域 を 含ん で いる . 1) 実行 
時 間 が 既知 の 場合 の 装置 割当 て に 関す る 最適 スケ ジュ ー リ ング , 2) 実行 時 間 
が 未知 で ある , ある い は 見 積 ら な けれ ば な ら な い 場 合 の 装置 割当 て に 関す る ス 
ケ ジ ュ ー リ ング , 3) 待ち 時 間 ま た は 流れ 時 間 (How time) が 望ま し い 分 布 に な 
る よう な スケ ジュ ー リ ング . これ ら の 副 領 域 は 第 2, 3, 4 章 の 主題 で ある . ま 
た , 記憶 管理 の 研究 は , 次 の 三 つ の 副 領 域 を 含ん で いる . 1) 補助 記憶 装 思 , 緩 
衝 記 憶 領域 お よび 装置 問 の 情報 の 流れ を 管理 する 方 策 , 2) プロ グラ ム の 命令 
お よび デー タ の うち どの 部 分 を 主 記憶 に 入れ て お くべ きか を 決め る 方 策 , 3) 
沢山 の プロ グラ ム の 各々 に 主 記憶 を 割当 て る (多重 プロ グラ ミン グ の 方 策 . こ 
れ ら の 副 領 域 は 第 5, 6, 7 章 の 主題 で ある . 本 書 の 目標 は , 完全 無欠 な 一 般 化 
を 目指 す の で は な く , いく つか の 重要 な 問題 と 形式 的 な 解析 技法 を 選び 出し て 
読者 に 提供 する こと で ある . 

1.2 資 源 

本 書 で 得 ら れる 結果 は , 広範 囲 に わた る 計算 機 シ ステ ム に 適用 され る . これ 
ら の シス テム は , 以下 に 述べ る よう な ハー ドウ ェ ア 資 源 ( 装 置 ) の 性 質 に つい て 
の 一 般 的 な 仮定 を 満た し て いる と する . 

情報 の 変換 作用 を 行う , すなわち プロ セス の 進行 を 遂行 する 任意 の 装置 を 処 
理 装置 (また は プロ セッ サ , processor) と いう . 命令 を 実行 し て デー タ に 算術 演 
算 を 行う 演算 処理 装置 (arithmetic processor), また は 中 央 処理 装置 (central 
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processing unit) の 通常 の 概念 は , この 定義 の 範 暗 に 入る . それ ほど 良く は 知 
られ て いな い が , 入出 力 プ ロビ セ ッ サ (input/output processor) また は チャ ネ 
ル (channel) の 概念 も る この 定義 の 範 剛 に 入る . 

情報 の 保管 の た め に 使わ れる 任意 の 装置 を 記憶 (memory) と いう . 半導体 記 
憶 , 磁 心 記憶 , ディ スク , 磁気 ドラ ム , 磁気 テー プ な ど が その 例 で ある . 記 
憶 装置 の 容量 (capacity) は , それ が 蓄え る こと の で きる 情報 の 語 ( ま た は バイ 
ト ) 数 で ある . 記憶 装置 の 到達 時 間 (access time) は , 要求 の 受取 りか ら 完 了 ま 
で の 平均 の 時 間 間隔 で あり , 待ち 行列 に お ける 遅延 は 含ま な い . 与え られ た 記 
憶 装 置 内 で 語 を 保管 する 場所 の 名 前 を 番地 (address) と いう . 指定 され た 番地 
の 保管 場所 と 読取 り / 書 込み ヘッ ド と が 接近 する よう に 読取 り / 書 込み ヘッ ド を 
その 保管 場所 まで 移動 させ る か , また は 保管 媒体 を 動か す よ うな 機械 的 な 動作 
が 一 般 に は 必要 で ある と き , その よう な 記憶 装置 は 空間 的 に 番地 付け られ る 
(positionally addressed) と いう . その よう な 記憶 で は , 語 へ の 到達 時 間 は 記 
憶 媒 体 中 の その 語 の 位 思 に 依存 する . 各 記 憶 場所 へ の 到達 時 間 が 同じ し で ある と 
き , その 記憶 装置 は 等 時 間 到 達 (random access) で ある と いら. ディ スク , 磁 
気 ド ラム , 磁気 テー プ は 前 者 の 例 で あり , 半導体 記憶 や 磁 心 記憶 は 後者 の 例 で 
ある . 

計算 機 シ ステ ム で は , いつ も る , 主 記憶 (main memory) と 補助 記憶 (auxiliary 
memory) と いう 少な く と も 2 レベ ル に 構成 され た , 様々 の 異な っ た 型 の 記憶 
媒体 を 用 いて きた . 情報 が 処理 の た め に 直ちに 取出 され る よう に する た め に 
は , 主 記憶 一 一 箕 型 的 に は , 到達 時 間 が 非常 に 短い 等 時 間 到 達 の も る の 一 一 に な 
けれ ば な ら な いし , そう で な い ゃ も の は 補助 記憶 一 一 典型 的 に は , 到達 時 間 が 比 
較 的 長い , 空間 的 に 到達 する も る の 一 一 に あっ て も よい . 大 抵 の 等 時 間 到 達 の 記 
憶 は , 語 の 保管 場所 を 番地 指定 する た め に 何ら か の 形 の 電子 的 な 切換 え 機 構 を 
用 いて お り , この た め に 到達 時 間 は 非常 に 短く な っ て いる . 半導体 記憶 の 典型 
的 な 到達 時 間 は 100 nsec で あり , 磁 心 記憶 の 場合 は 1 sec( 記 憶 サ イク ル 時 
間 ) で ある . また , 大 抵 の 空間 的 に 到達 する 記憶 の 典型 的 な 到達 時 間 は , 一 番 
速い 磁気 ドラ ム の 10msec か ら 磁 気 デ ィ スク の 200msec 以上 と いう 値 の 範囲 
に ある . 記憶 の 大 容量 化 を 求め る 欲求 は , 主 記憶 と 補助 記憶 に こつ いて, その 到 
達 時 間 と 容量 と の 間 で , これ まで いつ も ゃ 妥協 する こと を 強い られ て きた の で あ 
六 。 


第 5, 6, 7 章 で 重要 で ある か ら , ここ で 主 記憶 装置 と 補助 記憶 装置 の 到達 に 
関す る 諸 性 質 を 復習 し て お こう . 記憶 の 割当 て と 転送 の 単位 と し て は , 個々 の 
語 よ り も ブロッ ク (block) を 使う の が 普通 で ある . ブロ ッ ク は 一 意 に 定まっ て 
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いる 名 前 を 持ち , 番地 が 連続 し て いる いく つか の 語 か ら 成 っ て いる . 全て の ブ 
ロッ ク が 同じ 大 き さ で ある と き , ブロ ッ ク の こと を ペー ジ (page) と 呼ぶ . 主 記 
憶 の 語 に 対す る 参照 要求 は , 絶対 番地 の 形 か , 対 (⑰ 7) の 形 で (プロ セッ サ に よ 
っ て ) 提 示さ れる . ここ で, ち も は ブロ ッ ク 番 号 , 7 は ブロ ッ ク 5 の 基底 番地 か 
ら の 相対 的 な 番地 で ある . 補助 記憶 へ の 要求 の 仕方 に は , (ブロ ッ ク 内 の 語 に 
到達 する と いう より も むし ろ ) ブ ロッ ク 全 体 の 転送 を 求め る の が 典型 的 で ある . 
この ブロ ッ ク の 転送 要求 は し . p を その ブロ ッ ク の 先頭 番地 , 7 を その ブロ ッ ク 
の 長 さ と し た と き , 対 ( ヵ , の 形 を と る . 
磁気 ドラ ム 記 憶 (drum memory) の 構造 を 図 1.2-1 に 示す . ドラ ム 記 憶 は , 
一 定 の 速 さ で 回 転 し て いる 円 筒 で , 7 時 間 単 位 ど と に 1 回 転 す る . この T の 典 
型 的 な 値 は 30msec で ある . 語 の 保管 場所 は , # を トラ ッ ク 番 号 (track index) 
の を 角 位 置 と し た と き , ドラ ム 上 の 座標 点 (。 の で ある . 各 保 管 場所 は , 1 回 
転 ど と に 1 回, 読取 り / 書 込み ヘッ ド の 下 を 通過 する か ら 各 語 は 7 時 間 単 位 ご 
と に た だ 1 回 だ け 到 達 で きる . トラ ッ ク (track) は , 図 1.2-1 に 示す よう に , 
ドラ ム 上 , 1 周 分 の 帯状 の 保管 領 城 で ある . (通常 , 伝送 路 を 他 の トラ ッ ク に 
切換 える の に 若干 の 時 間 が 必要 で ある が , この 時 間 は 普通 の 場合 , 本 書 の 解析 
で は 無視 し て も よい 程 , 十分 小さ な も の で ある .) こ の よう に , ドラ ム 上 の ブ 
ロッ ク に 対す る 要求 は . ブロ ッ ク 長 を 7 と する と (7 は 1 トラ ッ ク の 語数 を 越 
えな い ), (あの り の 形 で 行わ れる . 全て の ブロ ッ ク が 同じ 長 さ で , ブロッ ク 長 
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7 が 予め 分 っ て いる ペー ジン グ の 場合 に は ( 図 1.2-2), 角 位 置 は セク タ 番 号 
(sector index) と し て 与え られ , 要求 は より 箇 潔 な (。 の の 形 を と る . 。 
2-3 は , ドラ ム に 対す る 要求 が 蒙 る 遅延 を 示し て いる . 行列 内 待ち 時 間 は 要求 
が 待ち 行列 内 で 待っ て いる 時 間 を , 回 転 待ち 時 間 は ドラ ム が 望ま し い 角 位置 ま 
で 回 転 す る 時 間 を , 転送 時 間 は 要求 され た ブロ ッ ク の 語 を 転送 する た め の 時 間 
を それ ぞ れ 表し て いる . 

磁気 ディ スク 記憶 (disk memory) の 構造 を 図 1.2-4 に 示す . 何 枚 か の 円 形 
の 板 ( 円 盤 , disk) が 共通 の 軸 に 装着 され て お り , その 軸 は 7 時 間 単 位 ど と に 
1 回 転 と いう 一 定 の 速 さ で 回 転 す る . この 7 の 典型 的 な 値 は 60msec で ある . 
動作 方 向 が 一 次 元 的 で , その 方 向 に 沿っ て 存在 する ん 個 の 位置 の 範囲 内 を 動 
く よ う な 可動 アー ム ( ヘ ッ ド 支持 腕 , arm) が ある . 7 を トラ ッ ク 番 号 , 9 を デ 
ィ ス ク 面 番号 (disk surface index), ゅ を 角 位 置 と し た と き , 記憶 の 各 保 管 場所 
は , 座標 (6 の ゅ ) を 持つ . トラ ッ ク (track) は , 与え られ た ディ スク 面 の 与え 
られ た アー ム 位 置 の 語 の 集合 で あり , シリ ンダ (cylnder) は , 与え られ た アー 
^ ム 位置 の 全 デ ィ ス ク 面 の 語 の 集合 で ある . アー ム が 与え られ た シリ ンダ に 固定 
され た と き の デ ィ ス ク の 性 質 は , ドラ ム の 性 質 と 同じ で ある と いう こと は 注目 
に 値する . 実際 , ある 製造 会 社 の ドラ ム は , 可動 の アー ム が な い 代 り に シリ ン 
ダ 毎 に 信久 的 に 置か れ た アー ム を 持つ ディ スク と し て 実現 され て いる . この よ 
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図 1.2-2 ペー ジ ド ラム 


行列 内 待ち 回 転 待ち 転 送 


到 着 退 去 
図 1.2-3 ドラ ム の タイ ミン グ タダ 図 


1.2 資 源 
うぅ な 装置 は , 一 連 の 同心 円 の ドラ ム を 定義 ヒ し て いる も の と 見 な すこ と が で き 
る . 図 1.2-5 に , 要求 に 対す る タイ ミン グ の 図 を 示す . ここ で , 探索 時 間 (seek 
time) は , 要求 され た シリ ンダ まで アー ム を 移動 させ る の に 必要 な 時 間 で ある . 
与え られ た ディ スク 装置 の 探索 時 間 の 典型 的 な 範囲 は , 最短 ( 非 零 ) の 移動 に 対 
する 120mseec か ら 最 長 の それ に 対す る 250msec で ある か ら , 探索 時 間 は 回 転 
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アー ム の 位置 の 範囲 


行列 内 待ち , 位置 決め , 行列 内 待ち 回 転 待ち 転 送 


図 1.2-5 ディ スク の タイ ミン タグ 図 
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待ち 時 間 よ りゃ 支配 的 で ある . 

これ まで の 議論 で は , 本 書 の 読者 に 興味 の ある ハー ドウ ェ ア 装 思 の 重要 な 特 
性 を 扱っ て きた . 第 2 章 の 資源 割当 て 問題 の 議論 で は , 上 述 の よう な ハー ドウ 
ェ ア 資 源 よ り も も っ と 一 般 的 な 意味 で , “資源 ” と いう 術語 を 用 いる . 資源 と 
いう 非常 に 一 般 的 な 見 方 を 採用 する こと に より , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム 
の 多く の 問題 を , 意味 の ある 結果 が 得 ら れる 資源 割当 て 問題 と し て 扱う こと が 
で きる よう に な る . この 見 方 に 従う と , プロ セス が 使用 する こと が で き , か 
つ , プロ セス の 進行 が それ に 依存 する よう な 対象 の 集合 は , その プロ セス に よ 
っ て 要求 され る 資源 (resource) の 集合 と 呼ば れる . シス テム は さま ざま の 資源 
の 型 (type) を 備え て お り , 一 般 に 各 型 ご と に , 限ら れ た 数 の 利用 可能 な 資源 単 
位 (resource unit) が ある . 資源 の 型 の 例 と し て , プロ セッ サ , 記憶 , 周辺 装 
置 , デー タ ・ フ ァイル , 手続 き , メッ セー ジ な ど が あり , 資源 単位 の 例 と し 
て , プロ セッ サ 1 台 , 記憶 1 ページ, ディ スク また は ドラ ム の 1 トラ ッ ク , フ 
ァイル 1 個 , 手続 き 1 本, メッ セー ジ 1 通 な ど が 挙げ られ る . 資源 の 型 に は , 
ハー ドウ ェ ア に よっ て 直接 実現 され て いる も の (た と えば , プロ セッ サ , 記憶 , 
周辺 機器 ) も あれ ば , ソフ トウ ェ ア に よっ て の み 実 現さ れる も の (た と えば , フ 
ァイル , 手続 き , メッ セー ジ ) も ある . また , 資源 の 型 の 中 に は , 資源 単位 が 
解放 (release) され た 後 で 再び 割当 て る こと の で きる 再 使用 可能 (reusable) な も 
の も ある し , これ と は 対照 的 に , 使用 後 は 消滅 する 消費 的 (consumable) な も の 
も ある (た と えば , メッ セー ジ , 呼出 され た 手続 き の 活 性 化 レ ュー ド (activa- 
tion record)) [3]. 全て の 資源 は , その 利用 者 へ の 情報 を 担っ て いる 内 部 的 な 
\ 状 態 (state)” を 持っ て いる . も し 資源 の 状態 が 使用 され て いる 間 に 変 更 さ 
れる な ら ば , この 型 の 単位 は , 一 時 に は 高々 一 つの プロ セス に よる “排他 制御 
(exclusive control) の 下 に お か れる よう に 制約 され て いる ” と いわ れる . 

ブ プロ セス か ら 資 源 を 横取り (preemption) す る と き は , その 資源 の 状態 を 保 
存 し て お く 必 要 が ある . 後 で 状態 を 横取り され た 時 の 状態 に 復元 する こと に よ 
っ て と この 資源 を 元 の プロ セス に 返す こと と が で きる . 資源 の 各 単 位 に は , 時 刻 4 
に お いて それ を 使用 中 の プロ セス か ら 横 取り する 際 に 要 る 費用 を 表す , の 関数 
(横取り 費用 関数 (preemption cost function) という) が 附 随 し て いる と 考え る 
こと が で きる . 時 刻 : に お ける その 費用 が ある 閥 値 を 越え を て いれ ば , その 時 点 
で は その 単位 は 横取り 不可 , そう で な けれ ば 横取り 可 と 考え られ る . 横取り の 
結果 , 入力 や 出力 や 進行 に 損失 が 生ずる な ら ば , より 一 般 的 に 言う と , 資源 の 
状態 を 保存 する の に 多大 の 努力 が 必要 で あれ ば , 横取り の 費用 は 高い と 考え ら 
れる . よく ある こと と で ある が , 資源 単位 が 時 刻 な に は 横取り され 得る けれ ど 
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も その 時 以外 に は 横取り され な いと いう よう な 時 刻 の 系 列 な が 存在 する こと 
が ある . た と えば , プロ セッ サ に 対し て は 各 命 令 実行 の 終了 時 が , ドラ ム に 対 
し て は 要求 の 退去 時 が , また , ライ ンプ リン タ に 対し て は 印刷 の 完了 時 が それ 
ぞ れ な に 対応 する . な は, 前 も っ て 知ら れ て いる 場合 (た と を えば プロ セッ サ に 
対す る 場合 ) も あれ ば , 資源 単位 が 横取り 可能 に な っ た こと を プロ セス 自身 が 
知ら せな けれ ば な ら な い 場 合 ( た と えば , プロ セス が 資源 を 解放 する 場合 ) も あ 
る . 
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第 3 世代 の 計算 機 シ ステ ム の 開発 は . プロ グラ ム の 設計 法 に 関し て , 並行 
(並列 プロ グラ ミン グ (concurrent (parallel) programming) と いう 新しい 局 
面 を も た らし た . と の 理由 と し て 次 の も の が 挙げ られ る . 


1. 速い 応答 時 間 と 資源 の 効率 的 な 利用 を 求め る 欲求 に よっ て , 種々 の 形態 の 
多重 プロ グラ ミン グ が 導入 され , 動 的 な 各 プ ログ ラム の “状態” と 資源 に 
対す る 要求 を 明示 する 必要 性 が 生じ し て きた . 

2. 装置 類 を 有効 に 利用 し た いと いう 願望 か ら , 中 央 処理 装置 お よび 諸 周 辺 装 
連 問 の 並行 活動 を ます ます 多用 する よう に な っ た . 

3. 実行 中 の プロ グラ ム の 間 で , 情報 を 共有 し た り 通 信 し た り し た いと いう 願 
望 か ら , 同期 に つい て の 明細 の 指定 を ソフ トウ ェ ア ・ レ ベル で 行う 必要 が 
生じ て きた . 

4. オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム は さま ざま な 並行 活動 を 調整 する 制御 プロ グ 
ラム で ある と 見 な す と 便利 で ある と と が 分 っ て きた . 


た と え ハ ー ド ウェ ア の 技術 が 並行 活動 の 実現 を 許し た と し て も , 実際 に そう 
な る よう に プロ グラ ム を 書く と いう 仕事 が オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 設計 
者 に 残さ れ て いる . この 並行 活動 の 重要 な モデ ル を 研究 する こと が 第 2, 3, 
4 章 の 目的 で ある . 

ある 着目 し た 瞬間 に その プロ グラ ム の 命令 を プロ セッ サ が 実行 中 で ある か 否 
か に か か わり な く , “実行 中 の プロ グラ ム ” と いう 概念 が 任意 の 時 点 で 意味 を 持 
ち 得る よう に , プロ セッ サ の 活動 の 抽象 概念 と し て の 術語 で ある プロ セス (pro- 
cess) は 1960 年 代 前 半 の いく つか の 開発 計画 (た と えば , Multics や TSS/360) 
で 現れ た . これ ら の シス テム で は , プロ グラ ム が 命令 の 系 列 で ある の に 対し , 
プロ セス は プロ グラ ム に よっ て 遂行 され る 作用 (action) の 系 列 で ある こと と に 着 
目 し て , プロ セス と プロ グラ ム は 別物 と され た . プロ グラ ム は 静 的 で あり プロ 
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セス は 動 的 で ある . この 区 別 の そもそも の 目的 は , 計算 の 結果 に 影響 を 与え ず 
(に プロ セッ サ を 横取り し た り プ ログ ラム を 再開 し た り で きる よう に する と と で 
あっ た . 並列 プロ セス (parallel process) の 概念 は , 与え られ た 任意 の 時 点 で 
二 つ 以 上 の プロ グラ ム が 開始 後 で か つ 終 了 前 の 状態 に ある と 認め られ る と いう 
こと を 意味 する と 解 息 さ れる . この と き , プロ セス は 同時 に 進捗 し つつ あっ て 
も よく , そう で な く て も よい . た と えば , 与え られ た 時 点 に お いて , プロ セ 
ス は 中 央 処理 装置 上 で 走行 中 で あり , 別 の プロ セス は 中 央 処理 装置 割当 て の 順 
番 を 待っ て いて 保留 中 で あり , 第 8 の プロ セス は 入出 力 チ + ャ ネル 上 で 走行 中 で 
ある と いう 状態 で あっ て も よい . プロ セス は 二 通 り の 方 法 で 相互 に 影響 を 及ぼ 
す . 一 つ は , 同じ 資源 を 競合 する ねこ と に よる も の で 間接 的 で あり , 他 の 一 つ は 
情報 を 共有 し た り 通 信 し た りす る こと に よる も の で 直接 的 で ある . プロ セス 同 
志 が 論理 的 に 無関係 で ある と き , 間接 的 に 影響 を 及ぼ し 合い , 並行 制御 は それ 
ら の プロ セス が 乗っ て いる シス テム に 委託 され る . し か し , プロ セス 同志 が 直 
接 的 に 影響 し 合っ て いる 場合 , その 間 の 並行 制御 は それ ら の プロ セス を 実現 す 
る (すなわち , プロ グラ ミン グ の ) 段 階 で 陽 に 表現 きれ て いな けれ ば な ら た な い . 
不幸 に も この 分 野 の 文献 で は , プロ セス に つい て , 互い に 矛盾 する も の すら 
ある ほ と 数 多く の 異な っ た 定義 が ある . た と えば , Denmnis と Van Horn [4] が 
提案 し た “命令 の 系 列 内 で の 制御 の 軌跡 "と いう の が ある . Saltzer [5] の “ 疑 
似 プ ヒロ セッ サ 上 で 実行 中 の プロ グラ ム ”, Van Horn [6] の “手続 き の ス テッ プ 
を 実行 し て いる 事務 員 ”, Horning と Randell [7] の “プロ グラ ム の 状態 の 系 
列 ” な ども ある . また :, 先刻 提案 し た “実行 中 の プロ グラ ム ” や , “プロ グラ 
ム は 命令 の 系 列 で あり , プロ セス は プロ グラ ム に よっ て 遂行 され る 作用 の 系 列 ” 
と いう の も ある . IBM の シス テム /360 を 設置 し た いく つか の シス テム で 使わ 
れ て いる よう に , “プロ セス は プロ グラ ム の 状態 表 (program status block) で 
ある ” と いう の も ある . プロ セス を 定義 し よう と する あら ゆる これ ら の 試み の 
結果 の 一 つ は , プロ セス と いら 術語 は , シス テム 内 の どん な も の で あれ , 任意 
の 計算 活動 を 表す よう な 極め て 一 般 的 な 意味 を 帯び る よう に な っ て きた こと で 
ある . も うぅ 一 つの 結果 は , 上 述 の 全て の 概念 と 矛盾 し な い 単 一 の 定義 を 採用 す 
る こと と は 殆 ど 不 可能 で ある と いう こと で ある . その た め 本 書 で は , 全て の 形式 
的 な 議論 で 用 いる た め に , より 当り 障 り の 少な い 術語 で ある タス ク (task) を 採 
用 する . 一 般 論 , ある い は 形式 的 で な い 議論 で は 引続き “プロ セス ” を 用 いる 
こと に する . タス ク は , 計算 の 不可 分 な 単位 と し て 用 いら れ , その 外部 と の 境 
界 に お ける 振舞 は 明示 され る けれ ども ゃ も , その 内 部 に お ける 操作 は 明示 され ず 議 
論 す る 興味 も な い . 応用 に よっ て は , タス ク は 命令 に も , 手続 き に も , シス テ 
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ム 全 体 に さえ も な り 得 る . 

P(x, の は , 時 刻 :( に お ける シス テム 変数 x の 値 に 関す る 言明 (assertion) を 
表す 述語 で ある と 仮定 する . ア が 成立 する と き , シス テム に よっ て ある 特別 な 
動作 が 引 起 され る と 仮定 する な ら ば , “ ア は 真 で ある "と いう ら こ と と が シス テム に 
お ける ある 例外 条件 (exceptional condition) の 成立 を 定義 し て いる [4]. ア が 
真 で ある 期間 の 始ま り は , すなわち 条件 ア の 発生 で ある . 例外 条件 の 例 と し て , 
不法 命令 の 実行 を 試み る こと , 算術 演算 の 溢れ (overHow), 番地 の 不正 指定 や 
周辺 装置 の 処理 の 完了 な ど が ある . 例外 条件 に は , (上 述 の よう に ) ハ ー ド ウェ 
ア で 検出 され る も の も ある が , ソフ トウ ェ ア に よっ て も 検出 され 得る (プロ セ 
ス 間 メッ セー ジ や PL/T の プロ グラ ム 割 込み の よう に だ ). 例外 条件 を 表す の 
こと, これ まで し ば し ば 意味 に 矛盾 が 見 られ る 多く の 術語 が 使わ れ て きた . 例外 
(exception), 割込み , 動作 異常 , 割 出 し な ど で あ る . 動作 異常 (また は 動作 例 
外 , fault) と いう 術語 は , 与え られ た プロ セッ サ 上 を 走行 中 の タス ク の 動作 の 
結果 と し て 生じ た 例外 条件 に 対し て 最も 多く 使わ れ て いる . 割込み Gnterrupt) 
は , 与え られ た プロ セッ サ 上 を 走行 中 の タス ク と は 別 の タス ク に よっ て 引 起 さ 
れる 例外 条件 に 対し て 最も 多く 使わ れる . 割 出し (trap) は , 例外 条件 の 発生 に 
対応 し て と られ る 動作 を 表す の に 最も 多く 使わ れる . シス テム が 認識 する 各々 
の 例外 条件 に 対し , その 条件 の ハン ドラ (handler) と 呼ば れる タス ク が あり 
その 条件 の 発生 後 , 短 時 間 の うち に 呼出 され る も の と 仮定 され て いる . 各 ハ ヘン 
ドラ は , “起こ され る ” べき プロ セス と し て , すなわち , 呼ば れる べき サブ プル 
ー チ ン と し て 実現 する こと が で きる . 殆ど の シス テム は , 走行 中 の プロ セス か 
らら プロセッサ を 横取り し , その プロ セッ サ を 適切 な 割込み ハン ドラ の タス ク に 
割当 て る た め に , 特別 な 割込み ヘー ドウ ェ ア と ソフ トウ ェ ア の 組合 わせ を 持っ 
て いる . ハン ドラ ・ タ スク が 正しく 動作 する こと を 保証 する た め に , その よう 
な タス ク の 走行 中 , プロ セッ サ は 割込み 不可 モー ド (uninterruptible mode) 
“割込み は 遮蔽 され る ”) に な る . と の よう に , ハン ドラ ・ タ スク の 動作 は , シ 
ステ ム 内 の 他 の 動作 と の 関連 に お いて “不可 分 (Gndivisible)” で ある . ある 
シス テム で は , 例外 条件 に は (その 条件 に 素早 く 応 答 す る こと の 相対 的 な 重要 
さ に 基づい て ) 優先 順位 が 割当 て られ て お り , 現在 動作 中 の ハン ドラ の 優先 順 
位 よ りゃ も 高い 優先 順位 の 条件 が 発生 する と , 高 順 位 の 条件 の た め に , 低 順 位 の 
ハン ドラ に 対す る 割込み が 引 起 こさ れる . ハン ドラ ・ タ スク が 完了 する と , シ 
ステ ム ・ ス ケ ジ ュ ー ラ (system scheduler) は , 何 か 他 の タス クー 一 優先 順位 が 
与え を られ て いる シス テム で は , も ちろ ん , 保留 中 の ハン ドラ ・ タ スク ー 一 を 再 
起動 し プロ セッ サ は 全て の ハン ドラ ・ タ スク が 完了 し た 後 で の み , 割込み 可 
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能 モ ー ド に な る . 


1.3.1 プロ セス の 調停 

第 2 章 に は , プロ セス の 制御 に 関す る 互い に 関連 し た 四 つ の 問題 が 含ま れ て 
いる . これ ら の 問題 は . タス ク 間 に 処理 の 先行 後続 関係 に 関す る 制約 (preced- 
ence constraint, 以下 , 先行 制約 と いら) が 規定 され て いる タス ク ・ シ ステ ム 
を 用 いて 記述 され る . 


1. 決定 性 (Determinaey). 共通 の デー タ を 用 いる タス ク ・ シ ステ ム に よっ て 
遂行 され た 計算 結果 が 各 タ スク の 相対 的 な 速度 に 依存 し て は な ら な いこ 
3 

2. 閉鎖 (Deadlock). 次 の よう な 状況 は 避け る べき で ある . 並列 タス ク の あ 
る 集合 に 属す る 各 タ スク が 互い に 自分 の 保持 し て いる 資源 を 確保 し た ま 
ま , 他 の タス ク が 保持 し て いる 資源 を 要求 し て それ が 解放 され る の を 待つ 
と いう “循環 待ち (cireular wait)” に 陥る よう な 状況 . 

3. 相互 排除 (Mutual exelusion). ある いく つか の タス ク は , それ ら が 同時 に 
実行 され る と と の な いよ うに プロ グラ ム さ れ て いな けれ ば な ら た ない. た と 
えば , ある タス ク が ファ イル を 読ん で いる 最 中 に 他 の タス ク が その ファ イ 
ル に 書 込 ん で は いけ な い . 

4. 同期 (Synchronization). ある いく つか の タス ク は , 他 の タス ク の 制御 下 
に ある 何ら か の 事象 (event) が 発生 する まで , 与え られ た 点 で 停止 し て い 
な けれ ば な ら な い . 


文献 に お いて 大 い に 注 目 を 集め た 最初 の 問題 の 一 つ は , 決定 性 問題 で あっ 
た . 二 つ 以 上 の プロ セス が 共同 し て 一 つの 問題 の 解 を 得 よ うと する と き に は い 
つも , 計算 の 結果 が それ ら の プロ セス の 相対 的 な 速度 に 依存 する 可能 性 が ある . 
多重 プロ グラ ミン グ ・ シ ステ ム に お いて は , プロ セス へ の 割込み が 任意 の 時 点 
で 発生 する こと や , 周辺 装置 が 任意 の 速度 で 並行 的 に 動作 する とこ と を 許容 し な 
けれ ば な ら な いか ら , 計算 が 速度 に 依存 し な いよ うに , すなわち 決定 性 に な る 
よう に , 協同 作業 を 行う プロ セス を 規制 する こと か 必要 で ある . 速度 に 依存 し 
な い 論 理 回 路 の 研究 は 1955 年 か ら 1960 年 の 間 に Muller [8] に よっ て 行わ れ 
て いた に も か か わら ず , プロ グラ ミン グ に それ を 応用 する とこ と は ほぼ 10 年 後 
[9, 10] まで 評価 され な か っ た と いう こと は 典 味 深い . 

も っ と 最近 に な っ て , プロ セス 間 の 干渉 に 関す る 様々 の 問題 (閉鎖 , 相互 排 
除 , 同期 , メッ セー ジ 送 信 を 含む ) が 大 い に 注 目 を 集め る よう に な っ た . それ 
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ら に 対す る 種々 の 解 は 資源 割当 て 手続 き の 改 善 と , と り わ け 入 出力 制御 と 割 込 
み シ ステ ム の 改善 を 先 道 する と と に な っ た . 相互 排除 問題 の 解 は Dijkstra[12] 
と Knuth [10] に よっ て 初め て 与え られ た . 並列 性 (parallelism) の 抽象 的 モデ 
ル に お ける 同期 問題 の 扱い 方 は Karp と Miller [105] に 固有 の も の で あっ た . 
後に Dijkstra [11] は , 具体 的 な プロ ビグ ラミ ング の 用 語法 で 同期 問題 を 扱い , 
オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム へ の 応用 に 対し て 良く 知ら れ た PV 操作 (P and 
V operations) を 考案 し た . 閉鎖 問題 の 考察 は , Dijkstra [11], Habermann 
[13], Havender[14], Shoshani[106] や Murphy[15] か ら 始 まっ た . 並列 性 
に 関す る か な り 広 範 な 数 学 的 知識 が 1960 年 代 の 初期 に 集積 され た と いう こと 
は 注目 すべ き で ある . た と えば , Petri [16] の 非同期 網 (asynchronous nets of 
Petri) が あり , Karp と Miller [17], Luconi [18] や Slutz [19] の 並列 プロ 
グラ ム 形 (parallel program schemata) が あり , Rodriguez [20] の プロ グラ 
ムー グラ フ の 理論 (program-graph theory) や Holt と Commoner [21] の マー 
ク グ ラフ の 理論 (marked-graph theory) が ある . これ ら の 研究 は 全て , 本 書 
で は 扱え な い 程 の 深み に 達し て いる . 


1.3.2 タス ク ・ シ ステ ム の スケ ジュ ー リ ング 

第 3 章 に は , タス ク を 実行 す る の に 利用 で きる 台 の (同一 の ) プ ロ セ ッ サ 
が 与え られ た と き , 各 実 行 時 間 <, が 既知 で ある タス ク の 半 順 序 集 合 ( 第 2 章 の 
タス ク ・ シ ステ ム の モデ ル を 用 いる ) の スケ ジェ ュー リン グ 理 論 の 成果 が 記さ れ 
て いる . スケ ジュ ー ル の 人 性能 に つい て の 二 つ の 尺度 が 考え られ る . 最後 の タス 
ク が 完了 する まで の 時 間 お よび 平均 待 も (流れ) 時 間 (average turnaround 
(How) time) で ある . 第 1 の 尺度 は , プロ セッ サ の 利用 度 と の 関連 か ら 重 要 で 
ある . 実際 。 与 を られ た スケ ジュ ー ル が 時 間 7 内 に 終了 する な ら ば , その ス 
ケ ジ ュ ー ル に よる プロ セッ サ の 利用 率 (utilization factor) は , 次 式 で 与え られ 
る . 


1 
人 


明らか に , 7 を 最小 に すれ ば w は 最大 に な る . 第 2 の 尺度 は , 利用 者 が 経験 
する シス テム の 性能 に 関連 する の で , また , (その 尺度 を 最小 に する と ) 未 完了 
タス ク 数 の 平均 値 が し ば し ば 最小 に な る の で 重要 で ある . 読者 は , 両方 の 尺度 
で 見 て 同時 に 旨く 行く スケ ジェー ル を 見 つけ る こと は , 多く の 場合 困難 で ある 
と いう と と が 分 る で あろ うら. さら に , 最適 スケ ジュ ー ル を 生成 する た め の 箇 単 
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な (数 え あ げ 法 で は な い (nonenumerative)) 手 続き は , タス ク ・ シ ステ ム に 極 
め て 強い 制約 を 課 し た 場合 一 一 た と を ば, 全て の (タス ク の ) 実 行 時 間 が 等 し い 
と か , タス ク ・ シ ステ ム が 木 構 造 に な っ て いる と か に の み 存 在 し , か つ , 
この よう な 特別 な 場合 で も , その 手続 き が 本 当 に 最適 スケ ジュ ー ル を 生成 する 
こと を 証明 する の は 骨 の 折れ る と と で ある と いう こと に も 読者 は 気付 く で あろ 
りう .。 

第 3 章 に 示さ れ た 類 の 結果 は , 現今 の シス テム へ の 適用 性 と し て は 限ら れ て 
いる こと と は 明らか で ある . 特に , タス タク の 実行 時 間 < 計 を 実行 前 に 知る あと こと は 
普通 は 不可 能 で あり , 精々 <: の 確率 分 布 を 知る こと が で きる 位 で ある . も ち 
ろ ん , これ に 対す る 反論 と し て , 実際 の スケ ジュ ー リ ング の 手続 き が 最適 の そ 
れ と 比較 し て どの 程度 旨く で き て いる か を , これ ら の 結果 を 用 いて 決定 する こ 
と が で きる と いう こと と は で きる . 第 3 章 の 結果 に は , 二 つ の 型 の スケ ジュ ー ル 
長 の 比 に つい て 述べ た も の が 多い . た と えば , 任意 の タス ク ・ シ ステ ム を 持つ 
22 台 の プロ セッ サ に つい て , 任意 の スケ ジュ ー ル の 長 さ と 最適 スケ ジュ ー ル の 
長 さ の 比 は , (2 一 1)/ を 越え る と と は な いと いう の が ある . この 例 は , 現 
実 の スケ ジュ ー ラ は , 最適 スケ ジュ ー ル を 処理 する 効率 に 比べ , 7%/(2 一 1) 
倍 よ り も 悪く な る こと は な いと いう と と を シス テム の 設計 者 に 教え て お り , そ 
の スケ ジュ ー ラ を 改善 する 場合 の 手引 き を 与え る . 

第 3 章 で 考察 する スケ ジュ ー リ ング 問題 の クラ ス は , 計算 機 科 学 と の 関連 で 
考察 され る より も ゃ 何 年 も 前 か ら あ る 全く 古い 問題 で ある . これ ら の 問題 は , 最 
初 は オペ レー ショ ンズ ・ リ サー チ の 研究 者 に と っ て 長年 の 間 興 味 の 対 象 で あっ 
た 古典 的 な ジョ ブ ・ シ ョ ッ プ (job-shop) 問題 や 組立 て ライ ン (assembly-Hine) 
問題 と し て 考察 され た . 最も 古い 重要 な 研究 の 一 つ は , 1954 年 の Johnson [22] 
に よる 2- お よび 3- 段 の (two- and three- stage) 組 立て ライ ン 問 題 に つい て 
の 今や 大典 と な っ た 研究 で ある . ジョ ブ ・ シ ョ ッ プ に 関連 する タス ク の 半 順 序 
集合 に つい て , 経営 科学 や オペ レー ショ ンズ ・ リ サー チ の 分 野 で は か な り の 量 
の 研究 が あり , “ 際 界 径 路 (critical path, 最長 の 順序 付け られ た タス ク の 実行 
時 間 の 系 列 )” の 解析 や , 先行 後続 関係 (以下 , 単に 先行 関係 ) の 構造 (preced- 
ence Structure) とか, 資源 の 使用 可能 性 (可用性 , availability) また は 費用 と 
か , タス ク の 実行 時 間 と か の 変化 に 対す る 感度 (sensitivity) な ど を 取扱 っ て 
いる . 代表 的 な 教科 書 と し て , Clark [23] に よる 1952 年 の ガン ト 図 (Gantt 
chart) に つい て の 本 や , PERT の 解析 に 関す る Moder と Philliips[24] の 1964 
年 の 教科 書 が ある . 

最適 スケ ジュ ー ル に 関す る 科 明 な 結果 を 求め る 努力 は いく つか ある . まず , 
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上 で 引用 し た Johnson の 研究 が ある . 1959 年 に MecNaughton は , 横取り 権 
(preemption) の ある 場合 で , 納期 (deadline) に 間に合う よう に , 独立 の タス ク 
を スケ ジュ ー ル する 問題 に つい て の 結果 を 発表 し た [25]. 1961 年 に は Hu が , 
タス ク の 実行 時 間 が 等 し い 場 合 に つい て , 先行 関係 が 木 構造 で や ある タス ク の 集 
合 を 最適 に スケ ジュ ー ル する 今や 良く 知ら れ て いる 結果 を 発表 し た [26]. 1967 
年 に , Manacher は スケ ジュ ー ル に お ける 変則 的 な 振舞 を 制御 する こと に つい 
て の 技巧 的 な 研究 を 発表 し て いる [27]. すなわち , た と えば タス クタ の 実行 時 間 
が 減少 し た り , プロ セッ サ の 台数 が 増加 し た と き , 最適 スケ ジュ ー ル の 長 さ が 
増加 する こと が あり 得る の で ある . 1969 年 , Graham は この よう な 変則 的 事態 
の 効果 の 限界 を 発表 し た [28]. 1969 年 に , Fuji 等 は プロ セッ サ が 2 台 で , 
各 タ スク の 実行 時 間 が 等 し い 場合 に つい て , タス ク の 任意 の 半 順 序 集 合 に 対す 
る 最適 スケ ジュ ー ル を 見 出す 方 法 を 発表 し た [29]. その アル ゴリ ズム は , 2 部 
グラ フ (bipartite graph)f の 最大 マッ チン グ を 用 いて お おり, 2%- タ スク ・ シ ステ 
ム に 対し て その 最適 スケ ジュ ー ル を 求め る の に 少な く と も %" に 比例 する 時 間 
が 必要 で ある 1f. 1972 年 , Coffman と Graham は 同じ 問題 に 対し て z2 の ア 
ル ゴ リ ズム を 発表 し た [30]. 1970 年 に は , Muntz と Coffman が 任意 の タス 
ク ・ シ ステ ム に 対し , 横取り 権 が ある 場合 の 最適 スケ ジュ ー ル を 求め る 方 法 を 
発表 し た [81]. 横取り 権 あ り の スケ ジュ ー ル に 対し て は , 多重 プロ グラ ミン グ 
環境 へ の 応用 か ら , 近年 , 興味 が 持た れる よう に な っ て きた . 

これ ら の 最適 スケ ジュ ー ル 問題 に 対す る 成果 が 少な いこ と と か ら , 最適 スケ ジ 
ュー ル を 作り 出す 数 を 上 げ 法 で は な い 速 い ア ル ゴ リ ズム を 見 つけ る こと と は 困 難 
で ある こと が 推論 され る . Conway, Maxwell と Miller は , 1967 年 の 優れ た 
教科 書 [32] の 中 で この こと を 詳し く 論 し て お り , この 問題 に つい て の 相当 量 
の 参考 文献 を 記載 し て いる . 1971 年 , Krone は 最適 に 近い (near-optimal) ス 
ケ ジ ュ ー ル を 効率 良く 作り 出す 発見 的 (heuristic) 手 法 を 導い た [33]. 


1.3.3 スケ ジュ ー ラ の 確率 モデ ル 
第 4 章 で は 引続き スケ ジュ ー リ ング の 手続 き の 研 究 を 行う . 第 3 章 の 研究 の 
基本 条件 は , タス ク の 実行 時 間 が 前 も っ て 分 っ て お り , 全て の タス ク は 直ちに 
実行 可能 に な る と いう 前 提 で あっ た . 第 4 章 で は , これ ら に つい て の 確率 的 記 
† 訳注 正しく は , 2 部 グラ フン で は な く , 一 般 の 無 向 アグ テ ラフ に お ける 最大 マッ チン グ を 用 いて 
いる . 
†† 訳注 正確 に は , “7(%) を 最大 マッ チン グ を 求め る アル ゴリ ズム の 手数 (の (7(%)) ミ z* は 既知 ) 


と し た と き , 最適 スケ ジュ ー ル を 求め る の に 必要 な 手数 は , 高々 max(% ぷ 5, 7(%) ) の オー ダー で 
ある 7". 
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述 の み が な され る 場合 の スケ ジュ ー ル 技法 の 性 質 を 研究 する . 

1960 年 代 の 初期 か ら 中期 に か け て , 非常 に 多く の シス テム 設計 者 達 は , 優先 
権 ス ケ ジ ュ ー リ ング (priority scheduling) の 考え を 採用 し た . 各 時 点 で 各 タ ス 
ク は それ ぞ れ ある 優先 度 を 持っ て お り , 横取り され る か , また は タス ク が プロ 
セッ サ を 解放 す る こと に より プロ セッ サ が 遊休 状態 に な る と き は いつ も ゃ も, スケ 
ジュ ー リ ング 手続 き は , 優先 度 が 最も 高い 動作 可能 な タス ク に プロ セッ サ を 割 
当て る の で ある . いく つか の シス テム で は , どん な タス ク も ゃ 不当 に 長く プロ セ 
ッ サ を 保持 する こと が な いよ うに “時 間切 片 (time sheing)” を 用 いて いる . 
この 場合 スケ ジュ ー ラ は , “イン タバ ベル ・ タ イマ (interval timer)” に 時 間 量子 
(time quantum) を 設定 し , タス ク が 時 間 量 子 を 使い 切っ た の に 自発 的 に プロ 
セッ サ を 解放 し な いな ら ば , タイ マ は 割込み を 引 起 こし て その タス ク か ら プ ロ 
セッ サ を 横取り し , 新しい タス ク に それ を 割当 て られ る よう に する . この スケ 
ジュ ー リ ング 原理 は , 1968 年 に Lampson に よっ て 概説 され て いる [34]. タス 
ク の 優先 度 は , タス ク が シス テム 内 に ある 間 は 変更 され な いか も 知れ な いし , 
タス ク の 観察 され た 振舞 (それ まで の 履歴 ) に 基づい て 時 々 刻々 計算 し 直さ れる 
か も 知れ な い [35]. 

第 4 章 の 論じ 方 は , 待ち 行列 理論 (queueing theory) に お ける 基礎 的 な 概念 
と 手法 の 復習 か ら 始 まる . 指数 分 布 と その 性質, FIFO( 先 着 順 , frst-in-first- 
out) 待ち 行列 シス テム , 待ち 行列 の 長 さ と 待ち 時 間 と を 関係 付け る リト ル の 公 
式 , それ に , 入力 と 出力 の 分 布 の パラ メー タ と 待ち 行列 の 長 さ を 関 係 付け る ポ 
ラチ ェ ッ ク - ヒ ンチ ン (Pollaczek-Khintehine) の 公式 な ど で ある . 章 の 残り で 
は 次 の よう な いく つか の 重要 な 待ち 行列 の クラ ス の 解析 を 紹介 する . 


1. ラウ ンド ロビ ン (round-robin)、 これ は , 初期 の タイ ムシ ェアリング ・ シ 
ステ ム ( 時 分 割 シ ステ ム , time-sharing system) で 使わ れ た 待ち 行列 で あ 
る . タス ク は TFTEFO 待ち 行列 に 並ぶ . その 行列 の 先頭 に 来る 度 に , タス 
ク は 1 時 間 量 子 の 限度 内 で , 可能 な 限り 長く プロ セッ サ 上 で 実行 され る . 
完了 し な か っ た な ら ば , その タス ク は (プロ セッ サ を ) 横 取り され , 待ち 行 
列 の 最後 尾 に 置か れる . 

2. 単純 優先 権 待ち 行列 (simple priority queue). 各 タ スク は 到着 時 に 割当 て 
られ る 一 定 の 優先 度 を 持っ て いる . プロ セッ サ が 空く と 必ず 優先 度 が 最高 
の タス ク を 走ら せる . 横取り 割込み 可 の シス テム も ある . す な わ も , 走行 
中 の タス ク の も の より も 高い 優先 放 の タス ク が 到着 する と , 前 者 は (プロ 
セッ サ を ) 横 取り され 後者 に と っ て 代 ら れる . 
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3. 最短 経過 時 間 順 (shortest-elapsed time) お よび 最短 処理 時 間 順 (shortest- 
processing time) 待ち 行列 . こ れ ら の 待ち 行列 は , 実行 時 間 の 短い タス ク 
を 優遇 する こと を 試み る も る ので, 到着 以来 , 最も プロ セッ サ を 使っ て いな 
い タ スク , また は 全 実 行 時 間 が 最短 の タス ク に 優先 権 を 与え を る と と に よっ 
て これ を 行う . 新しい タス ク が 到着 する と , 走行 中 の タス ク か ら の (プロ 
セッ サ の ) 横 取り が 生じ る こと も あり 得る !. 


第 3 の クラ ス の 解析 は , これ ら の 待ち 行列 が 横取り 割込み 可 の 優先 権 待 ち 行 
列 と し て モデ ル 化 で きる し , 他 の 二 つ の クラ ス の 手法 も 使え ん る の で , 簡単 で あ 
る . と の クラ ス は , 1962 年 に Corbato 等 に よっ て 報告 され , 良く 知ら れ て い 
る , CTSS の スケ ジュ ー ラ の た め の 多重 レベ ル 待 も 行列 (multilevel queue) を 
含ん を で いる [36]. 全て の 結果 は , 時 間 量 子 の 大 き さ の ⑦ で 表 さ れる . 0 の つ co の 
場合 は 横取り 割込み 不可 の 場合 に 対応 し , 0-0 の 場合 は いわ ゆる プロ セッ サ 
共有 (processor-sharing) の 場合 に 対応 する . 

待ち 行列 の 理論 は , Erlang が 一 連 の 論文 を 発表 し た 1909~1918 年 の 間 に 始 
まっ た . これ ら の 論文 で は , 状態 が 通話 中 の 呼 の 数 を 表し , 呼 の 到着 間隔 お よび 
サー ビス 時 間 が 指数 分 布 に 従っ て いる よう な マル ュ フ 過程 (Markov process) に 
よっ て 電話 系 統 が モデ ル 化 で きる と いう こと と が 証明 され て いた . 1980 年 代 初期 
の Pollaczek と Khintehine の 研究 は , 確率 的 サー ビス ・ シ ステ ム (stochastic 
8ervice System) に つい て の 知識 の 発展 に 大 い に 寄 与 し た . 1950 年 代 は , オペ 
レー ショ ンズ ・ リ サー チ の 研究 者 達 に よっ て , 確率 的 サー ビス ・ シ ステ ム へ の 
関心 が 文字 通り 爆発 的 に 広め られ た . これ ら の モデ ル は , 自動 車 交通 の 罰 謎 と 
か , 生産 と 流通 に お ける 待ち と か , 商業 に お ける 在庫 管理 の よう な 問題 を 解析 
する の に 有効 で ある こと が 分 っ て きた . 1960 年 代 の 初期 は ,。 これ ら の 結果 を 
計算 機 の スケ ジュ ー リ ング の 問題 に 適用 し よう と いう 最初 の 真面目 な 試み が 始 
まっ た 時 代 で ある . これ ら の 試み は , その 提案 者 達 が 刀 ん だ よう に は 必ず し も ゃ 
成功 し な か っ た が , これ は 主 に 次 の 理由 に よる . 計算 機 の スケ ジュ ー リ ング の 
方 法 は , 有限 の 入力 母 集 団 (fnite source population) で, それ まで の 型 に は 
ま ら な い 待 ち 行 列 の 構造 を 持ち , 複数 個 の 幅 連 点 や 異な っ た 型 の プロ セッ サ が 
ある シス テム で あり , 横取り 割込み 可 の スケ ジュ ー リ ング で ある 一 一 この どれ 
も が , それ まで は あま り 注 目 を 受け て いな か っ た の で ある . 

計算 機 技術 者 に と っ て 重大 な 関心 の ある 最初 の 解析 は , 無限 の 入力 母 集 団 に 
対す る ラウ ンド ロビ ン 待 も 行列 に つい て の , 1964 年 の Kleinrock の 論述 で あ 


† 訳注 特に 最短 処理 時 間 順 の 場合 に 対し て の 話 で ある . 
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る [37]. 同じ く 1964 年 に は , 有限 の 入力 母 集団 に つい て , より 現実 的 な 仮定 に 
基づい て 同じ 問題 を 論 し た Coffman と Krishnamoorthi の 論文 も ある [38]. 
1966 年 に Krishnamoorthi と Wood は , 到着 間隔 と サー ビス 時 間 が 指数 分 布 
し て いる 場合 の タイ ムシ ェアリング ・ シ ステ ム に お ける スケ ジュ ー リ ング に つ 
いて , すっ きり し た 論述 を 示し た [39]. 先程 注意 し た ょ うに Corbato 等 は 1962 
年 に , CTSS に 対す る 多重 レベ ル の 帰還 型 待 ち 行 列 (feedback queue) を 提案 し 
た が , その 目的 は システム 内 で の ジョ ブ の 入 換 え (swapping) の 経費 (オー バ ヘ へ 
ッ ド 7)! を 制御 する こと で あっ た . この 待ち 行列 シス テム は 1965 年 に Schrage 
[40] に よっ て 解析 され , Coffman と Kleinrock が その 諸 変形 を さら に 研究 し 
た [41]. 1965 年 に Scherr は , 待ち 行列 の 理論 に お ける 古典 的 な 機械 の 修理 モ 
デル (machine-repair model) を 用 いる こと に よっ て , OCTSS の 性 能 を 十分 な 
信頼 度 で 予測 で きる こと を 示し た [42]. 

待ち 行列 シス テム に お ける 優先 権 の 研究 は 新しい も ゃ も の で は な いけ れ ど も ゃ 
(1954 年 の Cobham[43] 参照 ), 計算 機 へ の 応用 に 対す る 関心 は , 優先 権 ス ケ ジ 
ュー リン グ の 方 法 を 拡張 し て 使う こと に よっ て 生じ て きた . シス テム 設計 者 が 
プロ セッ サ を (ラウ ンド ロビ ン の よう に ) 多重 化 利用 する 技法 に つい て の 経験 と 
自信 を 得る に つれ , 極端 に 時 間 量子 が 短い 場合 の ンス テム の 極限 (これ は , “ プ 
ロ セ ッ サ の 共有 "と いう 極限 と し て 知ら れ て いる が ) の 振舞 に か な り 興 味 が 湧い 
て きた だ . この 興味 は 主 に , パラ メー タ 0 ひ の 値 を 零 に 近づけ る こと に よっ て 達成 
され る 解析 上 の 簡潔 さか ら 生 じ た も の で ある . 上 に 引用 し た 解析 の 多く は , 時 
間 量 子 の 大 き さ を 零 に 近づけ た と き の 極 限 の 待ち 時 間 と 待ち 行列 の 長 さ の 期待 
値 を 示し て いる . し か し , 二 つ の 基本 的 な プロ セッ サ 共 有 待 ち 行列 に 対す る 待 
も 時 間 の 分 布 は , Schrage [40] と Coffman ら [44] に よっ て 得 ら れ て お り , 
ラウ ンド ロビ ン 系 の 待ち 時 間 の 分 布 に つい て は , 最近 Muntz [45] に よっ て 得 
られ て いる . 計算 機 ス ケ ジ ュ ー リ ング の 方 法 の 歴史 に つい て , 分 り 易 く よ り 詳 
し い 概 観 と 参考 文献 一 覧 を McKinney [46] が 与え て いる . タイ ムシ ェ ア リ ン 
グ ・ シ ステ ム の アル ゴリ ズム に つい て の より 新しい 進歩 や 拡張 の 多く は , Adiri 
等 [47 こ 49] に よっ て 調べ られ て いる . 

多く の 優先 権 待ち 行列 で 用 いら れる 横取り 割込み 可 の スケ ジュ ー リ ング 技法 
の 制約 は , 横取り 割込み の 費用 で ある . 特に , 横取り 割込み に よる オー バ ヘ ッ 
ド が 使用 可能 な プロ セッ サ 時 間 の 全て を 消費 し て し まい 得る の で , これ ら の シ 

† 訳注 オー バ ヘ ッ ド (overhead) と いう 語 は , 利用 者 プロ グラ ム に 対す る 直接 的 な 寄与 は な いけ 


れ ど も シス テム 全体 の 運行 に は 必要 な 作業 に 要する 経費 (と くに 計算 時 間 , 時 に は 記憶 領域 等 
ゃ ) を 指し て 使わ れる . 各種 の 管理 プロ グラ ム の 走行 に 要する 経費 と 解 心 し て よい . 
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1.4 記憶 領域 管理 

ステ ム で は 極端 に 短い 時 間 量子 を 用 いる の は 好ま し く な い . 横取り 割込み の 費 
用 を 考慮 に 入れ た 最適 スケ ジュ ー リ ング に つい て の 理論 的 な 記述 で , この 本 を 
書く まで に 発表 され た も の は な い . Mullery と Driscoll [50] に よる ある 種 の 
予備 的 な 研究 は , ラウ ンド ロビ ン の 技法 で は , 与え られ た 時 間 量子 の 大 き さ に 
対し 起り 得る 横取り 割込み の 費用 が 最高 に な る と と , お よび より 低い 横取り 割 
込み 費用 と より 望ま し い 応 答 時 間 の 分 布 を 持つ 他 の 技法 が 存在 する こと を 示し 
て いる . 


1.4 記憶 領域 管理 


電子 計算 機 の 最も 初期 の 項 か ら , 計算 機 の 記憶 シス テム は いつ も , 少な く と 
も 2 階層 に 編成 され て き て お り , 記憶 領域 管理 問題 (memory management 
problem) 一 一 すなわち , それ ら の 階層 間 に ど の よう に 情報 を 配置 し いつ それ 
を 移動 させ る か を 決定 する 問題 一 一 は ,。 いつ ゃ 一 番 重要 な 問題 で あっ た . 記憶 
管理 方 策 の 目的 は , 参照 され る 見 込み が 最も 大 きい プロ グラ ム の 部 分 を 主 記憶 
に 保持 する こと と に よっ て , 可能 な 実行 速度 を 最高 に する こと で ある . 記憶 管理 
方 策 は 三 つ の 副 方 策 か ら 成っ て いる [51, 52]. 


1. 取込み 時 選択 の 方 策 (fetch policy) は , ブロ ッ ク を 補助 記憶 か ら 主 記憶 へ 
前 も っ て 移し て お く の か , それ と も 必要 時 に 移す の か と いら と と を 決定 す 
2 の:。 

2. 格納 位置 選択 の 方 策 (placement policy) は , 主 記憶 上 まだ 割当 て られ て い 
な い 領域 の うち の ど と に, 新しく 来 た ブ ロッ ク を 置く か を 決定 する . 

3. 排除 ペー ジ 選 択 の 方 策 (replacement policy) は , 主 記憶 か ら ど の ブロ ッ ク 
を いつ 追い 出す か を 決定 する . 


図 1.4-1 は , 2 階層 の 記憶 シス テム の 構造 を 示し て いる . この 記憶 シス テム 
は ( 主 記憶 と 補助 記憶 と の 間 を 指定 し た ブロ ッ ク を 移動 させ る た め の ) 移 送 コ マ 
ンド (move command) を 用 意 し て お り , これ を 用 いて 三 つ の 副 方 策 を 実現 する 
こと が で きる . 最も 初期 の 計算 機 で は , プロ グラ マ は プロ グラ ム の 命令 や デー 
タ を ブロ ッ ク に 編成 し , 適当 な 移送 コマ ンド を その プロ グラ ム の 文中 に 挿入 す 
る こと に よっ て , 記憶 管理 の 問題 を 自分 自身 の 手 で 解決 し な けれ ば な ら な か っ 
た . この 手法 は , 記憶 管理 問題 に 対す る オー バレ イ 解 法 (overlay solution) と 
し て 知ら れ て いる . 

1950 年 代 後 半 以 来 の 高級 プロ グラ ミン グ 言 語 の 導入 に より , プロ グラ マ は ず 
っ と 複雑 な プロ グラ ム を 作成 で きる よう に な っ た が , プロ グラ ム が より 複雑 に 


ん / 


図 1.4-1 2 階層 記憶 シス テム 


な っ て くる の に つれ て , オー バレ イ 問 題 の 重要 度 も 大 きく な っ て きた . (Sayre 
は , オー ベ バレイ 間 題 の 解決 の た め に , プロ グラ ミン グ の 費用 の 25-40 が 必 
要 で ある と 評価 し た [53]). それ に よっ て , オー バレ イ 問 題 を 解決 する 自動 的 
な 手続 き の 探 求 が 動機 づけ られ た の で ある . 

オー バレ イ 問 題 を プロ グラ マ か ら 救 済 する 一 組 の 技法 は , プロ グラ ム の コン 
パイ ラ を 中 心 と し た も の で あっ た . これ ら の 技法 に 従う と , コンパ イラ は プロ 
グラ ム の 構造 を 解析 し て プ ブロッ ク に 編成 し し プロ グラ ム の 文中 に 適当 な 移送 ュ 
マン ド を 挿入 する . この 接近 法 に 対し て , 初期 に は 相当 関心 が 持た れ た の で あ 
る が , さら に 発展 する と いう こと と は な く , 関心 は 動 的 記憶 領域 割当 て (dynamic 
storage allocation) 技法 や 仮想 記憶 (virtual memory)! 技 法 に 転じ た . 1961 年 
の 記憶 割当 て に 関す る ACM シン ポジ ウム の 論文 集 [54] や 1966 年 の Rama- 
moorthy の 論文 [55] は , オー バレ イ 問 題 に 対し て ュ ン ペイ ラ が 作り 出す 解法 
(について, 大 変 良 くま と め ら れ て いる . Knuth は 動 的 な 記憶 領域 割当 て に 対 
する さま ざま の 重要 な 技法 に つい て 優れ た 議論 を 行っ て いる [56. pp, 435f]. 
本 書 で は , 記憶 管理 の た め の 仮 想 記憶 技法 の 解析 に 注意 の 焦点 を 合わ せる . 
これ は 次 の 三 つ の 理由 に よる . 第 一 に , 1969 年 に Sayre が , 仮想 記憶 技法 は オ 
ー バ レイ 技法 に 対し て 競争 力 が あり , 全体 の 費用 か ら み る と 潜在 的 に は 秀 れ て 
さえ いる と いう こと を 示す 重要 な 論文 を 発表 し た こと . 第 二 に , 仮想 記憶 技法 
は 実現 する 場合 の 単純 さか ら 大 い に 興 味 を ひく も の で あり , 広く 普及 する よう 
(に な っ て きた こと . 第 三 に , 仮想 記憶 の 技法 は 記憶 管理 に お ける 最も 挑戦 的 で 
興味 深く , か つ 一 般 的 な 問題 を 提供 し , その 解析 は , 動 的 な 記憶 割当 て の 手法 


† 訳注 最近 で は , virtual storage と いう 術語 が 使わ れる . 
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の 多く の 局面 に 適用 する こと が で きる こと . 

仮想 記憶 は , シミ ュ レ ー ト され た (また は 仮想 の ) 計算機 の 主 記憶 と 見 な すこ 
と が で きる . そし て , 番地 空間 (また は 名 前 空間 ), 記憶 空間 (また は 位置 空間 ) お 
よび 番地 写像 と いう 三 つ の 抽象 概念 で 記述 され る . タス ク の 番地 空間 (address 
SDace) は , プロ セッ サ が その タス ク を 実行 する と き に プロ セッ サ に よっ て 生成 
され 得る 番地 の 集合 で ある . 大 抵 の シス テム は 二 つ つ 以上 の 番地 空間 を 設定 で き 
る よう に 設計 され て いる (た と えば 多重 プロ グラ ミン グ ・ シ ステ ム ). ある タス 
ク の 情報 を , 他 の タス ク が これ に 到達 する こと か ら 保 護 す る こと が 望ま し いと 
き , 各々 の タス ク は 自分 用 の 番地 空間 を 持つ の が 普通 で あり , いく つか の タス 
ク が 情報 を 共有 し 得る こと が 望ま し いと き , それ ら は 同じ 番地 空間 を 共有 し て 
も 良い . シス テム の 記憶 空間 (memory space) は , 物理 的 な 存在 と し て の 主 記 
憶 内 の 記憶 位置 の 集合 で ある . 番地 写像 (address map) は 番地 空間 W か ら 記 
憶 空 間 47 の 中 へ の (部 分 ) 関 数 7: Wー47 で あり , も し 番地 z を 持つ の 項 
目 が , 与え られ た 時 点 に お いて 主 記憶 の 位置 ? に 薔 え られ て いる な ら ば げ (?) は 
その 時 点 で ヶ と 定義 され , そう で な いと き 7 パパ?) は 未定 義 で ある . 7(?) が 未定 
義 で ある よう な zz に 対し て プロ セッ サ に よる 参照 が 試み られ る と , 動作 例外 の 
条件 が 発生 し その タス ク へ の 割込み が 引 起 され る . 動作 例外 ハン ドラ は , この 
主 記憶 上 に 見 付か ら な い 項 目 が 主 記憶 上 に 置か れる よう に 手 筐 を 整え ( 他 の あ 
る 項目 は その 過程 で 主 記憶 か ら 押 し の けら れる か も 知れ な い ), 番地 写像 げ を 
更新 し , 中 断 し た タス ク を 再開 する . 

番地 写像 の 物理 的 な 解釈 を 図 1.4-2 に 示す . プロ セッ サ は W 内 の 番地 だ け 
を 生成 する . これ ら の 番地 は “写像 器 (mapper)” に 受取 られ , 写像 器 は 7 が 
記述 され て いる 表 を 調べ に 行く . も し も ゃ げ (?) が 定義 され て いて 9 に 等 し けれ 
ば 写像 器 は 4 に 番地 9 を 提示 する . そう で な けれ ぱ ば, 写像 器 は 適当 な 移送 ュ 
マン ド を 開始 し , ナ を 記述 し て いる 表 を 修正 し て お く . 

プロ セス が プロ セッ サ の 一 つの 抽象 概念 で ある よう に , 番地 空間 が 主 記憶 の 
一 つの 抽象 概念 で ある こと に 注意 する こと が 大 事 で ある . 番地 空間 を 十分 大 き 
くす る と , その 中 で は も は や オー ベレ イ を 行う 必要 が な いこ と を 保証 で きる か 
ら , オー バレ イ の 問題 は 解決 され る . さら に は, 故に つい て 前 も っ て 設定 
され た 諸 仮 定 に 依存 し な い の で , タス ク は 77 の 大 き さ の 如何 に か か わら ず 実 
行 で きる . 考察 され る べき 重要 な 解析 問題 の 中 に は , 取込み 時 , 格納 位置 お 
よび 排除 ペー ジ 選 択 の 各 方 策 の 選び 方 や 性 能 に 関す る 記憶 容量 の 影響 た ど が あ 
る . 仮想 記憶 シス テム に 対す る 動機 や 仮想 記憶 シス テム の 限界 に つい て の 完全 
な 議論 が Denning に よっ て 与え られ て いる [1, 52]. 


タク 7 


移送 コマ ンド 


図 1.4-2 仮想 記憶 シス テム 


1.4-3 に 示さ れる よう に , も し プロ セッ サ と 記憶 シス テム と の 間 の 通信 路 
を 監視 する と , タス ク が 番地 の 系 列 ,。 すなわち 番地 軌跡 (address trace)zizz… 
"(と こと で , 7 演 1 に 対し , WW は 時 刻 ! で 参照 され る 番地 で あり , 時 間 は 
参照 に 関し て は 離散 的 に 測定 され る ) を 生成 し て いる こと と が 観察 され よう . 
に 属す る 各 x ご と に 7f(z) を 記入 する よう な 表 げ は 耐え 難い 程 の 大 き さ に な る 
か ら , 1.2 節 で も 注意 し た よう に , 大 抵 の 仮想 記憶 用 の 補助 記憶 装置 は ブロ ッ 
ク 向 き で ある . ブロ ッ ク 向 き の 写 像 で は , 7 げ ⑥) は , 定義 され て いる な ら ば 7 
に お ける ブロ ッ ク 5 の 基底 (base) 番 地 を 表し て いる . と こと で , ある 番地 z は , 
? を 含む ブロ ッ ク の 番号 6 と 5 の 基底 に 対す る z の 相対 番地 の か ら 成 る 対 
(6, め ) に 変換 され る . 写像 器 は 47 に 提示 する た め に 9 ニ = テリ ⑦⑩) 十 ゅ を 計算 す 
る . ブロ ッ ク は 情報 の 割当 て と 転送 の 単位 で ある か ら , 番地 軌跡 (の 概念 ) 
は 解析 に 必要 な も の 以上 に 詳し 過ぎ る . そこ で , 番地 z, を 含む ブロ ッ ク を 7 
と する と き , タス ク の 参照 列 (reference string)7r72 … 7 … , 71, が 定義 さ 
れる . 記憶 管理 方 策 の 解析 で は , プロ グラ ム の 振舞 の モデ ル の 基礎 と し て , こ 
の 参照 列 を 用 いる . 


図 1.4-3 番地 軌跡 
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1.4 記憶 領域 管理 
記憶 管理 に つい て の 全て の 結果 は , ペー ジン グ (paging), すなわち 全て の ブ 
ロッ ク が 同じ 大 き さ に 揃っ て いる 場合 に つい て 示さ れ て いる . 各 ペ ー ジ が ? ヵ 語 
か ら 成 っ て いる な ら , W の 番地 z に 対応 する (ブロ ッ ク , 番号 ) 対 は , 


(6, め ) = ( 全 | zmod?) 


で 与え られ る . ここ で [z/ ヵ ] は , z/p を 越え な い 最大 の 整数 を 表し , zmod? ヵ 
は の を 法 と する z の 剰余 を 表す . 大 抵 の 計算 機 で は , 番地 計算 は , 2 進 の 算術 
演算 お よび ある 9>0 に 対し て ヵ ー ニ 2? で ある こと と を 用 いて 行わ れ , その 結果 
> か ら の (5 め ) の 計算 は 自明 と な っ て いる ( 図 1.4-4). 我々 は ペー ジ 化 され た 
記憶 シス テム を 仮定 し て いる か ら , 参照 列 は ペー ジ 番 号 の 系 列 と な る . ペー ジ 
ング に 限定 する こと は 明らか に 解析 の 一 般 性 を いく ら か 犠牲 に する . それ に も 
か か わら ず , ブロ ッ ク の 大 き さ の 確率 分 布 を 与え を て ブロ ッ ク の 大 き さ を 可変 に 
し て 解析 を や り 直 し た と し て も , 多く の 結果 は 大 し て 変っ た も の に は な ら な い 
と いう こと と が 分 る で あろ う . 

全て の 仮想 記憶 シス テム は 1960 年 以前 に Atlas 計算 機 で 使わ れ た “1 階層 
記憶 1(one-level store)” [57] か ら 派 生 し た も の で あり , この Atlas は ペー ジン 
グ の 計算 機 で あっ た の で ある . ペ ー ジ ング の 技法 は 今や 広く 使わ れ て お り , 必要 
時 ペー ジン グ (demand paging) の 技法 (この 場合 取込み 時 選択 の 方 策 は 純粋 に 
必要 時 の も の で ある ) は 実現 が 非常 に 簡単 で や る こと か ら 特 に そう で ある [521. 


プロ セツ サ 


1.4-4 ペー ジン グ に お ける 番地 の 形成 


† 訳注 Atlas の ハー ドウ ェ ア は 磁 心 記憶 と 磁気 ドラ ム の 2 階層 に な っ て いる が , 利用 者 ブ プログ 
ラム か ら 見 れ ば 1 階層 こ な っ て いる と いう 5 意味 で ある . 


と の 】 


第 1 章 序 論 
ブロ ッ ク の 大 き さ が 可変 で ある 場合 の 仮想 記憶 の 技法 (セグ メン テー ショ ン 
(segmentation) 方 式 と し て 知ら れ て いる ) は , いく つか の 計算 機 ,。 と り わ け 
Burroughs 社 の B5000 や それ に 続く シリ ー ズ で 成功 神 に 使わ れ て き て いる . 
セグ メン テー ショ ン と ペー ジン グ の 組合 わせ は Dennis の 有名 な 論文 [58] に 
記さ れ て いる よう に , ほん の いく つか の 計算 機 ,。 と くに Multics [59] で 実現 
され て いる . これ ら の 三 つ の 技法 一 一 ペー ジン グ , セグ メン テー ショ ン , その 
両 ガ ーー の 比較 は Denning に よっ て 与え られ て いる [52]. 

仮想 記憶 を 実現 する と き は 大 抵 , タス ク の 写像 表 を 主 記憶 に 甘 え る . し た が 
っ て 名 前 空間 の 番地 か ら 記 憶 位置 を 計算 する の に , 写像 表 を 調べ に 行く 必要 
か ら 2 倍 な た いし それ 以上 (番地 写像 を 構成 する 表 の レベ ル の 数 に 依存 する ) の 潜 
在 的 な 速度 の 低下 が ある . それ ゆえ , 大 抵 の 仮想 記憶 の 写像 器 に は , 最も 最近 
使わ れ た 写像 表 の 項目 を 含む , 小さ な 連想 記憶 (associative memory) が 組 込 
まれ て いる . 番地 の 形成 に 際 し て , 与え られ た 番地 z は 上 述 の よう に 対 (⑥⑰, め ) 
に 変換 され る . も し ある 連想 記憶 用 レジ スタ が 項 (⑥⑰ 7⑰) を 内 容 と し て 持っ て 
いる と , 記憶 番地 ニナ げ ⑦⑥ 十 め は , 表す へ の 余分 な 到達 な し に 直ちに 計算 す 
る こと が で きる . (も ちろ ん , も し その よ ょ うな 項 が 連想 記憶 内 に な けれ ば げ 
へ の 余分 な 到達 が 必要 と な ろう .) Schroeder は , 3 階層 の 写像 表 を 用 いて い 
る Multics で は , 16 モル の 連想 記憶 を 用 いる と, 全て の 写像 表 の 項 が 0 時 間 で 
到達 で きる 場合 と 比べ た 速度 の 低下 は , 3.5% を 越え を な いと いう こと を 報告 し 
て いる [60]. この よう に , 仮想 記憶 の 性 能 は , 取込み 時 , 格納 位置 と 排除 ペー 
ジ 選 択 の 3 方策 に よっ て 左右 され る の で あっ て , 写像 の 機構 に よっ て で は な い 
と いら うら こと が 分 る . 


1.4.1 補助 記憶 と 緩衝 記憶 の 問題 

第 5 章 で は 補助 記憶 に つい て いく つか の 重要 な 問題 を 取扱 ?. 大 抵 の 補助 記 
憶 装 置 の 到達 時 間 は , シス テム 内 の 他 の 記憶 装置 の 到達 時 間 よ りゃ 相当 に 長い 
か ら , これ ら の 装置 が か シス テム 内 の 還 連 点 に な る 傾向 か ある . したがって, これ 
ら の 装置 を 管理 する 場合 の 方 針 は , 主として それ ら の 処理 率 (throughput, 単 
位 時 間 当り の 仕事 の 処理 量 ) を 最大 に す る こ と に 関係 し て いる . 本 書 で は これ 
ら の 問題 を , その 解析 の 手法 が 第 4 章 で 開発 し た 確率 モデ ル の 直接 の 応用 で あ 
る と と か ら , 主 記憶 管理 の 問題 より も 先 に 取扱 う . 

第 5 章 で 考え る 最初 の 問題 は ペー ジン グ ・ ド ラム ( 図 1.2-2 参照 ) の 解析 で あ 
る が , この ドラ ム は ペー ジ 化 され た 記憶 シス テム で は 広く 使わ れ て いる . も し , 
ドラ ム 使 用 の 要求 が セク タ ご と の 待ち 行列 に 区 分 され て お り , か つ , ドラ ム 
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が , ヘッ ド の 下 を 通過 し て いる セク タ に 対応 し て いる 待ち 行列 の 先頭 の 要求 に 
対し て サー ビス を する な ら ば , その ドラ ム は 最短 到達 時 間 順 (shortest-access- 
time-frst, SATF) 方 策 に 従っ て 振舞 うと と に な ろう . SATT 方 策 は , 総計 
の 累積 回 転 待ち 時 間 を 最小 に する か ら , ドラ ム の 処理 率 を 最大 に する と いら 5 意 
味 で 最適 で ある . 実際 , セク タ 数 % の ペー ジン グ ・ ド ラム は , 全て の 要求 に 
対し て 一 本 の FTFO 型 待ち 行列 を 用 いる ドラ ム ・ シ ステ ム よ り も る も, お お よそ 
2/2 倍 も 大 きい 処理 率 を 持つ . ペー ジン グ ・ ド ラム は , 1960 年 代 の 初期 か ら 商 
業 的 に 利用 可能 で あっ た が , それ を 解析 する 最初 の 試み は , 1960 年 代 中 葉 ま で 
完成 し な か っ た . Denning は それ を 1965 年 に [61], Weingarten は 1966 年 に 
[62] 論じ , Coffman は 1969 年 に その 振舞 に つい て の 完全 な 解析 を 初め て 示し 
た [631. それ に 続く 1969 年 の Abate と Dubner [64], 1971 年 の Burge と 
Konheim [65], 1971 年 の Greenberg [66], 1972 年 の Denning [67] 達 の 研 
究 は , この ドラ ム ・ シ ステ ム に つい て 分 り 易 い 知識 を 与え て くれ だ. 

可動 アー ム ・ デ ィ ス ク ( 図 1.2-4 参照 ) の 振舞 を 解析 する 試み は 余り 成功 し た 
よう に は 見 えな い . 問題 は SATFE スケ ジュ ー リ ング 方 策 一 一 実際 は 最短 探索 
時 間 順 (shortest-seek-time-first, SSTEF) 方 策 に な る が 一 一 で は , 一 番 内 側 の 
シリ ンダ や ー 番 外側 の シリ ンダ へ の 要求 を 冷遇 し が ち に な る と と で ある . 全体 
で みた 処理 率 は 最大 に な る か も 知れ な い が , 内 側 や 外側 の シリ ンダ に 対す る 要 
求 は 余り に も 貧弱 な サー ビス し か 受け られ な い の で シス テム 全体 (その ディ ス 
ク 装 置 は に の シス テム の 構成 要素 で ある ) の 性 能 は , ひ どく 悪く な る . 1967 年 に 
Denning は SCAN と 呼ば れる アー ム 制 御 の 方 策 を 提案 し た [681 が , これ は 与 
えら れ た アー ム の 移動 方 向 に つい て SSTTF 方 策 を 使う 9 よう に する も の で , ア 
ー ム は 与え られ た 方 向 の 前 方 に は 要求 か も は や な く な る まで , 移動 方 向 を 反転 
する こと を 許さ れ な い . この 方 策 は , SSTT 方 策 と , 差別 待遇 の な い ( し か し 
低い 処理 率 の )FIFO 方 策 と の 間 の 現実 的 な 折 東 案 と な っ て いる . 第 5 章 に は , 
その 解析 が 記さ れ て いる . その 他 の 解析 と し て , 1966 年 の Seaman 等 に よる 
も の [69] や ,。 ディ スク ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 既知 の 方 策 に つい て の 広範 囲 の 
研究 で ある 1972 年 の Teorey と Pinkerton に よる も の [70] も 記さ れ て いる . 
彼 等 の 結果 は , SCAN が うま く 振 舞う とこ と を 示し て いる . さら に , 一 つの 方 
策 で , 負荷 条件 の 全 範囲 に わた っ て 適合 する よう な も の は な いこ と も 示し て い 
る . 
補助 記憶 や 入出 力 装 置 (遠隔 地 の も の も そう で な いも の も ) と 主 記憶 と の 間 の 
転送 は 全て 緩衝 記憶 を 使う か ら , それ に 関連 し た ある 種 の 緩衝 記憶 の 問題 の 解 
析 も 行っ て いる . その 結果 は , 各 プ ロ セ ス に 一 つ ず つ 別 々 の 緩衝 記憶 を 持た せ 
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る より も ゃ , 緩衝 記憶 を 共用 化し た 方 が (記憶 媒体 の 利用 度 に 関し て は ) か な り 効 
率 が 良く な る と と を 示し て いる . 共用 化 さ れ た 緩衝 記憶 に 対し て さら に 解析 し 
入出 力 プ メロ セス の パラ メー タ と 要求 され る 緩衝 記憶 の 大 き さ の 分 布 か ら , 緩衝 
記憶 の 占有 や 溢れ の 確率 を 与え て いる . 主 記憶 は 多重 プロ グラ ミン グ の 下 で は 
(共有 化 さ れ た ) 緩 衝 記 憶 と 見 な すこ と が で きる か ら , これ ら の 結果 は 多重 プロ 
グラ ミン グ 下 の 記憶 管理 の 問題 に 直ちに 応用 で きる . 緩衝 記憶 の 問題 に つい て 
の 最も 初期 の 解析 の 中 に , 可変 長 の メッ セー ジ が 何 個 か の 固定 長 の ブロ ッ ク を 
使っ て 蓄え られ る 場合 に 緩衝 記憶 領域 と し て 最適 の セル の 大 き さ を 論じ た 1965 
年 の Wolman の 研究 が ある [71]. これ ら の 結果 は , 可変 長 の セグ メン ト や フ 
ァイル が ペー ジ の 集合 と し て 蓄え られ な けれ ば な ら た な い 場 合 の ペー ジ の 大 き さ 
の 最適 化 問題 に ある 程度 まで 適用 で きる . 共有 化し た 緩衝 領域 と 専用 緩衝 領域 
と の 比較 に つい て の 初期 の 研究 と し て は 1968 年 の Denning に よる も の が ある 
[72]. 最も 重要 な 研究 は 1971 年 に Gaver と Lewis に よっ て 行わ れ て いる 
が [73], これ が 本 書 で この 問題 を 取扱 2 動機 と な っ た の で ある . 1972 年 , 
Coffman と Ryan は 同様 の 手法 を 多重 プロ グラ ミン グ に 応用 し た [74]. 

これ まで に た 扱っ た 全て の 待ち 行列 モデ ル と 確率 モデ ル は , 環境 と し て の 役割 
を 果して いる 外界 の 計算 機 シ ステ ム の 振舞 に は 無関係 に , 特定 の り サ ブン ステ ム 
の 振舞 に 対す る 洞察 を 与え る. これ ら の モデ ル は それ ぞ れ 幅 較 点 が 一 つ , す な 
わ ち 一 つの 扱い 者 (サー バ , server) を 含ん だ も の で ある . これ ら の モデ ル で 
は , 普通 は 多く の 幅 連 点 を 含む 計算 機 シ ステ ム 全 体 の 振舞 は 予測 し か ね る . こ 
の た め , Jackson [75] や , Gordon と Newell [76] に よる 重要 な 結果 を 記し 
て お いた が , これ は ネッ トワ ー ク 内 の 各 扱 い 者 の サー ビス 時 間 が 指数 分 布 に 従 
っ て お り , か つ ネ ットワーク 内 で 活動 中 の タス ク の 総数 が 一 定 で ある と いう 仮 
定 の 下 に , 任意 の 閉じ た ネッ トワ ー ク の 解析 を 考察 し た も の で ある . これ ら の 
結果 は , 将来 特別 に 重要 な 意味 を も つよ うに な る と 信じ て いる が 1971 年 以来 
の Baskett [77, 78] や Kimbleton と Moore [78, 80] に よる 研究 で は , 各 扱 
い 者 が 同じ 平均 サー ビス 時 間 を 持つ よう な 指数 的 扱い 者 で 置換 えら れ た 待ち 行 
列 ネ ットワーク は , も と の ( 実 世界 の ) シス テム の 振舞 を 意外 な 程 良い 近似 度 で 
予測 する こと を 示し て いる . これ ら の 結果 は , シス テム 内 の 個々 の 扱い 者 の 詳 
細 な 振舞 より も むし ろ モ デル が 本 当 の シス テム の 構造 を 反映 する こと の 方 が 遥 
か に 重要 で ある と いう こと を 示唆 し て いる . 終り に , 1971 年 の Buzen の 研究 
[81] や Chandy の 最近 の 研究 [107] は , その よう な ネッ トワ ー ク 内 の 流れ を 
最適 化す る 問題 と し て 資源 の 割当 て を 論じ し た も の で ある が , 一 般 の 資源 割当 て 
問題 へ の 有益 な 洞 寄 を も た ら す こと と を 約束 し て いる と いえ ぇ えよ 5. 
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1.4.2 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 

第 6 章 で は 主 記憶 管理 の 問題 に 注意 を 向け る が , この 問題 は 通常 は プロ グラ 
ム の 最大 実行 速度 に 関連 し て いる . ペー ジン グ に 注意 を 限る と, 格納 位置 選択 
の 方 策 が 性 能 に 及ぼ す 効 果 を 無視 で き て 解析 を 簡単 化 で きる . さら に 注意 の 大 
部 分 を 必要 時 ペー ジン グ に 限る と , 取込み 時 選択 の 方 策 が 性 能 に 及ぼ す 効 果 も 
無視 で きる (これ ら の 二 つ の 制限 の 下 で は , 記憶 管理 方 策 の 性 能 は 排除 ペー ジ 
選択 の 方 策 に 支配 され る ). ペー ジン グ , 特に 必要 時 ペー ジン グ は 広く 使わ れ 
て いる し , 可変 長 ブ ロッ ク に 迎合 し た 解析 を 行っ た と し て も 多く の 結果 は 質 的 
に は 変り か が ない ので , これ ら の 制限 は 必ず し ゃ 厳し いも ゃ の で は な い . 

第 6 章 の 結果 は , ペー ジ 枠 が zz 個 あ る 記憶 上 に お いて 必要 時 ペー ジン グ で 
動作 する % ペー ジ の (参照 列 で 記述 され た ) プ ログ ラム が 一 つ だ け 動 作 する 場 
合 を 扱っ た も の で ある (1 くく 2). ペー ジ の 大 き さ や ペー ジ 間 の 情報 の 分 布 に 
つい て の 論点 は この 間 題 の 中 で 示さ れ て いる . 多重 プロ グラ ミン グ お よび プロ 
グラ ム に 可変 量 の 空間 を 割当 て る こと に 関連 し た 問題 は 第 7 章 に 譲る . 

ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 振舞 の 二 つ の 局面 が 第 6 章 で 論じ し られ る . 第 1 
の 局面 は , 最適 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 問題 と 最適 の 排除 ペー ジ 選 択 の 原 
理 で ある . 費用 関数 と は ある プロ グラ ム の 実行 の 過程 を 通じ て ( 主 ) 記 憶 に 移さ 
れる ペー ジ 数 で ある と 評価 する も の と すれ ば , あら ゆる ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ 
ズム は 必要 時 ペー ジン グ に 変換 する こと に よっ て 改善 され る と いう と と が 示さ 
れる . と の 結果 は , Mattson 等 が 1970 年 の 良く 知ら れ た 論文 [82] で 明らか 
に し た も の で ある . ペー ジン グ の 方 策 で プロ グラ ム の 参照 列 を 先読み する こと 
が 許さ れる 場合 は , 最適 な 必要 時 ペー ジン グ 方 策 は 最も 長い 間 再 使用 され な い 
ペー ジ を 排除 する と いう こと も 示さ れる . こ の 方 策 は 1966 年 に Belady [88] に 
よっ て MIN アル ゴリ ズム と し て 提案 され た が , それ が 最適 で ある こと の 証明 
は 1970 年 に Mattson 等 [82] と Aho 等 [831 に よっ て 独立 に 示さ れ た (この ア 
ル ゴ リ ズム の 動作 原理 は , 1966 年 に Horwitz 等 [85] が 提案 し た イン デック ス ・ 
レジ スタ の 割当 て アル ゴリ ズム に 良く 似 て いる ). ペー ジン グ の 方 策 が 将来 の 先 
読み を 許さ れ て いな いと き , “最も 長い 間 , 再 使用 され る こと が 期待 され な い 
ペー ジ を 排除 する ” と いう 規則 は 良い 発見 的 手法 で あり , ペー ジ 参 照 列 が 独立 
し た 確率 変数 の 定常 的 な 系 列 と し て 扱わ れる 独立 参照 モデ ル (independent- 
reference model) [84] や いわ ゆる LRU- ス タッ ク ・ モ デル (LRU-stack 
model) [74, 82, 86] の よう に , こと の 規則 が 最適 な 方 策 を 生 ぜ こと が 知ら れ て い 
る 場合 も ある . 

第 6 章 で 扱わ れる 第 2 の 局面 は , 必要 時 ペー ジン グ の アル ゴリ ズム と 等 価 な 
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二 つ の 重要 な クラ ス で ある 優先 権 ア ル ゴ リ ズム (priority algorithm) と スタ ッ 
ク ・ ア ル ゴ リ ズム (stack algorithm) の 振舞 に 関す る も の で ある . これ ら の ア 
ル ゴ リ ズム は 1970 年 に Mattson 等 [IS2] に よっ て 提案 され た だ た. 実用 上 興味 の 
ある 大 抵 の ペー ジン グ 方 策 は , 規則 が “与え られ た 優先 権 リ スト に 従っ て 最低 
の 優先 権 の ペー ジ を 排除 する ” と いう 方 策 を 含む スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で あ 
る . これ ら の アル ゴリ ズム が 重要 で ある の は , これ ら の 振舞 が 良性 の ( す な わ 
ち , 変則 的 な と と が な い ) こ と と 解析 が 比較 的 し 易い こと に よる . 与え られ た 
大 き さ の ( 主 ) 記 憶 で 」 スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム に よっ て 生成 され た (取込み 

排除 ) の 対 の 系 列 だ けが 与え られ た と き , 任意 に 大 きい ( 主 ) 記 憶 で の (取込み , 

排除 ) の 対 の 系 列 を 予測 する こと が で きる と いう こと も 示さ れる . これ は 拡張 
問題 (extension problem) と し て 知ら れ て お り , Coffiman と Randell に よっ て 
1971 年 に 初め て 考察 され た [87] . 


1.4.3 プロ グラ ム の 振舞 と 多重 プロ グラ ミン グ 

第 7 章 に は 多重 プロ グラ ミン グ 下 の 記憶 シス テム に お ける 最適 な 記憶 管理 に 
関連 し た 解析 が 示さ れ て いる . 第 6 章 の 解析 の 多く に つい て は , 多重 プロ グラ 
ミン グ へ と 拡張 で きる 自然 な 方 法 が な い . その 主 な 理由 は , 多重 プロ グラ ミン 
グ の 戦略 は 参照 列 と 振舞 に つい て の 確率 的 な 仮定 に 対し て の み 影 響 を 与え る よ 
うに 樹 て られ る の に 対し て , 第 6 章 の 解析 は 与え られ た 参照 列 に 対す る 与え ら 
れ た ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 振舞 を 取扱 っ て いる こと に よる . 

プロ グラ ム の 振舞 の 基本 的 な 性 質 と し て の 局所 性 (1ocality) を 考え る . 任意 
の 時 間 間 隔 の 間 , プロ グラ ム の ペー ジ の 参照 の され 方 が 一 様 で な く , か つ ペ ー 
ジ の 参照 の 密度 が 時 間 と 共に 徐々 に し か 変化 し な いと き , 参照 列 は この 性 質 を 
満た す . 過去 の 参照 の バター ン に 基づい て 将来 の 参照 の ペタ ー ン を 予測 する こ 
と は , ペー ジ の 参照 に つい て 強い 局所 性 を 示す プロ グラ ム 程 , 確か な も の に な 
る こと と は 明らか で ある . 局所 性 の 性 質 は 長い 間 プ ログ ラミ ング の 際 に 観察 され 
て きた が , この 人 性質 は , 問題 の 他 の 部 分 に 注意 を 切換 える 前 に , し ば らく の 間 
は 大 き な 問 題 の 小さ な 部 分 に 注意 を 集中 する と いう , プロ グラ マ の 自然 な 傾向 
に よる ゃ も の と 思わ れる . この 性 質 は また , プロ グラ ム の 振舞 こつ いて の 経験 的 
な 研究 で も 一 貫 し て 観察 され て いる が , 最も 良く 知ら れ て いる 研究 と し て , 
1966 年 の Fine 等 [8S8] , 1966 年 の Belady [83], 1968 年 の Coffman と Varian 
[89], 1970 年 の Kuck と Lawrie [90] に よる も の が ある . 1968 年 と 1970 年 
の Brawn と Gustavson に よる 一 対 の 研究 [91, 92】 で は , ペー ジン グ の 仕組 
み は , ブ プログ ラマ が ほん の わずか な 努力 を する だ け で , 最も 注意 深く 設計 され 
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1.4 記憶 領域 管理 
た 手作り の オー バレ イ の 仕組 み と 性 能 上 , 比肩 で きる 程 著 し く プ ログ ラム の 局 
所 性 を 改善 で きる こと を 立証 し た が , この 結論 は 1969 年 に Sayre に よっ て 確 
証 され 強調 され た [531. 局所 性 に 従っ た プロ グラ ム の 性 質 を 論じ し た その 他 の 研 
究 に は , Belady と Kuehner に よる 1969 年 の 空間 の 動 的 な 共有 を 扱っ た も の 
[93], McKellar と Coffman に よる 局所 性 を で きる だ け 高 め る た め の 配 列 の 
構成 と 配列 操作 の 手続 き に 関す る 解説 [94] や , 局所 性 を 高く する た め に ュー 
ド を ペー ジ 間 に 配分 する 方 法 を 示し た Kernighan の 1970 年 の 解析 [95] な ど 
が ある . 
任意 に 与え られ た 時 点 に お いて , タス ク の 処理 効率 が 指定 され た 水準 以上 に 

な る こと と を 保証 する た め に 主 記憶 内 に な けれ ば な ら な いよ うな ペー ジ の 最小 の 
部 分 集合 を , その タス ク の 作業 集合 (working set) と 定義 で きる . ある タス ク 
の 作業 集合 一 一 過去 に 向け て , 後方 に 開か れ た 与え られ た 大 き さ の 窓 に 観察 さ 
れ た ペー ジ の 集合 と し て 一 一 を 測定 する 実際 的 な 手法 は 1968 年 の Denning 
の 論文 で 提案 きれ た [96]1. ある タス ク の 近い 将来 の 記憶 の 雪 要 を 予測 する 道 
具 と し て この 測定 法 が 有効 で ある の は 局所 性 に よる . すなわち , ある 与え られ 
た 時 点 の 作業 集合 内 の どの ペー ジ も , 近い 将来 も 多分 その まま 作業 集合 内 に 留 
まっ て いる か ら で あ る . 記憶 管理 の 作業 集合 原理 (working set principle) は , 
タス ク は その 作業 集合 が 主 記憶 内 に 存在 する と きのみ “処理 可能 ” で ある と い 
われ る こと を 主張 し て いる . この 原理 の 有効 さ は , Multics, IBM の TSS/360 
[97], PDP-10 を 使っ た BBN の TENEX シス テム [98] や RCA の Spectra 
70/46 [99, 100] な どの シス テム で 実際 に 証明 され て いる . この 原理 は , スラ 
ッ シ ン グ (thrashing) (すなわち , 作業 集合 (の 大 き さ ) に 比べ て 割当 て られ た 主 
記憶 が 少な 過ぎ る こと と が 誘因 と な っ て ペー ジ の 入 換え が 頻発 し , 性 能 が 極度 に 
低下 する 現象 ) の 問題 を 制御 する た め に 示さ れ て きた [52, 101]. 第 7 章 に は , 
局所 性 を モデ ル 化 する 手法 や , 局所 性 を 持つ 参照 列 に 対す る 作業 集合 モデ ル の 
解析 を 記す . その 解析 の 結果 と し て , 作業 集合 の 大 き さ , ペー ジン グ ( 入 出力 ) 
が 生じ る 割合 , ペー ジ が 参照 され る 時 間 間 隔 の 分 布 と 最終 参照 時 刻 順 (least- 
recently used, LRU) の ペー ジン グ ダ 技 法 を 用 いた 作業 集合 の 記憶 管理 を 実現 す 
る 方 法 と の 関係 に 関す る も る の が ある . これ ら の 解析 は , Denning と Schwartz 
(に よっ て 1972 年 に 報告 され た 研究 [102] の 道筋 に 沿っ た も の で, その 結果 は 
1972 年 に Rodriguez-Rosell に よっ て 確証 され て いる [103]. 1972 年 , Den- 
ning 等 は 局所 性 を 具体 的 に 表現 する プロ グラ ム の モデ ル を 仮定 し , こと の モデ 
ル に 対し て 作業 集合 モデ ル が 最適 に 近い 記憶 管理 の 戦略 に な っ て いる こと と を 証 
明 し た [861]. 
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局所 性 の 仮定 を お く と , タス ク の 作業 集合 の 大 き さ は 正規 分 布 に な る 傾向 が 
ある こと を 証明 で きる . 局所 性 に 従う それ ら の タス ク に 対し て この こと は 重要 
な 結果 で ある . な ぜ な らい ば, 正規 過程 に 関す る 膨大 な 文献 が 記憶 管理 の 研究 に 
応用 で きる こと を 意味 する か ら で あ る (タス ク の 記憶 領域 に 対す る 需要 は 正規 
過程 で ある と 考え られ て いる ). この 結果 は Denning と Schwartz に よっ て 報 
告 さ れ [102], CofEman と Ryan の 実験 [74] と 一 致し て いる . Rodriguez- 
Rossel は 局所 性 に 従わ な い プ ログ ラム の 例 を 示し , それ ら の 作業 集合 は , 正規 
過程 に な る 傾向 が な いこ と を も ゃ 示し た HH031. 

タス ク 7 の:(? 王 1 2, …, %) の 番地 空間 を 単 一 の 記憶 空間 4 の 中 へ 写像 し た 
いも ゃ の と 仮定 する . 固定 分 割 (fxed-partition) の 戦略 に 従う と , 各 タ スク 旨 
は 7 の 静 的 分 割り の 1 ブロック を 割当 て られ , ある ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 
が , 任意 に 与え られ た 時 点 で その 番地 空間 の どの 部 分 集合 が その ブロ ッ ク に 入 
る か を 決定 する . 可変 分 割 (variable-partition) の 戦略 に 従う と , 各 タ スク の 
は , 与え られ た 時 点 で , その 時 の 作業 集合 を 保持 する に 足る 量 の 空間 を 割当 て 
られ る . 第 5 章 の 緩衝 記憶 の 解析 を 一 部 変更 する と , 時 間 の 関数 と し て の タス 
ク の 作業 集合 が 正規 過程 で ある と いう 仮定 の 下 に , 溢れ の 確率 (overHow prob- 
ability) と , 溢れ の 総量 の 期待 値 (expected total amount of overHow) と い 
う 尺度 に 関し て は 上 の 二 つ の 戦略 の 性 能 を 比較 する こと が で きる . 典型 的 な 
パラメータ の 値 に 対し , 可変 分 割 の 戦略 (作業 集合 原理 ) の 方 が 決定 的 に 優れ て 
いる . と これら の 結果 は 1972 年 に Coffman と Ryan が 示し た 結果 [74] か ら 導 
か れる . 
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並行 プロ セス の 制御 


男 


2.1 は じ め に 


並行 的 に 実行 し つつ ある プロ グラ ム は , 資源 が 不適 切 に 共有 され て いた り プ 
ロ セス 間 の 結果 (信号 ) の 通信 が 不 完全 で あっ た りす る と , 数 々 の 望ま し く な い 
あり 方 で 相互 に 干渉 する . 一 般 的 に いえ ば , この 問題 は いつ も , タイ ミン グ の 
問題 で ある . し た が っ て , これ に 対応 し て 生ずる 動作 の 不 首尾 は , 情報 が 正 し 
く 使わ れる 前 に 書き 直さ れ た り , 休止 状態 に ある べき プロ セス が 実行 され た 
り , 二 つ の プロ セス が 互い に 相手 の 進行 を 待つ “お先に どう ぞ (after-you, 
after-you)” 式 の ルー プ に は まり 込む 等 々 の 形 に な っ て 現れ る . 

本 章 で は 順序 制御 の 四 つ の 問題 で ある 決定 性 , 閉鎖 , 相互 排除 お よび 同期 の 
問題 を 見 極め よう . これ ら の 問題 に つい て 述べ る 前 に , それ を 研究 する た め の 
枠組 を 与え る 基本 的 な 定義 を 示す . まず 最初 に , 十分 に 一 般 性 の ある プロ セス 
(process) の 定義 と プロ セス が 発生 する 機構 が 必要 で ある . 

タス ク (task) は , 本 章 と 次 章 の 順序 付け の 問題 (sequencing problem) に お 
ける 計算 活動 の 単位 を 構成 する . タス ク は その 対外 部 的 な 振舞 。 た と えば , 
それ が 要求 する 入力 や 生成 する 出力 , その 作用 また は 機能 と か 実行 時 間 な どの 
み に よ っ て 規定 され る . タス ク の 内 部 操作 は 何 も 規定 され な いし , 議論 する 関 
心 も な い . 一 つの タス ク に 付随 し て , 開始 (Ginitiation) と 終了 (termination) と い 
ぅ 二 つ の 事象 が ある . 77 が タス ク で ある と き , 7 の 開始 を 7, 7 の 終了 を 婦 と 
書く (上 線 は 仕事 の 開始 を , 下線 は 仕事 の 終了 を 示唆 する の に 使わ れ て いる ). 
ある 事象 の 発生 し た 時 刻 を 7(・) で 表す も の と し , (7) 一 4⑦) は , 7 が 必要 と 
する 全て の 資源 が 利用 可能 で ある 限り , 正 か つ 有 限 で ある と 仮定 する . 

次 に , 与え られ た ? 個 の タス ク の 開始 お よび 終了 事象 の 系 列 を 考え る . こ 
れ か ら 展 開 す る 理論 で は , 任意 に 与え られ た タス ク が 行う 特定 の どの よう な 操 
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作 も 仮定 し な い . すなわち , タス ク は 解釈 な し (uninterpreted) で ある (タス ク 
は , た と えば , 一 つの ジョブ で も , 一 つの プロ グラ ム で も , また 一 つの 命令 で 
あっ て も よい ). し た が っ て 本 章 の 結果 は , 本 節 で 述べ る 諸 定 義 と 矛盾 し な い ど 
の よう な (解釈 あり の ) タ スク ・ シ ステ ム に 対し て も 適用 で きる . 解釈 な し の タ 
スク ・ シ ステ ム を 研究 する も う 一 つの 目的 は , 得 ら れる 結果 が それ ら の タス ク 
が 果す 特定 の 機能 に 関す る も る の で は な く , 任意 の 一 群 の タス ク に 対す る 制御 と 
順序 付け に 関す る も の で ある と いう 点 を 強調 する こと で ある . 

タス ク を 遂行 する 物理 的 な シス テム に は , 考察 の 対象 で ある シス テム 内 部 の 
態勢 (configurations) を 表す 状態 の 集合 S が 対応 する . シス テム の 状態 を 定義 
する た め に , シス テム は いく つか の 資源 (resource) に 分 割 さ れ て お り , この 分 
割 と 資源 の 明確 な 定義 は 考察 中 の 問題 に 依存 し て な され る と 考え れ ば 都合 が よ 
い . し か し , 一 般 に 資源 と いう も の は ある 機能 を 遂行 する た め に タス ク に よっ 
て 使わ れる 任意 の (必ず し も 物理 的 で ある と は 限ら ちら ない) 装置 で あっ て よい . し 
た が っ て 資源 に は , 制御 装置 や 入出 力 装 置 ( チ テー プ や ディ スク の 駅 動 装 置 , チ 
ャ ネル , カー ド 読 取 装 置 な ど ), プロ セッ サ , 記憶 媒体 ( 磁 心 , ドラ ム , ディ ス 
ク , テー プ な ど ) の 外 に , プロ グラ ム , 手続 き , データ ファ イル な ども ゃ も ある. 同 
時 に , シス テム の 状態 の 解釈 と 定義 は , 当面 問題 に し て いる 特定 の シン ステ ム だ 
け で な く , それ に 関連 し た 並列 計算 の モデ ル の 研究 に お ける 独特 の 目的 を も 反 
映す る こと に な る . シス テム の 能力 と 同様 に タス ク の 機能 も また , タス ク の 開 
始 と 終了 の 事象 に 対し て 定義 され た 許容 可能 な 状態 遷移 s つ (s, どき ) の 集合 
に よっ て 明確 に 示さ れる こと に な る . 

上 記 の 用 語 に お いて 開始 の 事象 は , 1) 資源 の 獲得 また は 割当 て , 2) 資 源 の 状 
態 の 初期 化 , 3) 入力 値 の 読込 み を 反映 する 状態 遷移 に 対応 し て いる . 終了 の 事 
象 は , 1) 資源 の 解放 また は 使用 の 中 止 ,2) 出力 値 の 書 出し を 反映 する 状態 想 移 
に 対応 し , また , 3) 値 や 内 部 状態 が 資源 に 付随 し て いる 場合 に は 資源 (レジ ス 
タ や ペー ジ 枠 な ど ) の 状態 を “退避 する こと ” に も 対応 し 得る . これ ら の 準備 
の 下 で , タス ク の 実行 が 並列 に 行わ れる よう な 計算 の モデ ル の 定義 に 移ら う . 

本 = {7 …, 罰 ]】 を タス ク の 集合 と し , く を 避 の 上 の 半 順 序 (先行 後続 関 
係 , 以下 単に 先行 関係 と いう) と する . 対 C= (, く <) を タス ク ・ シ ステ ム 
(task system) と 呼ぶ . 半 順 序 は 演算 の 先行 関係 を 表す . すなわち , 7< く の 7" 
は タス クア が タス ク の "の 開始 より も 前 に 終了 し て いる べき こと を 意味 する . 

タス ク ・ シ ステ ム に 対し て , 半 順 序 よ り も も っ と 一 般 的 な 構造 を 考え る こと 


† ここ で, 術語 “ 半 順 序 " は , いく つか の 文献 に 人 っ て , 反射 性 に 関し て 幾 分 , 誤用 し て いる . 
式 7 く 7 は 本 書 で は 無 意 味 で あり , 除外 され る . 
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も で きる で あろ う . その 一 方 で は , 実際 に , 独立 な タス ク の 集合 , すなわち 
く ー ゅ で ある !「 よ うな タス ク ・ シ ステ ムー (, の ) の み を 用 いて 本 章 の 諸 問 
題 を 定式 化す る こと も で きる の で ある 『! . 次 章 で は , スケ ジュ ー リ ング 問題 の 
取扱 い に お いて 半 順 序 の 一 般 性 を 十分 に 活用 する で あろ う . 本 章 に お いて は 本 
質 的 で は な いけ れ ど も ゃ , 時 に は , 独立 な タス ク の 集合 より ゃ 一 般 的 な 構造 を 持 
っ て いる こと が 決定 的 に 好都合 に な る こと が ある の で ある . 

前 述 の 定義 の 本 質 は , グラ フ を 用 いて タス ク ・ シ ステ ム を 表現 する こと に よ 
り 明 確 に な る . タス ク ・ シ ステ ょ ム C に 対応 する 先行 関係 グラ フ (precedence 
graph, 以下 単に 先行 グラ フン と いう ) は , 避 を その 節点 集合 と し , 次 の よう な 
有 向 枝 の 集合 を 持つ . 先行 グラ フン に お ける 7 か ら 7 へ の 枝 ( 多 79 は YY の 
く ぐ 7′ で あり , か つ 7 く 7” く 7 を 満た す 7” が 存在 し な いと き し か も その と 
きのみ 存在 する . この 定義 は 先行 関係 の 冗長 な 指定 が グラ フ に 現われ な いこ と 
を 保証 する . こと の よう に , 推移 的 閉包 を と る と くに な る よう な どけ 上 の 最小 の 
関係 と し て 枝 の 集合 を 定義 むる こと も で きる . 例 を 図 2.1-1 に 示す . あい まい 
に な る 恐れ が な いと き , し ば し ば タス ク ・ シ ステ ム お よび 先行 グラ フン を それ ぞ 
れ , 単に シス テム お よび グラ フ と 略記 する . 

グラ フ C に お いて 節点 (タス ク )zi … zz を 通っ て いる ( 有 了 向 ) 道 (zzz) (zzs) 


図 2.1-1 先行 グラ フ 


† 訳注 関係 < は 9 x9 の 部 分 集合 で ある こと に 注意 . 
†† 訳注 実際 に は そう し て いな い . 
T† 訳注 タス ク 名 の 対 (7, 7) は , 先行 アテ ラフ の 記述 で は その 枝 を , 一 般 に , タス ク ・ シ ステ 
ム の 記述 で は 半 順 序 く の 要素 を 表す . 同じ 記法 で ある が , 文脈 に よっ て 読み 分 け よ . 
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… (zz-izx) を 考え る . こと の 道 の 長 さ , すなわち 道 の 上 の 節点 数 は を た で ある . ま 
た , と の と き , 1 く ? ぐ 7 くん で ある よう な ? と 7 に 対し , z, は z: の 後続 者 ( ま 
た は 子孫 , successor) で あり , zi は ?, の 先行 者 (また は 祖先 , predecessor) で あ 

る と いう . 7 三 ?4 十 1 で ある と き , それ ぞ れ 直接 の 後続 者 (また は 子 , immediate 
Successor), 直接 の 先行 者 (また は 親 , immediate predecessor) と いら 術語 を 使 
う . 後続 者 の な い タ スク を 終端 (terminal) タス ク , 先行 者 の な い タ スク を 発端 
Gnitial) タ スク と 呼ぶ 、 タス クア が の 7/ の 後続 者 で も 先行 者 で も な いと き , 7 
と "は 独立 (independent) で ある と いら うら . く を タス ク に つい て の (時 間 的 な ) 
先行 順 褒 で ある と 解釈 し て いる の で , 7 と 7" は 独立 で ある と き し か も その と 
きのみ 並行 的 で あり 得る (そう で な けれ ば 7 と 7 は 時 間 的 に ある 定 っ た 順序 
で 生起 し な けれ ば な ら な い ). 非 終 端 タ スク は , そこ か ら 終 端 タ メス スク まで の 最 
長 の 道 の 長 さか ん を で ある と き , C に お いて レベ ル (level) を に ある と いう . 終 
端 タ スク の レベ ル は 1 で ある と 定義 され る . 

2 個 の タス ク か ら 成 る ンス テム (%- タ スク ・ シ ステ ム と 呼ぶ )C = (, く ) の 
実行 系 列 (execution sequence) は , C の 先行 関係 の 制約 (以下 , 単に 先行 制約 
と いう ) を 満た す よ うな タス ク の 開始 ・ 終 了 事 象 の 任意 の 列 e ニ gngz … gs。 で 
ある . 正確 に いえ ば , 

1. 呈 に 属す る 各 7 に 対し , 記号 7 と 7 が 丁度 1 回 ずつ w の 中 に 現われ る . 
2. gg ニダ アア か つ g ニ アダ ア な ら ば , 7? く テ 7 
3. 7 く の 7 の 7,。 gg ニア か つの g ニ ダダ な ら ば , 7? く 7 


図 2.1-1 に 対す る 実行 系 列 の 二 つ の 例 は , 
7」771757577574747。757676 
お よび 
7527375747。 人 5 人 757676 


で ある . 実行 系 列 の 任意 の 語頭 (prefix) を 部 分 (partial) 実行 系 列 と いら. 明 ら 
か に , C の 実行 系 列 の 集合 は , 事象 の 系 列 の うち , C の 各 タ スク が ぐ く に よっ 
て 課せ られ た 先行 制約 に 従い つつ 順に 遂行 する こと が で きる よう な も の の 全て 
か ら 成 る 集合 で ある . ある ? < ん に 対し て gi ニア で あり か つ 全 て の 7 ミ ん に 
対し て g, 孝 要 で ある と き , タス クア は 部 分 実行 系 列 gi … gz の 後 , 活動 中 
(active) で ある と いう . 

問題 に し て いる 計算 機 シ ステ ム に 対す る 状態 空間 S が 与え られ た と き , 実行 
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系 列 e 三 gigs … gs。 に 対応 する 状態 系 列 (State sequence) は , g 三 soss2 … 82。 
で 表 さ れる が , ここ で so は 与え られ た 初期 状態 で あり , s: ュ 一 si は 事象 gi に 
対し て 定義 され る 状態 遷移 で ある . 状態 と 事象 の 対 ($, gc) に 対す る 遷移 は , シ 
ステ ム の 状態 が s の と き に 事象? が 生起 可能 で ある 場合 に の み 定 義 さ れる . 

タス ク ・ シ ステ ム は 唯一 の 発端 タス ク と 唯一 の 終端 タス ク を 持つ も の と 仮定 
する と 便利 な と き が ある . この 仮定 を 満た す と き , タス ク ・ シ ステ ム は 閉じ て 
いる (closed) と 呼ば れる . 図 2.1-1 は は 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム の 例 で ある . 
2- タ スク ・ シ ステ ム が 閉じ て いな いと き , 次 に 示す よう な “名目 だ け の (dum- 
my)′ タス ク で ある 5 と 究 1 を 導入 する こと に よっ て 閉じ た シス テ ュ ム C" を 
作る こと が で きる . ここ で , 7 は C の あら ゆる 発端 タメ スク の 直接 の 先行 者 で 
あり , 7 は C の あら ゆる 終端 タメ スク の 直接 の 後続 者 で ある . O' の 実行 系 列 
は どれ も , C の ある 実行 系 列 z に 対し て 7。70c7。 ュ 7271 の 形 を し て いる . 7 
と an は タス ク ・ シ ステ ム を 閉じ さき せる だ け の た め に 導入 され だ た と 仮定 する 
と , シス テム で C と で ' は 遂行 する 機能 に 関し て 等 価 で ある . 

〇 と C5。 は 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム で ある と 仮定 する . 新しい (閉じ た ) シス 
テム Ci・C5,。 すなわち , と O。 の 連結 (concatenation) に 対す る グラ フ は 
の 終端 タメ スク か ら 5 の 発端 タ 々 スク へ の 枝 を 加え て 作ら れる . 必 ・O の 実行 系 
列 は , C+ の ある 実行 系 列 zu お よび OC。 の ある 実行 系 列 zz に 対し て , o 三 ags 
で ある よう な 任意 の 列 we で ある . 

C」 と O。 は 共通 の タス ク を 持た な い シ ステ ム で ある と 仮定 する . 新しい シス 
テム で ある Gi と 5 の 並列 結合 (parallel combination)C」 IO5 は , 下記 の 意味 
で 単に C」 と の 6 を 一 つ に まとめ た も の で ある . OLIIO2 の グラ フン は, 必 と の 
の グラ フ を 互い に 交わ ら な い 部 分 グラ フン と し て 持っ て お り , Oi と C。 に は 共通 
の タス ク が な いか ら , 避 の どの タス ク も OC。 の あら ゆる タス ク と 独立 で ある . 
し た が っ て , CiIOs の 実行 系 列 は , C」 と O の 実行 系 列 を 併合 する ね こと と に よ 
っ て 作る と こと が で きる . より 正確 に 言え ば , eics … ez が CI1O。 の 実行 系 
列 な ら ば , 次 の 条件 を 満た す Ci の 実行 系 列 gigz … gz。 と O5 の 実行 系 列 6 … 
0。 が 存在 する : 


1. gg は 呈 か の どちら か で ある . 
2. mm… 呈 と ちち が gg…eai(2 十 7 く 2(% 十 め ) の 要素 で ある な ら ぱ ば , 
C+ れ 1 は 311 か 11 の ど ち ら か で ある . 


並列 結合 の 概念 は シス テム 設計 に お いて し ば し ば 現れ る . この 概念 は 本 章 に お 
いて 制御 の 問題 を 研究 する 主 な 動機 を 号 を えて いる . すなわち , た と え を 問題 が 与 


タク 


2.2 タス ク ・ ン シス テム の 決定 人 性 


えら れ た タス ク ・ シ ステ ム に つい て それ 用 の 特別 な 方 法 で 解け る と し て も , 一 
般 の 解法 と し て は , 任意 の シス テム の 並列 結合 を 考慮 する こと が 必要 で ある . 
多く の オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム に は , 任意 の 回 数 だ け 再開 始 が で きる よ 
うに な っ て いる タス ク ・ シ ステ ム が 内 蔵 さ れ て いる . 単純 か つ 典 型 的 な 例 は , 
ライ ンプ リン タ に 出力 する 行 を 作り 出す ルー プ 状 の プロ グラ ム で ある . 本 章 で 
得 ら れる 結果 の いく つか は 先行 グラ フ に 閉路 が な い (acyclic) と いう 人 性質 に 依存 
し て いる か ら , その よう な シス テム を 直接 に モデ ル 化 する つも り は な い . し か 
し , 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム C の ん 回 の 反復 Gteration) また は 循環 (cycle) は , 
ヵ 重 の 連結 COf と し て モデ ル 化 で きる . この と き C* の 実行 系 列 z は , gi を C 
の ? 回 目 の 反 復 に お ける 実行 系 列 と し た と き , aigs … ez の 形 を と る . シス テ 
ム が ヵ ん >1 に 対し て C* の 形 を し て いる か , また は 循環 的 な タス ク ・ シ ステ ム 
を 少な く と も るー つ は 含む せよ うな いく つか の 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム の 並列 結合 
で ある と き , この シス テム は 循環 的 (cyclic) で ある と いう . 循環 的 な シス テム 
の 実行 系 列 も また 循環 的 で ある と いう . 

以上 で , 並行 プロセ ス の シス テム に お いて 生じ 得る 順序 制御 の 問題 を 提起 し 
解析 する 準備 が で きた こと に な る . 


2.2 タス ク ・ シ ステ ム の 決定 性 


共通 の 目的 に 向っ て 協同 作業 を する タス ク の 集まり を 並列 に 実行 する と き , 
タス ク の 実行 速度 や タス ク を 実行 する 順序 に 変化 が あっ て も 結果 の 一 竜 性 を 保 
証 で きる か と いう 問題 に は , し ば し ば 興味 を そそ られ る . この 人 性質 を 満た す タ 
スク ・ シ ステ ム は 関数 的 (functional) で ある , 速度 に 依存 し な い (speed-imn- 
dependent), また は 決定 性 (determinate) で ある な ど と いわ れる . タス ク ・ シ 
ステ ム は , 互い に 独立 な タス ク に よっ て 生成 され る 結果 が それ ら の 実行 順序 に 
依存 する な ら ば , 非決定 性 で ある . これ は よく ある と と で , た と えば , 独立 
な タス ク が 共通 の 記憶 位置 に 読み 書き する 場合 が そう で ある . 非決定 性 の 問題 
は , 前 も っ て 独立 な タス ク 間 に 適当 な 先行 制約 を 導入 し て お く こ と に よっ て 科 
単に 解決 する . 本 節 の 主 な 目標 も 。 タス ク ・ シ ステ ム が 決定 性 で ある た め の 必 
要 十 分 条件 を 確立 する こと に ある . 

決定 性 問題 の た め に , タス ク ・ シ ステ ム ュ を 実行 する 物理 的 な シス テム を 記憶 
セル (memory cell) の 順序 集合 47 = (4n, …, 7) で 表す . 各 セ ル 4 は シス 
テム の 値 集 合 (value set) と 呼ば れる 集合 に 属す る 任意 の 値 を 持ち 得る . 本 
書 の 用 語 は , 最近 の 文献 お む および オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 研究 に お ける 決 
定性 問題 の 最も 重要 な 応用 で ある と 思わ れる も の が 動機 と な っ て いる . し か 
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し , 好 の 要素 は , その 状態 が タス ク ・ シ ステ ム に よっ て 読ま (使わ ) れ た り , 
書か ( 変 た えら) れ た りす る 任意 の 型 の 資源 と 見 な すこ と と が で きる と いら こと が 明 
ら か に な ろう . より 抽象 的 に は , 47 は タス ク に 附 随 し た 名 前 空間 (name space) 
と も 呼ば れる . 

シス テム の 状態 は , 全 記憶 セル 内 の 値 の 配置 (configuration) で 定義 され る . 
より 正確 に 言え ば , w 三 gig%…g の za。 と go 三 sosi… ss を それ ぞ れ 与え られ た %- 
タス ク ・ シ ステ ム の 実行 系 列 と それ に 対応 する 状態 系 列 と し , 44:(%) を ん 番目 
の 事象 の 直後 の 747: に 示さ れる (44: が 保持 する ) 値 と する . この と き 状 態 sz は 


s& 三 [Mn(6, …, (6] 


で 定義 る 8 きれ る. し た が っ て , 可能 な 状態 全て の 集合 は , さ = ニ "と 書く と と が 
で きる . 

状態 遷移 sz 一 sai を 定義 むす る た め に は , タス ク の 実行 が 記憶 の 状態 に も た 
ら す 効果 を 先 に 定式 化し て お か な けれ ば な ら な い . シス テム C の 各 タ スク ア 
に 附 随 し て , 一 部 が 重複 し て も よい よう な 7 の 二 つ の 部 分 集合 , 定義 域 (do- 
main) / ァ と 値 域 (range) 7 が ある . 7 が 開始 する と き , 7 は その 定義 域 モ ル 
に 区 え られ た 値 を 読み , 7 が 終了 する と き に は その 値 域 エ ル に 値 を 書 込 む . す 
な わ ち , 9 = | の zl|, 7 ニ IRz| と する と , 各 タ スク アダ ア に だ 附 随 し て 写像 太 : "ーー" 
が 存在 する . タス クア を 実行 する と いう こと は , 写像 友 を “遂行 する " ある 
い は 実現 する こと と と 見 な され る べき で ある . し た が っ て , 与え られ た 初期 状態 
so と 与え られ た 実行 系 列 z に 対し て , 対応 する 状態 系 列 o = sosisz … sz。 は 次 
の よう 定義 S き れる. すなわち , アァ =[{/」…, 7 7 [27 …,) 4 
あす る と 。 


1. gn ニア な ら ば , 47% 十 1) = (6) (1<?<w) 
2. gun ニア か つ gg ニア 7(/< く < なら ば , 


[4 十 1), …, 4 を 二 1)] な ([M. の , …, AM。( の ]) 
か つ , 全て の 47: ま ZP に 対し て , 4:(& 十 1) = 7 な (6. 


言い 換え る と , gxi が 開始 事象 な ら ば 状態 変化 は 起 ら ず (sx』1 ニ sy) xr が 
7 の 終了 事象 な ら ば sz.i は 値 域 エ ル 7 に お いて の み sz と 異な り 得 て , その 
新しい 値 は 7 の 開始 事象 の 直前 の 定義 域 の 値 に 基づき 万 に よっ て 定まる . 実 
行 系 列 の 結果 と し て 生ずる 状態 系 列 g 三 sossz … sz。 は , 履歴 配列 (history ar- 
ray) と 呼ば れる 7 X (2 十 1) の 配列 の 形 で 表現 で きる が , これ は 図 2.2-1 に 


タダ 


2.2 タス ク ・ シ ステ ム の 決定 性 


で =({ 人 77, の), の ) ル = (上 4」,。) = の 7 ニ の 7。 = 7 ニア 
解 駅 
タス フ 1 I 
人 (7」, 7 ぅ ) て (1, 4 ) (47」、7。 ) で (7」+ 7、 7。 ) 
7 (」, 7。 ) て (2。77。 ) (7」, 7。 ) て (47」、47」+ 77。 ) 
履歴 配列 
@ 7 二 の の 9 表 第 る 
7」 1 ド 生生 1 【 全 多 1 
I 
/ 膨 肖 秋 選 族長 区 坪 
/ 1 1 加 次 翌 1 ( 馬 串 避 
II 
7 の 2 交 立 名 2 っ 分 き 登 3 
値 系 列 
I Il 
【24 @' w @ 
/ (1.1,2) (1.2.1) (1.3,3) (1. 1. る 
の (2, 2, 2) (2, 2, 2) (2, 2, 5) (2, 3, 3) 


図 2.2-1 非決定 性 タメ 々 スク ・ シ ステ ム の 例 


示す よう に 行 は の セル に , 列 は 状態 に 対応 し て いる . 

以下 で は , タス ク ・ シ ステ ム に よっ て 個々 の 記憶 セル に 書か れる 値 の 系 列 を 
取扱 う 方 が より 便利 で ある . この た め に , セル 4: の 値 系 列 (Yalue sequence) 
(7:, ge) は , (部 分 ) 実 行 系 列 x に 現れ か つ MM: Pr で ある よう な タス クダ 
の 終了 に よっ て 書か れる 値 の 系 列 で ある と 定義 むる. これ を 正確 に 表す と , e 
は 空 系 列 を 表す も の と し , 値 系 列 と し て ベク トル 表記 , た と えば , (7, o) 


そら 
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三 (の , …, 9 の) を 採用 し よう . gw 三 gig2 … 2。 と o 三 sost … sss を 実行 系 列 と そ 
れ に 対応 する 状態 系 列 と する . 対応 する 値 系 列 は , 次 の よう に な る . 


(7:, e) 三 4:(0) 

gz デア か つ 相生 が 7 な ら ば ((477, og1 … gz-1), 47()) 
そう で な けれ ば (7, し Gz-1) 

47, は 7, と 比べ て 必ず し も 同じ 数 の タス ク の 値 城 に 入る と は 限ら な いか ら , 
(2, e) と 了 (77, eZ) は 必ず し ゃ 同じ 長 さ に な る と は 限ら な いこ と に 注意 し な 
けれ ば な ら な い . (7, eg) 三 (nu, …, 9) の と き , 最終 値 (nal value) (277, 
e) 三 ?。 が 定義 され る . これ ら の 定義 に 従う と , w 三 gi… gz な ら ば sk 三 
[(4, e), …) (7 2)] で ある こと は 容易 に 確か め ら れる . 

半 順 序々 お よび 各 タ スク の 定義 域 と 値 城 が 、 タス ク ・ シ ステ ムー (, く ) 
に つい て 知ら れ て いる 全て で ある と 仮定 する . この と き , C( お よび の 各 タ 
スク ) は 解釈 な し で ある (uninterpreted) と いち わ れ る. タス ク ・ シ ステ ム に 対す 
る 解釈 Gnterpretation) は , 各 タ スク ア に 対す る タス ク 関 数 万 の 具体 的 指定 
(specifcation) で ある . 一 般 性 を 持た せる た め に , 特定 の タス ク 関 数 友 に か 
か わり た な く 決 定性 を 保証 する タス ク ・ シ ステ ム の 性 質 を 考察 し よう . この こ 
と か ら , 以下 に 得 ら れる 諸 結果 は , 解 息 な し の タス ク ・ シ ステ ム に 対し て 与え 
られ る こと と に な る . 


定義 2.1 

タス ク ・ シ ステ ょ ム では, 任意 に 与え られ た 初期 状態 s お よび で C の 全て の 実 
行 系 列 e, e" に 対し て 也 (27, e) ニア (4 人 7 go)(1 く ?7 く 凶 ) で ある と き , 決定 
性 で ある と いう . すなわち , モル の 値 の 系 列 は , so に お ける 初期 値 の み に 依存 
し て 一 意 的 に 定まる . 


恐らく , より 直観 的 な 決定 性 の 定義 は , ア 7(J7, c) = ア 7(47 e)) で あれ ば よ 
いと いう も ゃ っ と 条件 の 弱い も る の で ある が , 後 で 述べ る よう に , 決定 性 と いう タ 
スク ・ シ ステ ム の 性質 は , より 強い 上 述 の 条件 を 満た し て いな けれ ば な ら な 
い . 


(7, の … gy) -1 


例 : 図 2.2-1 は , 記憶 セル / 衝 , 22 お よび 解釈 1 IL を 持つ 2- タ スク ・ シ ス 
テム で ある . 履歴 配列 と 値 系 列 が 示さ れ て いる . 解釈 1 は , タス ク 外 と 75 
が セル 本 へ の 書込み に 競合 を 生じ て いる か ら 非 決定 性 で あり , 解釈 は , 
ある タス ク が 読取 る セル に 他 の タス ク が 書 込 む か ら 非 決定 性 で ある . 
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2.2 タス ク ・ シ ステ ム の 決定 性 


この 例 か ら , ある タス ク の 値 域 が 他 の 独立 な タス ク の 定義 域 ま た は 値 域 と 交 
わる と き は いつ も る , 非決定 性 の シス テム に な る と いう こと と は 明らか で ある . 直 
観 的 に は , 値 城 が 他 の 独立 な タス ク の 定義 域 ま た は 値 域 と 交わ ら な いよ うな タ 
スク か ら 成 る ンス テム は 非決定 性 で は あり 得 な い . これ が 次 の 定義 を 導き , ひ 
いて は 決定 性 ンス テム で ある た め の 必 要 十 分 条件 を 導く こと に た なる. 


定義 2.2 
タス クア お よび 7 は , 次 の いずれ か の 条件 を 満た す と き , 非 干 渉 で ある 
(non-interfering) と いう . 


1. ア が の の 後続 者 で ある か 先行 者 で ある . 
2. 7 用 ニア 7 ロカ ァ ー/7nP7 ニー み 


また だ た, 本 = {の …, 2 は , 全て の ? と 7(2 子 力 に 対し て 当 と 飼 が 非 干 
渉 で ある と き , 互い に 非 干渉 な タス ク か ら 成 っ て いる と いう . 


次 の 補題 は , 互い に 非 干渉 な タス ク か ら 成 っ て いる シス テム が 決定 性 で ある 
こと を 保証 する 定理 2.1 の 証明 に 用 いる 帰納 法 の 第 一 段 を 与え る . 


補題 2.1 

C を 互い に 非 干 渉 な タス ク か ら 成 る %2- タ スク ・ シ ステ ム と し , を C の 一 
つの 終端 タス ク と する . ge= Ai78e278s が C の 実行 系 列 な ら ば , ge = Az8s 
ダグ ゃ も C の 実行 系 列 で あり , 全て の ?(1 <? < く 7%) に 対し て 也 (7, eg) ニア ( 計 , 
@ ) で ある . 


証明 C に は ア 7 の 後続 者 が な いか ら g' は C の 先行 制約 を 満た し て お り , そ 
れ ゆ え ぇ ge' も ーー つの 実行 系 列 で な けれ ば な ら な い . 7 は fP7 の セル に の み 書 込み 
を 行い , か つ 8 内 で 開始 され る 任意 の 7" に 対し て ZZ 7 ァ ー ニ ゥ で ある か 
ら , その よう な 各 7" の go に お ける 定義 域 の 値 は y に お ける 場合 と 同じ で あ 
る . し た が っ て , 竹久 7 に 対し て 了 (47, eo) ニア (77, e). 

さて , 任意 の 7 ァ に 対し , (Az カテ ァ ー ゥ で ある の で ) 8s8s 内 に は アァ 
人 書 込 む 7" は 存在 し な いか ら , (47, 広 ) ニア (86282. し た が っ て , 
全て の M: と の ァ に 対し , 7(/7:, ) ニア (78998 ぅ ) で あり , 7 ア は g に お い 
て も gw の と き と 同 じ 値 を 各 7: ど 丸 に 書 込 む . w に お いて 7 に よっ て 477: 
刀 に 書 込 ま れる 値 を ? で 表す と , 次 の よう に な る . 


(7 eg) ニ 了 (27, 7 人 の) (6 に は 7z に 書 込 む 7" が な い ) 


タプ Z 
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= (77, 478), の (7 は 相 に ヵ ゥ を 書 込 む ) 
= テア Y(47, 誠 ), の (5 に は 7 に 書 込 む 7" が な い ) 
 (Y(47, 8583), の (85 に は 7 に 書 込 む 7" が な い ) 
= ニヤ (2 hs8577) (7 は に ゥ を 書 込 む ) 
= テ Y(27:, ge) 

遇 


素直 な 帰納 法 の 議論 に より 互い に 非 干渉 な タス ク で ある と いう こと は 決定 性 
で ある た め の 十 分 条件 で ある こと が 立証 され る . 


定理 2.1 
互い に 非 干 水 な タス ク か ら 成 る タ 々 スク ・ シ ステ ム は 決定 性 で ある . 


証明 シス テム 内 の タス ク の 数 に 関す る 帰納 法 で 議論 を 進め よう . 定理 の 主 
張 は 1- タ スク ・ シ ステ ム で は 明らか に 真 で ある . タス ク 数 が 未満 の シス テム 
に 対し て この 主張 が 成り 立つ と 仮定 し , C= (9, く ) を 2- タ スク ・ シ ステ ム で 
ある と する . 

C は , 実行 系 列 が ー つ し か な けれ ば 明らか に 決定 性 で ある . それ ゆえ , gi と 
ez が C の 異な る 実行 系 列 で ある と 仮定 し よう . アア を C の 一 つの 終端 タメ ス ク と 
し , 補題 2.1 に な ら っ て gi と gs を 作る と 次 式 を 得る . 


eiー ge7 ゲ 7 アア (47, gn) ニア (2 4) (1 <? 7) 
e5 ニ g727 グ 7: (5 eo) ニア (人, ge) (1 <? く < が) 


し か し , 7 が 関与 する 全て の 先行 制約 (7 く ・ お よび ・ く 7) を ぐ く か ら 除 いて 
得 ら れる 先行 関係 を く * と する と , g"」 と ge"2 は いずれ も (% 一 )- タ スク ・ シ 
ステ ム で ニ (ヴー【7], くう の 実行 系 列 と な る か ら , 帰納 法 の 仮定 に より , 
(4 em1) ニア (77, ge72)(1 <? くそ) し た が っ て , 7 で 用 いら れる 定義 域 の 
値 は gi に お いて も eg? に お いて も 同じ し で ある . すなわち , 本 の に 対し て , 
7(/7, gr) ニア (4 の, g72)) この こと か ら , gi と gs の いずれ の 場合 に も , 7 
は 7 Pr に 同じ 値 を 書く は ず で ある . し た が っ て , 7 7 に 対し て は , 
(4 な , or) ニ 了 (47, 1) (補題 2.1) 

= (Y(, ge)) の (7 は 太 に ? ヵ を 書 込 む ) 

= (Y(4, gs) の (帰納 法 の 仮定 ) 

ニテ (7:, g5) (7 は 枚 に ? ヵ を 書 込 む ) 
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2.2 タス ク ・ シ ステ ム の 決定 性 


ニー(42:, os) (補題 2.1) 
また , 7 人生 に 対し て は , 


(27:, an) ニア (47,g) (補題 2.1) 
= テア (27, eg71) (4: ぼ 5) 
ニテ (7 g”5) (帰納 法 の 仮定 ) 
ニテ (4, 5) (4 5) 
= ニ (7, es) (補題 2.1) 


以上 に よっ て , C は 決定 性 で ある こと が 証明 され た . 引 


非 干 渉 性 は , タス ク ・ シ ステ ム が 次 の 2 条件 を 満た し て いる と き , 決定 性 で 
ある た め の 必 要 条 件 で も ある . 


1. どの タス ク も 空 の 値 城 を 持た な い . な ぜ な ら ば , も し そう で な いと する 
と , Pr 三 の み で ある よう な タス クア は 和 干渉 され 得る が , この こと と は セル の 内 容 
を 観察 する と と に よっ て 検出 する 方 法 は な い . 

2. 決定 性 は , 一 つの (解釈 な し の ) シス テム の 全て の 可能 な 解釈 に 対し て 成 
立 し な けれ ば な ら な い . 


定理 2.2 
タス ク ・ シ ステ ム CO に お いて , どの タス クア 7 に 対し て も , 万 の 具体 的 指定 


は 与え られ て いな い が , 如 ( 才 の) と の 7 は 与え られ て いる も の と する . この と 
き , タス ク の 全て の 解釈 に 対し て C が 決定 性 で ある な ら ば , タス ク は 互い に 
非 干 小 で ある . 
証明 全て の 解釈 に 対し て C が 決定 性 で ある の に 互い に 干渉 する タス ク が 

存在 する こと と を 仮定 し て 矛盾 を 導 こ う . 巡 と 7" が 干渉 し 合う と する と この 両 
者 は 互い に 独立 で あっ て , C に は 次 の よう な 実行 系 列 が 存在 する . 

ge 三 877 グ 77 

g 三 8777 ゲ 76。 
まず , Zz 子 の と 仮定 し , 4: (Zzz n ) で ある と 仮定 する . この 場 
合 , 7 が 故に ん w を 書込み , 7" が ?( チ る ) を 書 込 む よう な 万 と 友 ・ を 選ぶ こ 
と が で きる (た と えば 図 2.2-1 を 見 よ ). し か し , 


の 
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(4 47777) = (Y(】7, 8), % の 
(4 の, 777 ゲ ダ ) = (7, ぬ ), み の 


と な り , C が 決定 性 で ある こと と 矛盾 する . 

次 に , ある が 存在 し て (67 の 7 で ある と 仮定 する . 7 婦 
(gz チ ゆ ゆえ その よう な 7: は 必ず 存在 する ) と する . と の と き , ア 7( ヵ , 広 ) 
(7, 817777) で ある よう な , すなわち gw と g で 7 が 異な る 値 を 47, か ら 
読取 る よう な 亡 . を 選ぶ な こと が で きる . その 結果 , 7 が ec で は 々 を, ge で は 
り ( チ 6) を 447 に 書 込 む せよ うに 万 を 選ぶ こと が で きる (た と えば 図 2.2-1 を 見 
よう )。 し か し 。 ぞ その と き に は 。 


(2 7777) = ニ 了 (7, 77) (モニ の 
YU, 8), の 
(7, 777 グ 7) = (2 人, 87772, の 

テ ( 攻 (77, 8), の (Zz n アニ の 


と な り チッ ゆ え , C が 決定 性 で ある と いう 仮定 と 矛盾 する . (も し 7 ニ の g 
な ら ぱ ば , 4 (Py) に 対し て こと の 矛盾 に 到達 させ 得 な た いこ と に 注意 し ょ 
笑う 

さら に , 対称 性 か ら , 4 (z n の ァ ) を 仮定 し た 場合 に も 矛盾 が 生ずる . 
以上 に より , アア と の が 和 干渉 し 得る 全て の 場合 に つい て 矛盾 が 生ずる こと に な 
り 背 理 法 に よる 証明 が 完結 する . 邊 


定理 2.1 と 定理 2.2 が 役に立つ 一 つの 応用 は , 決定 性 で ある べき で ある と い 
ら 必 要 性 の みか ら 先 行 制約 が 定まる よう な タス ク ・ シ ステ ム の 並列 性 , す な わ 
も 最大 並列 性 [26] に 関す る も の で ある . この 応用 を 説明 する た め に , まず 
最大 並列 性 の 概念 と タス ク ・ シ ステ ム 間 の 等 価 性 の 概念 を 形式 化し ょ よう . 

定義 2.1 か ら , 決定 性 の タス ク ・ シ ステ ム お よび 与え られ た 初期 状態 に 対 し, 
各 記 憶 セ ル 7: に 対す る 値 系 列 が それ ぞ れ 正確 に 一 つ ず つ 対 応 す る . タス ク の 
集合 が 同じ で ある 二 つ の タス ク ・ シ ステ ム は , いずれ も 決定 性 で あり , か つ , 
同じ 初期 状態 に 対し て 同じ 値 系 列 を 生成 する と き , 等 価 で ある (equivalent) と 
いう .、 タス ク ・ シ ステ ム で C と その グラ フン で は , C が 決定 性 で あり , か つ , @ 
か ら ど の 枝 (7 7) を 取り 除い て も 7 と 7 が 干渉 する と と に な る と き , 最大 
並列 (maximally parallel) で ある と いう. それ ゆえ , (の 7) が 最大 並列 な グ 
ラフ の 枝 で ある な ら ば , 次 式 が 成り 立つ . 


5 の 


2.2 タス ク ・ シ ステ ュ の 決定 性 


(2.2.1) (Zz 5) U (zz) U (7) の ぁ 


決定 性 の タス ク ・ シ ステ ム で C が 与え られ た と き , それ と 等 価 な 最大 並列 の タ 
スク ・ シ ステ ム で を 構成 する 問題 は 興味 深い . 


定理 2.3 

与え られ た 決定 性 の タス ク ・ シ ステ ょ ム C= 9, <) か ら , 新しい タス ク ・ シ 
ステ ム で = (, くり) を 構成 する . た だ し , ぐ *" は 次 式 で 与え られ る 関係 の 推 
移 的 閉包 で ある . 


メー (7 の) 古く | (gz nz) U(Zz n の)U(7 の の チチ の 


この と き , で C は C と 等 価 で あり , し か も ゃ 一意 に 定まる 最大 並列 な シス テム で 
ある . 


証明 家 に , し た が っ て また ぐに も ゃ 対応 する 先行 グラ フ を @ で 表す ( 図 
2.2-2 の 例 は , 一 般 に CGC こく ′/ で ある と こと を 説明 し て いる ). @ か ら 枝 
(7 7) を 取 除 いた と 仮定 し よう . この と き , (冗長 な 枝 は な いと いう 先行 グラ 
フ の 定義 より )7 から 7 へ の 道 は 他 に は 存在 し な いこ と , お よび , ヌ ( つ @) 
の 定義 より 7 7 と も に 式 (2.2.1) を 満た すこ と と か ら , アア と の "は 干渉 し 合 
よう に な る こと が 分 る . し た が っ て , も し の が 決定 性 で ある と と を 示す こと 
が で きれ ば , で は 最大 並列 で ある と いえ る . 

C が 決定 性 で ある か ら , 式 (2.2.1) を 満た す ど の よう な タス ク の 対 ア と 7 
に 対し て も , 7 く 7/ で ある か 7 く 77 で ある か の いずれ か で ある . また , 
の 定義 か ら , 7 < く 7 7 か 7 く / 7 の いずれ か が 成り 立つ . し た が っ て , で の 
全て の タス ク は 互い に 非 干渉 で あり , 定理 2.1 か ら C も ゃ 決定 性 で ある . 

C′ の 先行 制約 は こと ご と く C に も ある . し た が っ て , C の 実行 系 列 は い ず 
れ も の C′ に よっ て 生成 され る . C で は 生成 で き な い よう な で の 実行 系 列 を g' と 
し , C と で だ 共通 の 実行 系 列 を gz と する . C' が 決定 性 で ある とこ と か ら , 与え 
られ た 初期 状態 に 対し て , (4:, ge) ニア (47, w) (1 <? く 7) が 成り 立つ . そ 
れ ゆ え ぇ , C' は C と 同じ セル の 値 系 列 を 持ち も , C と で は 等 価 で ある と 結論 で き 
る . 

最後 に , 7 く </ 7" で ある と きか つ そ の と きのみ , タス ク の 連鎖 7 = 分 ,。 く 人 7 
ぐ く … ぐ 究 。 ニ 7 > 1) が 存在 し , そこ と に 現れ る あら ゆる タス ク の 対 7, と 
7 (1 < く 7 くめ は 式 (2.2.1) を 満た す ,. これ が C に 等 価 な 任意 の 最大 並列 な タ 
スク ・ シ ステ ム に つい て いつ も 成り 立た ね ば な ら な いこ と は 容易 に 確か め る こ 
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= 1 43,44, 3 


定義 域内 に 値 域内 に 
な つて いる タス フ な つて いる タス フ 
の 8 3 
屋 が 5 
3 4, 8 1 
3, 4 5, 7 党 
6 4、 6,8 


(1.3) (14 1.5) (1.8) 
(2, 3) (2,.4) (2,5) (2.7) 
⑬,7) (3,8) 

(4,6) (4,7) (4,8) 
⑮.7) 

(6, 8) 


(タス ク は その 番号 で 表わさ れ て いる ) 
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2.2-2 最大 並列 な グラ フ の 算出 


2.3 閉 鎖 


と が で きる . この こと か ら , C' は 一 意 で ある . 則 


図 2.2-2 は , @ の 構成 法 を 示し て いる (問題 2.10 参照 ). 関係 を 算出 し 
た 後 , 対応 する グラ フ が 描か れる . この グラ フ か ら 冗 長 な 枝 を 取 除 く と @ が 
得 ら れる . [ 枝 (7 7) は , 2 本 以上 の 枝 を 含む アア から 7" へ の 別 の 道 が 存在 
する と き , 冗長 で ある .] の 算出 は , 作 く 7 な ら ば ? く 7 で ある と いっ た 
タス ク の 番号 の 付け 方 で いく ら か 人 箇 単 に な る と と に 注意 し よう (問題 2.11 参 
照 ) そう する と , ? =1.2, …%。 か つ 7 ニ 2 十 1 …% で ある よう な タス ク の 
対 (7:, 7) の み を 考え て , 式 (②.2.1) が 成り立つ と き に は いつ も この 対 を 含め 
る と いう 方 法 で を 構成 する こと が で きる . 

決定 性 に 関す る 諸 結 果 は 沢山 の 他 の 文献 に も 見 られ る が , オペ レー ティ ン 
グ ・ シ ステ ム の 環境 に 関連 し た 非 形式 的 な 論述 は Bernstein [1] に よっ て 与え 
られ た . Bernstein は , プロ グラ ム ( た と えば Algol で 表現 され た だ ) を 並列 に 実 
行 可能 な タス ク に 分 解す る 一 般 の 問題 が 帰納 的 に 可 解 で は な い (recursively 
unsolvable) こ と を 証明 し た . その 証明 の 接近 法 は 決定 問題 に 対す る 典型 的 な 
方 法 に よっ て いる が , 本 書 が 紹介 する 範囲 外 で ある . Baer [2] は , 並列 性 に つ 
いて の 種々 の 局面 一 た と えば , 並列 に 実行 する こと が で きる プロ グラ ム の ブ 
ロッ ク の 検出 , 並列 性 に 関す る 他 の モデ ル , ハー ドウ ェ ア で の 並列 性 の 実現 , 
並列 性 を 表現 する た め の プ ログ ラム 言語 面 で の 方 法 な どー 一 を 含む 広範 な 概説 
を 与え て いる (問題 2.12, 2.14 参照). 


2.8 閉 鋼 
2.3.1 は じ め に 
タス ク ・ シ ステ ム で C= テ OilO5Il … Ce は , 次 の よう な と き に 閉鎖 (dead- 


]ock) 状態 に 陥る . すなわち , {Ci| 1 <? < の ある 部 分 集合 ぐに 属し て いる 
シス テム の 各々 が 同時 に 活動 中 で あり , し か も ゞ ぐ に 属す る 各 シ ステ ム が 進行 す 
る た め に 獲得 し な けれ ば な ら な い 横 取り 不可 の 資源 を ぐ 内 の 他 の シス テム が 
保持 し て いる こと が 原因 に な っ て , C の 進行 が 無 定 限 Gndefinitely) に 阻止 さ 
れる と き で ある . 本 章 で 横取り 不可 の 資源 と いう の は , それ を 保持 し て いる タ 
スク ・ シ ステ ム に よっ て の み 解 放さ れ 得 る 資源 の こと こと で ある . 

閉鎖 の 問題 を 研究 する た め に , C が 乗る 計算 機 シ ステ ム は それ ぞ れ 1, … ッ 
の 個 の 単位 (装置 ) を 持つ 種 の 資源 の 型 (resource type) を 有 し て いる も の 


† この 問題 に 関す る 概説 が 文献 [3] に 与え を られ て いる . 
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と する . ベク トル 玉 ー (の …,) の 。) は , シス テム の 容量 (capacity) を 表す . 
与え られ た 型 の 資源 の 個々 の 単位 を 識別 する こと は 不可 能 で ある も の と する . 
資源 の 型 の 例 に は , プロ セッ サ , 記憶 の ペー ジ , テー ププ 装置, ディ スク の ト 
ラッ ク な ど が ある が , ハー ドウ ェ ア 装 置 そ れ 自 体 で は な いよ うな 資源 , た と え 
ば , デー タ ・ フ ァイル ・ メ ッ セ ー ジ 緩衝 記憶 や シス テム が 提供 する 表 な ども 含 
まれ よう . 資源 が 横取り 不可 で ある と いう と と は , 単に 与え られ た 資源 に 横 取 
り 権 が 及ぶ よう に は シス テム が 設計 され て いな いこ と に よる 場合 も ある し , 本 
質 的 な 制約 に 起因 する 場合 も ある . 後者 の 例 と し て , 更新 中 の デー タ ・ フ ァ イ 
ル や , 機械 的 な 位置 決め を 伴う 入出 力 装 置 な ど が ある . 

どの よう な 条件 の 下 で 閉鎖 が 生ずる の か を 説明 する た め に , 簡単 な 例 を 考え 
る [4]. 二 つ の シス テ ュ Ci, O5 に 対し て 型 戸 , 更 。 の 資源 が それ ぞ れ 1 単位 ずつ 
ある と する . 各 シ ステ ム に つい て , その 開始 以来 完了 し た 命令 数 で その 進行 の 
度合 を 示す も の と する と , その よう な 値 の 対 は 図 2.3-1 に 示す よう に , 2 次 元 
の 進行 空間 (progress space) 上 の 点 を 定義 する. Ci と C5 を 結合 し た 進行 は , 
この 空間 内 の 離散 的 な 点 の 系 列 (zi, 好 ) (?, 2) …(z 9)… で 表 さ れる . 明 ら 
か に , zz ミ za1 か つ の 9krn で ある (すなわち , 進行 は 可逆 で は な い ). (0, 
0) か ら 始 まる 進行 点 の その よう な 系 列 は , 避 と O5 の 結合 進行 路 (joint prog- 
ress path) と 呼ば れる . 

あら ゆる 結合 進行 路 が 実行 可能 で ある と は 限ら な い . 図 2.3-1 に 示さ れる よ 
うに , 丸 」 は 1 単位 し か 使え な いか ら , 天 」 を 同時 に 使う こと に 対応 する 進行 点 
は 許さ れ な い . いか な る 進行 路 も , それ が 正当 ! で ある た め に は 実行 不可 能 な 


の > の 進行 


〇 が A」 を 秘 要 と する 区 間 


31 C」 の 進行 
図 2.3-1 進行 空間 


† 訳注 この 術語 の 厳密 な 定義 は 後 で な され る . 
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領域 (5 領域 と いう ) を 避け て 通り な けれ ば な ら な い . 

き FG。 2.3-2 を 考え よう . この 図 は 品 領域 と 。 領域 の 合併 に よっ て 生 
ずる より 大 き な か な 実行 不可 能 領 域 を 示し て いる . も し , 結合 進行 路 が 一 度 領 域 
ーー“ 安 全 で な い 領域 (unsafe region)” と 入ろう も の な ら , 進行 の 非 可逆 
性 か ら , 究極 的 に は 閉鎖 が 発生 する こと は 避け られ な い . 明確 た に いえ ば , ど ち 
ら の タス ク の 進行 も ひ の 右上 の 角 で 永久 に 停止 し な けれ ば な ら な い . 安全 で 
な い 領域 が 存在 する た め に は 三 つ の 条件 が 必要 で ある . 


1. 相互 排除 (Mutual exclusion). 各 タ スク ・ シ ステ ム は , それ が 使用 する 
資源 を 排他 的 に 自己 の 制御 下 に 置く こと と を 主張 する . 

2. 横取り 権 な し (Nonpreemption)、 タス ク ・ シ ステ ム は 保持 し て いる 資源 
の 使用 が 終っ まで それ を 解放 し な い . 

3. 資源 待ち (Resource waiting). 各 タ スク ・ シ ステ ム は , 他 の タス ク ・ シ 
ステ ム が 資源 を 解放 する の を 待っ て いる 間 , (既に 獲得 し た ) 資 源 を 保持 し 続け 
る . 


閉鎖 それ 自身 は , 解け な い 循 環 待 ち (circular wait) の 状態 と し て 定義 され る 
けれ ども ゃ , この 待ち も が 解け な いこ と は 相互 排除 と 横取り 権 な し の 条件 で 保証 さ 
れ て いる . 進行 (progress), 閉鎖 (deadlock) お よ び 安 全 性 (safeness) の 概念 を 
形式 化し た 後 , 閉鎖 の 扱い に 関す る 次 の 三 つ の 接近 法 を 考え よう . 


C? の 進行 
実行 可能 で な い 領 城 


4 | Ss 
つつ 1 BN 


31 | の 進行 
が > 


2.3-2 安全 で な い 領域 が ある 進行 空間 
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1. 予防 (Prevention). シス テム 設計 を 規制 する か , 資源 の 使い 方 を 適当 に 
制限 する こと に よっ て , 上 記 の 三 つ の 必要 条件 の うち の 一 つか それ 以上 が 除外 
され る よう に する . 

2. 検出 と 回 復 (Detection and recovery). オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム が 
全て の タス ク ・ シ ステ ム の 結合 進行 を 監視 し て いて , も し 閉鎖 の 発生 が 察知 さ 
れ た な らい ば, 最小 の 費用 で この 事態 を 矯正 し 回 復 す る た め の 特 別 な 動作 を 行う 
よう に する . 

3. 回 避 (Avoidance). 資源 の 使い 方 に つい て 予め 分 っ て いる 情報 に 基づい 
て , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム は , 結合 進行 路 の 次 の 一 歩 が 安全 で な い 領 域 
に 入ら な いよ うに , 資源 の 割当 て を 制御 する . 


閉鎖 の 問題 を 形式 化す る に 当っ て , タス ク の 連鎖 (chain) の いく つか か ら 成 
る タス ク ・ シ ステ ム を 考え る [5]. 連鎖 の シス テム CilOC5Il … 1 の 中 の 4 番 
目 の 連 鎖 を C』 = 77(1) 分 (2②)… 分 ( の :) (の : 1) と 表 そ う . 閉鎖 の 性 質 に 関連 し 
て タス ク ・ シ ステ ム は 連鎖 の 並列 結合 で ある と する 単純 化 は , 本 質 的 に は 一 般 
性 を 全く 損なう こと の な い 大 変 都合 の よい も の で ある . 重要 な 仮定 は , 連鎖 の 
資源 の 使い 方 は 一 つの タス ク の 実行 中 は 不変 で ある けれ ども , 実行 が ある タス 
ク か ら 他 の タス ク へ 移る と き に は 資源 の 使い 方 も 変化 する あと いう こと で ある . 
実質 的 に と の 性 質 が , 連鎖 に よっ て モデ ル 化 され て いる プロ グラ ム ま た は ジョ 
ブ の タス ク へ の 分 解 を 定義 し て いる の で ある . 

各 タ スク は , その 連鎖 に よっ て 既に 保持 され て いる 資源 に 加え て , 実行 開始 前 
に 行う 資源 単位 の 要求 と , 保持 し て いる 資源 の うち 連鎖 内 の 次 の タス ク へ 引渡 
さ な い 資源 単位 に 対し て 実行 終了 後に 行う 解放 と に よっ て 特徴 づ は けら れる. し 
た が っ て , タス ク 宴 (⑰ に は 要求 ベク トル (request vector)qi() = (9 の, …, 
ix (の ) と 解放 ベク トル (release vector)ri() ニ (7 の , …, 7z の) が 対応 づけ ら 
れる . ここ で , (は, 和 ⑦⑰ の 開始 に 必要 な 有 , の 追加 単位 数 を , 7 の は 
7 の 終了 時 に 解放 され る 更 , の 単位 数 を 表す . また , w- 組 の 0 を 0 で 表す 
こと に する . 一 般 に は , qi(⑰ = 0 ある い は ri(⑰ ニ 0 で あっ て も よい . 連鎖 
C, の 資源 の 使い 方 が 旭 ( の と 分 0 十 1) で 変る と いう 仮定 は 次 式 と 等 価 で ある . 


mg(0O 邦 qi(2 土 1) (1 く <7 く る 2)) 


まず , 一 本 の 連鎖 C, が 実行 され る と いう 仮定 の 下 に , 状態 と 状態 遷移 を 定 
義 し よう . 連鎖 G は 唯一 の 実行 系 列 e = ダ 7:(①) 旭 (1) … の (2) = ga … gk … 
gzs。 を 持つ の で , これ に 対応 する 状態 系 列 ? = sosi … sz … sss,。 を 明確 に し た 
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い . そこ で , これ ら の 状態 を , e の 各 事 象 の 後 で 連鎖 に 割当 て られ て いる 資源 
の 集合 と , 連鎖 が 要求 し て いる 資源 の 集合 が それ ぞ れ 明示 され る よう に 定義 し 
よら. 閉鎖 の 研究 は タス ク が 遂行 する 機能 に 関わ ちり が な いか ら , 資源 の 内 部 
状態 は 問題 に 関与 し な い . それ ゆえ ぇ , 一 対 の ベク トル Ei:(》) (Pi(6, …, 
ア ぁ ( め ) と Qi(⑯ = (On (6 め , …, の ぁ ()) に よっ て 状態 sz が 完全 に 指定 され る . 
ここ で , (6) と の (2) は それ ぞ れ , eg の 事象 gz の 後 , 連鎖 C: が 保持 し て い 
る 只 , の 単位 数 と 要求 し て いる 天 , の 単位 数 を 表す . ベク トル PE:( め と Qi( め ⑯ 
は , qz(⑦⑰ と ri() を 用 いて 次 の よう に 表 さ れる . 


QO) ニ qiO)  , Ei(0O) =0 
gz 三 7:(0 な ら ば , 
(2.8.1) Q:(6) =0 , Pi(6) Ei(k 一 1 十 Q& 一 1) 


gz 三 印 () なら ば , 
Qi⑭) = qiG 二 1, (6 = ニ Pi( 一 1) 一 ri( の 


資源 の 最終 的 な 割当 て 状態 を 表す P,(2z:) は 次 の 条件 を 満た す も る の と する . 
2⑫.8.2) P,(2p:) = qdi⑦O 一 mr⑦) =0 


(すなわち , 連鎖 は 究極 的 に は , それ が 要求 し た あら ゆる 資源 を 解放 する .) 式 
(2.3.1) に よれ ば , タス ク が 要求 し た 追加 分 の 資源 は , 同時 に 与え られ な けれ 
ば な ら た な い . また 終了 事象 狗 () に は , 分 (に よる 資源 の 解放 と その 直後 に 
旭 (2 十 1) に よっ て な され る 資源 の 要求 と が 結び 付け られ て いる . さら に , 全て 
の 資源 が 利用 可能 で ある よう に 初期 状態 を 選ん だ の は , その 方 が 便利 だ か ら と 
いう だ け に 過ぎ な い . 以下 の 諸 定 義 と 諸 結 果 は , より 一 般 的 な 初期 状態 を 考慮 
に 入れ た も の に 容易 に 拡張 され る . 図 2.3-3 は , 三 つ の タス ク か ら 成 る 連鎖 
と , それ ら の タス ク の 要求 / 解 放 ベ クト ル を 示し て いる . Gi の 実行 系 列 に 対応 
する 状態 系 列 も 同 図 に 示さ れ て いる . 

さき さて, シス テム C= テ IOC5ll … 1C。 が 実行 され る も の と し て , 状態 お よ 
び 状 態 遷 移 を 定義 し よう . 上 記 の 議論 を 一 般 化 する と , シス テム の 名 状態 s 
は , 次 に 示す 行列 の 対 [P( め , Q(⑯)] に よっ て 表 さ れる . 


Pi( ぬ Q⑭) 
P@) =| ・ Q(⑯) = 


P。(⑯ Q。⑰ 
2Z 
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di 「 
人 7 (1) (0, 1、 2、0) (0,0, 2.0) 
7 (2) (1、0,0.1) (0,0,0, 1) 
7」 (3) (0, 0, 2.0) 2 9) 


シス テム : R = ( パ 」, が っ, 久 3, 4 )。 w = (3 3, 3。 3) 


実行 系列 暫 ) (0 頂 @⑳ 馬 加 0 
(ん ): (0000) (0120) (0O100) (1101) (1100) (1120) (0000) 
Q (ん ): (0120) (0000) (1001) (0000) (0020) (0000) (0000) 


図 2.3-3 連鎖 と 実行 系 列 の 例 


eg 三 ga…Oz… が シス テム で の 実行 系 列 な ら ば , 対応 する 状態 系 列 sosi … sx 
… は 式 ②.3.1) を 行列 P(6) と Q(《) の 適当 な 行 に 適用 する こと と に よっ て 定義 さ 
れる . これ ら の 行列 に お いて , Q:( の 0 の 持つ 意味 は , 連鎖 C: が 一 つか そ 
れ 以 上 の 資源 の 割当 て を 待っ て いる と いう こと で ある . また , Pi()0 か つ 
Q.(6) = 0 は, Ci が 実行 中 で ある か また は 実行 を 続け る 準備 が 散っ て いる とこ 
と を 意味 する . (6) 十 Q:(6) チ 0 で ある な ら ば , 連鎖 C: は 活動 中 で ある と 
いら. 二 つ の 連鎖 を 持つ タス ク ・ シ ステ ム の 例 を 図 2.3-4 に 示す . 

我々 の モデ ル で は , 考慮 中 の 連鎖 の 集合 に タス ク の 連鎖 を 追加 する こと も 削 
除 す る こと も で き な い と いう 意味 で , 十分 な 一 般 性 に 欠け て いる . 後 で 分 る よ 
うに , 行列 P と 0Q に 行 を 追加 し た り 削 除 し た りす る こと に よっ て 新しい 連鎖 
の 参入 や 退去 を 考慮 に 入れ る こと は 容易 で ある . 特に , 新しい 連鎖 C% ヵ 1 が 活 
動 中 の 連鎖 の 集合 に 参入 する と き , 行列 P に は 行 Paii 三 0 が , 行列 O に は 
行 Q。i 三 qari(1) が 追加 され る . これ は 本 節 の 議論 の 自然 な 拡張 で あり , 定義 
や 結果 に 本 質 的 に は どの よう な 影響 も 与 を な いか ら , これ 以上 の 考察 は 行わ な 
い . 

開始 の 遷移 (ある タス ク の 開始 に 対応 する 遷移 ) は , どの 型 民 , に つい て も そ 
の タス ク が 要求 し て いる 資源 量 が その 時 点 で 利用 可能 な 肛 , の 量 を 越え て いな 
いと き , (次 に 定義 むる v() に 関し て ) 許容 可能 で ある (allowable) と いう . 利 
用 可能 資源 ベク トル (available resource vector)v(z) (gi(), …, 9。( め ) を 
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(9 65 
申 q。 
万 (1) (0, 1, 2, 0) (0, 0, 2 0) 7>(1) (2.0, 2, 2) 
7」(2) (1, 0, 0, 1) (0, 0, 0, 1) 7 (2) (1, 0, 1, 0) 
万 (3) (0, 0, 2, 0) UL 2.09 
シス テム : R=(Ai,A,A3, 4), "=(3.3, 3,3) 
実行 系 列 oc 4O 匠 GO 師 GO PCD の 7 
P…: OO000 0120 0O1OO 0100 0OIOO 0100 0100 
"0000 0000 0000 2022 2020 3030 0000 
ぶ 。 9120 0000 1001 1OO! 1001 10O1 1001 
Q⑦⑭): 2022 。 2022 2022 0000 iolO 0ooo 0000 
GO) 宴 ⑳ 0 
1101 11lOO 1120 0000 
0000 0000 0000 0000 
完 了 
oo00 oo20 0oo0 oooo 
0000 0000 0000 0000 


次 の よう に 定義 する . 


2.3-4 C=ilC。 の 例 


の () ニー (の) (1 <7< が ) 


(0, 0,0, 2) 
(3, 0, 3, 0) 


旭 ⑰ の 開始 が 連鎖 C: で 次 に 起ち うと し て いる 事象 で ある と 仮定 する と , 事象 
on 三 ア (0 に 対応 する 状態 遷移 は , Q:(《) < ャ (が 「 な ら ば 許容 可能 で ある . 
実行 系 列 は , その 開始 の 遷移 の 全て が 許容 可能 で ある と き 正 当 で ある (valid) 
と いう . 正当 な 実行 系 列 が 常に 存在 する こと は 次 の よう に し て 示さ れる . どの 
連鎖 ふも ふ システム の 容量 を 超え る 資源 の 要求 を 決し て し な いこ と を 思い 出 そ う . 
任意 の 順序 で (た と えば , Ci が 終 れ ば O5, C5。 が 終 れ ば Cs と いっ た 順に ) 連 鎖 


1 メー (Z と ーッ タ 。)。 y ー (9 っ 9) で ある と き , x ニャ は 各 :? に 対し て zi < で ある こと を 
意味 する . また , x く ゞ は , xy, か つ , 少な く と も 一 つの 1 に 対し て zi こ で ある こと 


を 意味 する . 


ら み 
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を 一 つ ず つ 直 列 に , 全て が 完了 する まで 実行 する こと が 可能 で あり , それ が 一 
つの 正当 な 実行 系 列 を 定義 むす る . し た が っ て , ? 個 の 独立 な 連鎖 か ら 成 る 各 タ 
スク ・ シ ステ ム に 対し , 少な く と も 2%! 個 の 正当 な 実行 系 列 が 存在 する . 
閉鎖 の 問題 を 取扱 う の に 重要 な 定義 が 二 つ あ る . 一 つ は 閉鎖 の 検出 に 関連 し 
て , も う 一 つ は 閉鎖 の 回 避 に 関連 し て 有用 で ある . 


定義 2.3 

C=CilOC5l … Ce とし, 各 Ci(1 <? くめ) は 連鎖 で ある と する . gw 三 qw 
…9@x を C の 部 分 実行 系 列 と し , c = sosi … sz を それ に 対応 する 部 分 状態 系 列 
と する . 連鎖 番号 の 空 で な い 集 合 が 存在 し , の に 属す る 各 ? に 対し て 次 式 
が 成り 立つ と 仮定 する . 


②.8.8) Qi(⑯ ま Y⑥ 才 P⑯ 


この と き , は 閉鎖 され (て い ) る (また は , sz は 閉鎖 を 含む ) と いう . また , 
の に 属す る 各 ? に 対し て , 連鎖 C: も 閉鎖 され (て い ) る! と いら. 


この 定義 は 次 の こと を 意味 する . すなわち , 式 (2.3.3) は , に 属す る 各 ? 
に 対し , Qi(%) 子 0 で ある と き に の み 成 り 立 つか ら , 連鎖 C: で 次 に 生起 し ょ 
うと し て いる 事象 が ある タス ク 7:(⑰ の 開始 で ある と き に の みみ 成り 立つ こと が 
分 る . さら に , どの ? 手 に 対し て も 開始 の 遷移 gi ニア: が 許容 可能 で 
な いと いう こと を 表し て いる . し た が っ て , 活動 中 の 連鎖 の ある 空 で な い 部 分 
集合 が 存在 し て , これ に 属し て いな い 活動 中 の 連鎖 が 今後 どの よう な 資源 の 使 
い 方 を する か に か か わり な く , この 部 分 集合 中 の どの 連鎖 も 次 の タス ク の 実行 
を 始め る こと が で き な い な らい ば , 閉鎖 が 存在 する と いう こと を この 定義 は 述べ 
て いる . 特に , た と ぇ 閉鎖 され て いな い 全 て の 連鎖 が 保有 資源 の 全部 を 解放 し 
た と し て も , 閉鎖 され て いる 連鎖 の どの 一 つ に と っ て も , 進行 する に は な お 資 
源 不 足 で ある と いら うら こと な が 分 る . 連鎖 は どの 資源 に つい て も シス テム の 容量 以 
上 に 要求 する こと は な いと いう 仮定 が か ある の で , 閉鎖 状態 に は 少な く と も ゃ 二 つ 
の 連鎖 が 関与 し な けれ ば な ら な い . すなわち , の は 空 で な いな ら ば 少な く と も 
二 つ の 連鎖 を 含む と いう こと に 注意 し ょ 5. 

閉鎖 され て いる プロ セス の 簡単 な 例 が , 前 述 の 例 の 連鎖 と シス テム に 対し 
て , 図 2.3-5 に 示さ れ て いる . 次 の 部 分 実行 系 列 に 示さ れ て いる あら ゆる 開始 
の 遷移 が 正当 で ある こと は 容易 に 確か め ら れる . 


† 訳注 C, は "閉鎖 状 態 に ある ' と も いう . 
†† 訳注 タス ク ・ シ ステ ム C ふ も "閉鎖 状態 に ある ′ と いう . 


6 の 


2.8 閉 鎖 


91 > 
di q。 の 
(1) (0.1.2.0) (0,.0,2.0) 72(1) (2.0,2.2) (0,0.0,2) 
77(2) (1.0.0.1) (0,.0.0,1) 75(2) (1.0.1.0) (3.0,3,0) 


7⑬) (0.0.2.0) 。 1,1,2.0) 


シス テム : R =(A」A。A。A4), "=(3,3, 3, 3) 


w 7 (1) 拓 () 電 0 劣 00 史生 省 ⑳ 
0000 0120 0100 0100 01O0 IlOl 1ll00 
P《) oooo 0000 0000 2022 2020 2020 2020 
閉 鎖 
oe) 9120 0000 1001 1001 IOOl 0000 0020 
2022 2022 2022 0000 1010 1010 1010 
30 $1 32 93 94 ゞ s Se 


Y( ん ) (3333) (3213) (3233) (1211) (1213) (0212) (0213) 


図 2.3-5 閉鎖 の 例 


e 三 7①⑪ 欠 ①⑪75① 75①⑪77,(②) 1②) 


事象 71(2) の 後 は , Qr(6) ま ャ (めも Qz(6) ま Y( め も 成り 立つ の で , 77(3) 
も 7。(2) も 共に v( め に 関し て 許容 可能 で な い . 閉鎖 の 意味 は , も ちろ ん , の 
も の も その 相手 側 か ら 強 制 的 に 資源 を 横取り し な けれ ば g の 最後 の 事象 より 
も 先 へ 進む こと は で き な い と いう と と で ある . 


定義 2.4 
ヶ 三 sosi… sz が 部 分 実行 系 列 w ga … gz に 対応 する 状態 系 列 で ある と す 


る . eg を 語頭 と し て 持つ 正当 か つ 完 全 な ! 実行 系 列 が 少な く と も ーー ご 存在 する 
な ら ば , sz は 安全 な (safe) 状態 で ある と いい , そう で な けれ ば , それ は 安全 で 
な い (unsafe) と いう . 
ある 状態 が 安全 で ある こと を 証明 で きる の は , 各 連 鎖 の 資源 の 使い 方 が 前 も 
っ て 分 っ て いる 場合 だ け で ある と いら うら こと は 明らか で ある . 閉鎖 され た プロ セ 
† 訳注 “完全 な " 実行 系 列 と いう 用 語 は 未定 義 で ある . 実行 系 列 の 定義 自身 に , 与え られ た タス 
ク ・ シ ステ ム の 全て の タス ク の 開始 お よび 終了 事象 を 含む こと が 明記 され て いる が , この こと 
を 強調 し た も の で あろ う . 
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ス の 最後 の (閉鎖 を 含む ) 状態 は 明らか に 安全 で な い が , 状態 は 閉鎖 され て いな 
く て も 安全 で な いこ と と が ある . これ は 図 2.3-5 の 状態 ss に 示さ れ て いる . こ 
の 状態 か ら は , 実行 系 列 の あり 得る (先行 制約 を 満た す よ うな ) 残 り の 部 分 で あ 
り , し か も 正当 か つ 完 全 な 実行 系 列 の 語尾 (sufHx) に な り 得る も る の は な い . 実 
際 , 一 度 シ ステ ム が 安全 で な い 状 態 に 入り 込む と , 安全 で な い 状 態 に と どまり 
続け な けれ ば な ら ず , 閉鎖 は 避け られ な い . 

閉鎖 と 資源 の 状態 sz を 表現 する 手段 と し て , グラ フ に よる 種々 の 方 法 が 導 
入 さ れ て いる [5, 6, 7]. 本 書 の 目的 に 対 し て , グラ フ を 使う こと は 本 質 的 な 
こと で は な いけ れ ど も ゃ も, グラ フ は 資源 割当 て に つい て の 形式 的 な モデ ル の 人 性質 
を 見 易く し , 簡単 化す る の に 役立つ . 最も 簡単 な グラ フ 表 現 は , 資源 の 型 戸 」 
5 長 。 に 対応 し た 7 個 の 節点 の 集合 お よび 次 の よう に 定め られ た 枝 の 集合 
を 持つ 有 向 グラ フ G, を 定義 むす る こと に よっ て 得 ら れる . すなわち , @, に 枝 
( 民 訪 表 ) が ある の は , アア 』(6 と の (6) が 両方 共に 零 で な いよ うな 連鎖 C, が 
存在 する と き , すなわち , ん 番目 の 事象 の 直後 に お いて Ci が 型 刀 』 の 資源 を 
保持 し て お り 型 玉 。 の 資源 を 要求 し て いる と き , か つ そ の と き に 限る . 

さて , sz に お いて , 閉鎖 状態 に ある 連鎖 の 集合 が の で ある と 仮定 する . 閉 
鎖 状 態 に ある か ら , の の 連鎖 C:, は , の の 他 の 閉鎖 され た 連鎖 C。 が 保持 し て 
いる ある 型 。 の 資源 を 要求 し て いる は ず で ある . 同様 に , Cj』 は , の の 他 の 
連鎖 CC が 保持 し て いる ある 型 忌 。 の 資源 を 要求 し て いる は ず で あり , さら に 
C。 は の の Ci が 保持 し て いる ある 型 戸 。 の 資源 を 要求 し て いる 等 々 で ある . 
, の 定義 か ら , 次 の よう に 結論 する こと が で きる . 


命題 2.1 
状態 sx が 閉鎖 を 含む な ら ば , Gr は 閉路 (circuit), すなわち , 一 の 以上 の 節 
点 か ら 成 る 有 向 の 環 (1oop)( ま た は , 輪 (cyele)) を 含む . 


G, の 閉路 に 現れ る 連鎖 「 は , 与え られ た 型 の 資源 の 全部 を 必ず し ゃ 制御 し て 
いる と は 限ら ちら な いか ら , @ に 閉路 が 存在 する こと は , 一 般 に は , 閉鎖 の 存在 
の 十分 条件 に は な ら な い . た と えば , 連鎖 C は , 閉路 上 の 他 の 連鎖 が 保持 し 
て いる 型 兄 , の 資源 を 要求 て いる と いう だ け の 理由 に よっ て 与え られ た 閉路 
上 に ある の か も 知れ な い . も し > 1 な ら ば , 現在 は 利用 可能 で な い 型 天 : 
の 資源 を , 与え られ た 閉路 上 に な い 他 の 連鎖 が その 後 解放 する か も 知れ な い 
の で ある . し た が っ て , sk で は C は 必ず し ゃ 閉鎖 状態 に ある と は 限ら な い . し 


† 訳注 @z の 定義 か ら は , 連鎖 が 直接 @z 上 に 表現 され て は いな い . し か し , 上 の 説明 で , た と 
えば , 枝 ( 避 志久) に 連鎖 名 Cj。 が ラベ ル と し て 付け られ て いる と 考え れ ば よい 
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か し , 特殊 な 場合 と し て , @G, の 閉路 が 節点 表 放 放 …) か ら 成 っ て いて , 
これ ら の 型 の どの 資源 も 1 単位 し か な い (%: の 』 デ ーー の ょ 1) な ら ば , 
閉鎖 が 存在 する は ず で ある と いう こと は 明らか で ある . 


2.3.2 予 防 

前 に も 述べ た よう に , 必要 条件 (相互 排除 , 横取り 権 な し , 循環 待ち わ ) の うち 
の 一 つか それ 以上 が 成り 立ち 得 た いよ うに する な ら ぱ ば, 閉鎖 は 予防 し 得る . 相 
互 排除 の 条件 は , 資源 の 物理 的 ある い は 論理 的 な 性 質 か ら , 通常 は 否定 する こ 
と が で き な い . 横取り 権 な し の 条件 お よび 循環 待ち の 条件 は , ある 特殊 な 場合 
に は 否定 する こと が で きる . 以下 に その 各々 の 場合 に つい て 考察 する . 

どの よう な 部 分 実行 系 列 に お いて も ゃ も , 全て の お よび 全て の 連鎖 C: に 対し 
て , Q:( め 子 0 な ら ば P:() 三 0 で ある と い う 制 約 条 件 が 成立 する も の と 仮定 
する . し た が っ て , 式 (2.3.3) の 右辺 は シス テム の 容量 で ある w に 縮退 する . 
仮定 に より 全て の タス ク の 開始 は w に 対し て 許容 可能 で ある か ら , この 制約 
下 で は 閉鎖 は 起り 得 な た ない. この 制約 は , 各 連 鎖 は 追加 の 資源 を 要求 する と き に 
は いつ も , 資源 を 全く 保持 し て いて は な ら な いと いう こと と を 要請 する も の で あ 
り , 単に これ は (閉鎖 発生 の 必要 条件 の 一 つ で あっ た ) 横 取り 権 な し を 否定 し た 
の と 同じ こと に な っ て いる . 

ある 資源 を 保持 し て いる 連鎖 が それ 以上 の 要求 に 応じ て 貰え な いと き に は い 
つも る , 保持 し て いる 資源 を 解放 し て か ら 追 加 分 の 資源 と 併せ て 要求 する と いう 
こと が 義務 づけ られ る な ら ば , 上 述 の 制約 条件 は 成立 する . この 技法 の 一 般 的 
な 適用 は , あら ゆる 資源 は 横取り 可能 で ある と いう 支持 で き な い 前 提 を 当然 の 
こと し て 舎 ふ で い 全 、 

上 記 の 制約 を 実現 する 別 の 方 法 は , 各 連 鎖 に , あり 得る 最大 の 要求 を 最初 に 
行う と いう こと を 認め る こと で ある . この 方 法 は , 連鎖 に 割当 て られ た ある 資 
源 が 長い 間 使 われ な いま ま に な る か も 知れ な い の で , 資源 の 利用 率 が 悪く な る 
と いう 欠点 が ある . 

し ば し ば 適用 され る 手法 と し て , 命題 2.1 に 表現 され て いる 循環 待ち が 生じ 
な いよ うら に する 資源 の 使い 方 に つい て の 制約 を 含む も る の が ある [9]. この 制約 
は 資源 の 型 に つい て の 次 の よう な 性 質 を 持つ 線形 順序 (inear order) さと な っ 
て 現れ る . 便宜 上 , 資源 の 型 の 番号 は , ア 」 $ fP2。 き … < 所 。 と な る よう に つけ 
られ て いる と 仮定 する . 型 戸 : の 資源 を 保持 し て い る 連鎖 が 型 選 の 資源 を 要 
求 で きる の は , 旭 : 戸 , の 関係 に ある 場合 に 限ら れる . その よう な 線形 順序 が 
存在 する と き は いつ も , 連鎖 は 順序 付 資 源 使用 法 (ordered resource usage) の 
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制約 を 受け る と いう . 

さて , グラ フ @ に 節点 提 角 放 … 表 を 含む 閉路 が 存在 する と 仮定 する . 
も しゃ, G, に 現れ て いる 連鎖 が 順序 付 資源 使用 法 の 制約 を 受け て いる な ら ぱ ば , 
( 避 。 戸 ) が G, の 枝 に な り 得 る の は 刀 : さ アア, の と き に 限る . し た が っ て , 上 で 
与え られ た 閉路 は 及 。 る アイ … S 刀 。 < 及 で ある こと と を 意味 し て お り , 線 
形 順序 の 推移 性 か ら 次 の 矛盾 が 生ずる . すなわち も , 閉路 内 の 全て の 資源 の 型 
太 , と 記 ) に 対し 天天 ) か つ 上 天 , き し た が っ て 次 の 命題 を 得る . 


命題 2.2 
順序 付 資源 使用 法 の 制約 を 受け る 連鎖 の 集合 の 実行 に 対応 する 状態 系 列 は , 
閉鎖 され る こと が な い . 


入力 一 実行 一 出力 と いっ た 操作 の 系 列 に お ける よう に , ある 直列 の 順序 で 連 
鎖 が 資源 を 必要 と する と き , 閉鎖 を 予防 する 一 つの 方 法 と し て この 順序 付 資源 
使用 法 が 特に 適し て いる . 

閉鎖 を 予防 する 上 記 の 諸 方 策 が 部 分 的 に し か 適用 で き な い と き , 与え られ た 
ー つ の シス テム に お いて それ ら を 組合 わせ て 使う こと も 可能 で ある し, また, 
設計 者 が シス テ ュ 設 計時 に それ ら の 制約 を 具体 化す る か , ある い は シス テム の 
構成 要素 と し て の タス ク を も 含む 全て の タス ク ・ シ ステ ム が 資源 要求 時 に ある 
種 の 協約 に 従う べき こと と を 強制 する か の いずれ か に よっ て 実現 可能 で ある こと 
も 明らか で ある . 


2.3.3 検 出 

状態 ss が 持っ て いる 情報 を 使っ て , 閉鎖 が 存在 する か 否 か を 決定 する アル 
ゴリ ズム を 考案 で きる な ら ば , 検出 の 問題 が 解け る こと に な る . 定義 2.3 に 直 
接 に 基づい て いる 下記 の アル ゴリ ズム は , 利用 可能 な 資源 量 で は 不足 で ある よ 
うな 連鎖 だ け か ら 成 る 集合 を 残し て その 実行 を 終了 する よう に , sz に お ける 連 
鎖 の 実行 を 全て の 連鎖 に 対し て シミ ュ レ ー ト し て みる と と に よっ て , sz が 閉鎖 
を 含む か 否 か を 明らか に する よう に 設計 され て いる . 


アル ゴリ ズム D1 

段 1. 初期 化 : カー{1. 2, …, 引 ) Vー ャ (が ). 

段 2. Q:(%) く V で ある よう な の 人 属す る 連鎖 番号 ? を 一 探す. も し 一 
つも 見 つか ら な けれ ば , アル ゴリ ズム は 終了 する . 

段 3. カー カー { : VーV 十 Pi( め : 段 2 へ 行く . 
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2.3 閉 鎖 


アァ ル ゴ リ ズム D1 に つい て な され る べべ き 重要 な 観察 は , 利用 可能 資源 ベク 
トル V は アル ゴリ ズム の パス ( 段 2. 3 の 実行 ) の 継続 に 対し て 常に 単調 非 減少 
で ある こと と で あり , これ は , (実際 , 二 つ 以 上 の 系 列 が 正当 で ある 場合 ) 実行 可 
能 な 連鎖 が 完了 する 順番 に 関わ っ て いな い . し た が っ て 4 回 目 の パ ス ( パ ス ? 
で 実行 可能 な 任意 の 連鎖 は , 任意 の 7>? に 対し て , ペ ス 7 で も 実行 可能 で 
な けれ ば な ら な い . 逆 に , 利用 可能 資源 ベク トル の 最終 の 値 は , (最終 の ) 集 
合 の に 属す る どの 連鎖 に 対し て も 不足 し て いる か ら , この 集合 は 正確 に 閉鎖 さ 
れ た 連鎖 の 集合 で ある こと に な る . この アル ゴリ ズム は , 全て の 連鎖 が 完了 で 
きる か どう か を 調べ る の で は な く , 各 連 鎖 の タス ク が も ゃ も う 一 つ 完 了 で きる か ど 
うか だ け を 調べ る も の で ある こと に 注意 し ょ よう. 

アル ゴリ ズム D1 は , 最悪 の 場合 に は 全て の パス に わた っ て 集合 の す な 
わ ち , パス ? に お いて は (% 一? 十 1) 個 の 連鎖 か ら 成 る 集合 の 全 要 素 を 探さ な 
けれ ば な ら な い . し た が っ て , こと の アル ゴリ ズム の 走行 時 間 は , 2 和 (2 一 
? 十 1) ニ ウ (%・72) に 比例 する !. 資源 の 状態 に 対し て も っ と 凝っ た 表現 法 を 使 
らち と, 走行 時 間 が の (Z%・) で ある 検出 アル ゴリ ズム を 作る こと が で きる [6]. 
この 速い 方 の アル ゴリ ズム の 原理 は 次 の 通り で ある . 利用 可能 資源 ベク ト 
ルー テ (WP …, 攻 ), 現在 の 要求 行列 0 お よび 現在 の 資源 割当 て 行列 P が 与 
えら れ て いる と する . 各 列 7 に 対し , @⑦』 ミア な ら ば 欄 ⑳:, に 印 を つけ る . 
行 ? の 全て の 欄 に 印 が つけ られ る と , Q: < V で ある こと に な り , 連鎖 C: の 
次 の タス ク の 開始 が V に 関し て 許容 可能 と な る . Ci は 究極 的 に は 完了 する も 
の と 仮定 する と, 現在 保持 し て いる 資源 (P:) は 究極 的 に は 返し て 貰え る か ら , 
新しい 利用 可能 資源 ベク トル V'=V 十 : を 用 いて O 内 の 欄 に 印 を つけ る 作 
業 を 続け る こと が で きる . < こ アア で ある か ら , 前 に 印 を つけ た 全て 
の 欄 は 印 が つい た まま で よい . この 過程 を 続け る と 究極 的 に は , Q の 全て の 欄 
に 印 が つく か , また は , 印 の つい て いな い 欄 を 少な く と も 一 つ 含 む よ う ら な 行 の 
番号 の 集合 の が 残る か の いずれ か で ある . 後者 の 場合 , 各 7 三 に 対し て , 
Q⑩, に 応ずる 開始 の 遷移 は , 


V 寸 E: 


1? の 


に 関し て 許容 可能 で な い . し た が っ て , の に 属す る 番号 を 持つ 連鎖 は 閉鎖 され 
て いる こと を 意味 する . 
印 を つけ る 手続 き を 能率 化す る た め , 手続 き 中 の 任意 の 時 点 で , Q の 行 ? 内 


† 記法 の げ (%)) は “7(%) の 位 数 ” と 読み , 大 き さ が , 全て の ?z に 対し て げ (0 | の ある 定数 倍 以 
下 で ある 量 を 表す . 
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の 印 が つい て いな い 欄 の 数 z: を 要素 と する ベク トル xー (zi, …, xs) を 定義 す 
る . 最初 は , x 三 (, …, 7%) で ある . の , に 印 を つけ た と き に は いつ も zi か 
ら 1 を 引き , zi 0 に な る と V に PP: を 加え る . この 手続 き を さら に 改善 する 
た め に は , 列 7 で また 印 が つけ られ て いな い @ の ミア, を も っ と 効率 良く 探す 
必要 が ある . この た め , 列 7 の 欄 を , Oi く の ミー SO に な る よう 人 待 
ち 行 列 
太 三 (の 人 の) で めのう 


の 形 に 並べ 替え る . 列 7 の 探 策 手続 き に は , 切 , の 先頭 の 欄 ⑳』』 が , の ミア 
で ある か どう ら か の 判断 が 含ま れる . も し そう な ら ば , z, か ら 1 を 引き , 臣 か 
ら @ を 消去 する . 明らか に , この 探索 アル ゴリ ズム の 走行 時 間 「 は 待ち 行列 
大 …。 用 。 を 空 に する の に 要する 時 間 の (2%) に 比例 する . こと の アル ゴリ ズム 
の 形式 的 な 仕様 を 下 に 示す . 便宜 上 , 任意 の 列 o zizz … ヶ , に 対し , head 
(@) 三 ai, tail(o) ニ es … を, と 定義 する . 


アル ゴリ ズム D2 


の カー [1 2 …, 4 ) リーY( め : x 二 (2, …, 72)j do7e*ーfalse : 
while not doze do 
go726e* 一 ture : 
for 7 三 1,2, …, 72 do 
while 邦 , nonempty and head( 刀 ) こく do 
ヵ で (head( 存 ) の 要求 を 出し た 連鎖 の 番号 ) 
太 , で tail (万) 
2 一 1 
if zz 三 0,then{tVーV 圭 P,(: DD 一 人 亡 : oe で false] 


アァ ル ゴ リ ズム ょ D2 が 停止 し た と き , 集合 の は ( 空 で な けれ ば ) 閉鎖 され た 連 
鎖 の 番号 を 含ん で いる . 実際 に は , いく つも の 待ち 行列 大 か ら 欄 を 消去 する 
必要 は な く , その 代り に , 各 リ スト 下 , 内 を 指す 一 組 の ポイ ンタ を , 探索 の 進 
行 に 連れ て 進む よう に 維持 すれ ば よい . 

太 ,。 が が 与え られ た と き に は , アル ゴリ ズム ょ D2 を 実行 する 時 間 は 
2 に 比例 する けれども, タス ク ・ シ ステ ム の 実行 に 伴っ て 大 , …, 肪 。 を 要 
求 量 の 昇順 に 維持 する た め の 隠 れ た 費用 が ある . 実際 問題 と し て , これ ら の ソ 


† 訳注 待ち 行列 妨 , の 作成 時 間 は 含ま な い . 
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2.3 閉 人 鎖 


ー ト され た 待ち 行列 を 維持 する な ら ば , 要求 行列 を 別 の 項目 と し て 保持 する 必 
要 は な い . アル ゴリ ズ ょ D2 が 余分 に 複雑 こ な っ た 埋め 合せ と し て , ソー ト さ 
れ た 要求 の 待ち 行列 は , 資源 が 解放 され た 結果 , 待機 中 の 連鎖 に 利用 可能 に な 
る 度 ご と に , どの タス ク を 活性 化 で きる か を 決定 する 方 法 を 簡単 に し て くれ る 
と いう 大 き な 利 点 を 持つ . 特に , 利用 可能 に な っ た 資源 に 対応 する 待ち 行列 を 
走査 し , 今や 要求 が 満た され る よう に な っ た 全て の 連鎖 C: に 対し て 計数 z: を 
減ら すこ と が 必要 に な る だ け で ある . 減少 し て 零 に な っ た 計数 を 持つ 任意 の 連 
鎖 は , この 時 点 で 次 に 実行 する べき タス ク を 開始 させ 得る . 

閉鎖 を 検出 する 機構 が 与え られ た と き , 閉鎖 状態 か ら 回 復 さ せる 最も 簡単 な 
手法 と し て は , 恐らく , 閉鎖 され た 連鎖 の 各々 を 強制 終了 させ る 方 法 と か , そ 
れ 程 荒 っ ぱく は な い が , 閉鎖 が 除去 され る の に 十分 な 資源 量 に な る まで , 閉鎖 
され た 連鎖 を ある 順番 で 強制 終了 させ て いく 方 法 な ど が ある . 明らか に , も し 
強制 終了 され る な ら ば 閉鎖 が 除去 され る で あろ うら よう な 連鎖 の 極小 の 集合 を 探 
す ア ル ゴ リ ズム も 設計 で きる . 強制 終了 され つつ ある 閉鎖 状態 の タメ スク か ら 型 
大 の 資源 を 1 単位 取り 除く (強制 的 横取り の ) 度 ご と に , 一 定 の 費用 C, を 計上 
する も っ と も ゃ 一 般 的 な 手法 が 工夫 され て いる [8]. この 回 復 の アル ゴリ ズム は , 
強制 終了 に 要する 総 費用 が 最小 と な る タス ク の 集合 の 探索 を 行う . 


2.3.4 回 避 

本 書 で の 回 避 の 手法 の 定義 に よる と , 連鎖 に ょ る 資源 の 使い 方 に つい て の 予 
知 情報 が 必要 で ある . この 情報 は , 各 タ スク 7:() の 要求 ベク トル qi(⑰0 お よび 
解放 ベク トル ri(⑦⑰ の 具体 的 指定 と いう 形式 を と る . 

閉鎖 を 回 避 す る た め の ア ル ゴ リ ズム の 機能 は , シス テム の 状態 が 常に 安全 で 
ある よう に 事象 の 生起 順序 を 制御 する こと で ある (定義 2.4 参照 ) し た が っ て , 
その よう な アル ゴリ ズム は , 連鎖 が 資源 を 要求 ある い は 解放 する 度 ご と に 呼 
ば れ な けれ ば な ら な い . 状態 ss 三 [P( め , QO( め ] が 安全 で ある こと が 分 っ て お 
り , 回 避 の アル ゴリ ズム は 遷移 sz 一 s+1 が 許容 可能 か つ 安 全 で ある ! か どう か 
を 決め よう と し て いる も の と 仮定 する . 二 つ の 場合 , すなわち , ある ? と 7 に 
対し て ga 三 分 ⑦ の 場合 と xi ニダ:() の 場合 が あり 得る . 前 者 の 場合 , 状 
態 si は 次 式 で 定義 され る . 

† 訳注 この 表現 は と れ ま で の 用 語法 か ら や や 逸脱 し て いる . まず , これ は 「 居 移 sk 一 ski が 

許容 可能 で あり 」 か つ 「 状 態 saki が 安全 で ある 」 の 意 で あり , さら に , 札 移 sk 一 sri が 終了 


の 居 移 で ある 場合 に は いつ も ゃ 許容 可能 で ある と 見 な し , それ が 開始 の 遷移 で ある 場合 に は こと れ 
まで の 定義 に 従う の で ある と 理解 し よう. 
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Pi(w 十 1) Pi() 一 mi の 0 Qi% 十 1) =qi⑦ 十 1) ⑦ く の 
Pz(z 十 1) =Pz( め Q(% 圭 1) =Q(6 (4 孝 の 
Y(z 十 1) ニャ) 十 r:⑦⑰ 


vY(%) さく ャ % 十 1) か つ sz が 安全 で あっ た か ら , 状態 szx』i も 安全 で ある . た と 
え 終 了 の 遷移 が 許容 可能 か つ 安 全 で ある と し て も , 回 避 の アル ゴリ ズム は ここ 
で 重要 な 役割 を 演ずる . と いう の は , 利用 可能 な 資源 が 増加 し , それ 以前 は 許 
容 可 能 で な か っ た 一 つの 以上 の 開始 の 遷移 を 許容 可能 に する か も 知れ な いか ら で 
ある . 

後者 の 場合 , q:(⑦ < ャ v(%) な ら ば szai へ の 遷移 は 許容 可能 で , sz+』 は 次 式 で 
定義 され る . 


Pi& 十 1) =Ei( 十 0《⑭) Qi% 二 1) =0 
Pa 十 1) 三 P』(⑰ ぬ ) 上 十 1) =Q(《6) ⑫ チ の 
vY(z 士 1) ニャ) 一 Q:(⑰) 


た と え sa へ の この 居 移 が 許容 可能 で あっ た と し て も , si は 安全 で は な い 
か も 知れ な い . し た が っ て , 回 避 の アル ゴリ ズム は , 開始 の 遷移 直後 の 状態 の 
安全 性 を 検査 する 手続 き を 組 込 ん で お か な けれ ば な ら な い . 

一 般 に , 安全 性 に つい て の 問 に 回 答 す る 手続 き は , 活動 中 の 連鎖 に 対す る 未 
生起 の 事象 か ら 成 り , し か ゃ 実行 系 列 の 語尾 と な り 得 る 全て の 系 列 を 数 え 上 げ 
る 探索 法 を 使う 9 こと に な る . そ の よう な 系 列 を 完了 系 列 (completion sequence) 
と いう . この 探索 手続 き の 目 的 は , v(z 十 1) が 最初 に 与え られ た 利用 可能 な 
資源 で ある と 仮定 し て , 開始 の 遷移 と し て は 許容 可能 な も の だ け を 含む よう な 
完了 系 列 を 一 つ 得 る こと で ある . 

完了 系 列 は 実行 系 列 の 任意 の 語尾 で ある . g … gzgzri …zr(7 三 婦 十 … 十 
x) が 連鎖 , …, C。 の 並列 結合 の 実行 系 列 で ある な ら ば , gai … の 5: は 状態 
sk に 対す る 完了 系 列 で ある . 完了 系 列 の 任意 の 語頭 を 部 分 完了 系 列 と いう . 部 
分 完了 系 列 は , その 中 に ある あら ゆる 開始 の 遷移 が 許容 可能 で ある な ら ば , 正 
当 で ある (valiid) と いら . 次 の 諸 結 果 は , 効率 良く 正当 な 完了 系 列 を 探す 手続 
き を 工夫 する と き に 役に立つ . 


命題 2.3 
sz は 安全 で , (8 に お ける Ci 以外 へ の 全て の 割当 て が 安全 で あり !, ) か つ , 


† 訳注 この ( ) 内 の 部 分 は , 原著 の 初 吊 で は 欠落 し て いる . この “割当 て が 安全 ” と いら 文脈 
は 曖昧 で ある . 
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gsai 三 の :( の は 許容 可能 で ある と 仮定 する . 825( の が skr+ に 対す る 正当 な 部 
分 完了 系 列 で ある な ら ば , sz+i は 安全 で ある !. 


† 訳注 訳 著 等 に と っ て この 命題 を 証明 する こと は 不可 能 で ある . そこ で 命題 2.3, その 証明 , 
お よび その 後に 続く この 命題 の 説明 に 取っ て 代 る も の を 以下 に 付加 する こと に する . 

[命題 2.3-1] ez ⑰) は 安全 な 状態 sz に 対す る 正当 な 完了 系 列 の 語頭 で あり , し か も 7 
に よる 乱 移 sz 一 sa は 許容 可能 で ある と する . この と き , g の ある 置換 8 が 存在 し て , これ 
が sr に 対す る 正当 な 部 分 完了 系 列 で ある な ら ば , sxri は 安全 で ある . 

証明 sa は 安全 で な いと 仮定 し よう . 

命題 の 条件 か ら , ある 系 列 7 が 存在 し て , gc, (2) 7 は sz に 対す る 正当 な 完了 系 列 に な る . 
sst1 は 安全 で な い の で , シス テム ュ の 先行 制約 を 満た すい か な る g の 置換 <' に 対し て も , g7 
は sn1 に 対す る 正当 な 完了 系 列 と は な り 得 な い 

さて , 状態 sz か ら は , 系 列 e7,(7) に よっ て 状態 s, に 遷移 し , 系 列 7,()) 8 に よっ て 状態 
s7 に 遷移 する も の と する . sa1 に 対し て , 8 は 正当 で ある けれ ども , 87 は 正当 で は な いか 
ら , s7 に 対し て 7 は 正当 で な いこ と に な る . し か し , 明らか に ョ 7 ニョ で ある の で , とのこ 
と は 57( ニョ ) に 対し て 7 が 正当 で ある こと と 矛盾 する . 

し た が っ て , sr1 に 対し て eo の 置換 で ある 正当 な 部 分 完了 系 列 が 存在 する な ら ば , si は 
安全 で な けれ ば な ら な い . 目 

sz が 安全 で ある こと を 知っ て いる と いら こと は , 少な く と も sz に 対す る 正当 な 完了 系 列 の 
ー つ (その 語頭 が ag7,(7) で ある と する ) を 知っ て いる こと を 意味 する と 考え て も よい で あろ う . 
この 前 提 人 条件 の 下 で , si の 安全 性 を 知り た いと き , 命題 2.8-1 は , s+ に 対す る 完了 系 列 に 
比較 し て 長 さ の 短い g の 置換 に 対す る 探索 の み に よ っ て sxii の 安全 性 に つい て 結論 を 効率 よ 
く 下 せる 場合 が ある と いう こと を 述べ て いる . その 代り , この 命題 は 十分 条件 だ け を 与え て い 
る の で , これ だ け で は 結論 を 下 せ な い 場 合 も ある . し か し , 以下 に 述べ る 事柄 は ある 程度 重要 
で ある と 思わ れる . まず , g は 連鎖 C, の 事象 を 含ま な いこ と に 注意 し よう . 今 , シス テム 内 
の 連鎖 数 ヵ は 2 で ある と する . この 場合 に は , eg' チ c で ある よう な go' は あり 得 な いか ら , 
skt1 に 対し て eo だ け を 調べ れ ば よい . so に 対し て 連鎖 の 直列 実行 は 常に 正当 で ある こと を 知 
っ て いる か ら , これ か ら 出 発し て 2 連鎖 シス テム Ci Il C。 の 閉鎖 を 生じ し ない 並 列 実行 の た め 
の 事象 の 系 列 が 効率 よく 求め られ る 場合 が あり 得る . 

さら に , [命題 2.3-1] の 拡張 形 を 二 つ 次 に 示 そ う . 

[命題 2.3-2] z8 は 安全 な 状態 sz に 対す る 正当 な 完了 系 列 の 語頭 で あり , し か も 9 は sz に 
対す る 正当 な 部 分 完了 系 列 で も あっ て , 状態 sz は 9 に よっ て s, に 遷移 する も の と する . この 
と き , o の ある 罰 換 8 が 存在 し て , これ が s, に 対す る 正当 な 部 分 完了 系 列 で ある な ら ば , 87 
は 安全 で ある . 

証明 省略 する . 邊 

図 2.3-4 に 示さ れ て いる 正当 な 実行 系 列 の 例 は , Ci と Cs の 直列 実行 の 系 列 か ら こ の 命題 の 
応用 に よっ て 求め られ る . 

[命題 2.3-3] z8 は 安全 な 状態 ss に 対す る 正当 な 完了 系 列 の 語頭 で や り , し か も 8 は gsx 
に 対す る 正当 な 部 分 完了 系 列 で ある と する . 8 に 対し て 集合 4, g を 次 の よう に 定義 する 


4 ニー (の |,(7) は 8 中 に 出現 する 開始 の 事象 } 
jp ニー{((⑫7|7:⑦) は 8 中 に 出現 する 終了 の 事象 } 


この と き , C と 4 一 を 満た す 任意 の C に 対し て 


2 qr < 5 ri⑦ 
(ちり 4 【 く 香り 3 狂 :19 リ カノ 
が 成り 立つ な ら ば , (8 7) C で ある よう な 終了 事象 7,(⑰) の 全て か ら 成 る 任意 の 系 列 8' に 
対し て , 88'e は ある 正当 な 完了 系 列 の 語頭 に な る . 
証明 読者 に まかせ る . な お , 後 出 の 命題 2.5 の 証明 を 参考 に せよ . 目 
この 命題 2.3-3 は 本 文 後 出 の 命題 2.4 を 包含 し て いる . 命題 2.5 と の 関連 に つい て は 読者 の 
一 考 を 煽 わ し た い . 


6 の 


第 2 章 並行 アプ セス の 制御 

これ を 証明 する た め に , szii が 安全 で な い と 仮定 する . sz は 安全 で ある か 
ら , 要求 qz⑦ を 認め る こと が で き , し か も それ は 閉鎖 され た 連鎖 の 一 つ に Ci: 
を 含む よう な 状態 に 不可 避 的 に 至ら し め る こと に な る . し か し , 部 分 完了 系 列 
人 (の :) は , C: が 閉鎖 され な いこ と を 示し て いる . 

これ に 関連 し た も う 一 つの 結果 と し て , 任意 の 状態 ss に 対し , 資源 を 保持 
し て いる 全 連 鎖 が 閉鎖 され る こと な し に 完了 で きる な ら ば sz は 安全 で ある と 
いう 命題 が か ある. 明らか に , これ ら の 連鎖 が 完了 し た 後に , 残り の 連鎖 は 常に 
任意 の (直列 な ) 順序 で 実行 する こと が で きる . この 結果 を 次 の 形 で 述べ る . 
命題 2.4 

4 三 {CiIP:(6) > 0] は , 状態 ss に お いて 資源 を 保持 し て いる 連鎖 の 集合 で 
ある と する . が , 4 に 属す る 全て の C: に 対す る 終了 事象 77( ヵ :) を 含む 正当 
な 部 分 完了 系 列 で ある な ら ば , sz は 安全 で ある . (し た が っ て , 正当 な 完了 系 
列 の 探索 は , 資源 を 保持 し て いる 連鎖 内 の 事象 に 限定 する こと が で きる .) 


探索 時 間 は , 次 の 結果 [5] を 用 いて さら に 改善 する こと が で きる . 


命題 2.5 

sk は 安全 な 状態 で ある と する . 8 を sz に 対す る 正当 な 部 分 完了 系 列 で ある 
と し , 8 内 で 開始 され る 全て の タス ク 錠 ⑦ に 対し , qi⑦ < ri() で ある と 仮 
定 す る . この と き , 8 は ある 正当 な 完了 系 列 の 語頭 で ある . 


証明 sk が 安全 で ある と 仮定 する と , ある 正当 な 完了 系 列 9 が 存在 する . 8 
内 で 開始 され る けれ ども 終了 は し な い タ スク に 対す る 9 内 の 全て の 終了 事象 
を の 後に (任意 の 順序 で ) 付 加 し て 得 ら れる 系 列 を と する . 8 は 正当 で あ 
り , 終了 事象 は いつ も 許容 可能 で ある か ら , / も 正当 で な けれ ば な ら な い . の か 
ら 8 に 含ま れる 事象 を 全て 除い て 得 ら れる 系 列 (9 に 関す る / の 補 系 列 ) を 8? 
と する . さて , 命題 の 条件 の 下 で , の = /@/( 明 ら か に 8 を 語頭 と し て 含む ) 
は 正当 な 完了 系 列 で ある . これ を 証明 する に は , / が 正当 で ある こと は 分 っ 
て いる か ら , 残り の 8” も 正当 で ある こと を 確か め れ ば よい . 

宛 を 8 内 の タス ク の 開始 事象 で ある と する . の 内 で 7 より 先行 する 事象 は 
全て の 内 で も 7 に 先行 する が , 一 般 に は , の 内 で 7 に 後続 する その 他 の タス 
ク の 開始 と 終了 の 事象 も また , の 内 で 7 に 先行 する こと が ある . し か し , 〆 
の 定義 か ら , その よう な 開始 77, の 各々 に 対し て は いずれ も , 少な く と も 7, 
で 獲得 し た 資源 以上 の 資源 を 解放 する 終了 事象 7 が / 内 に 後続 し て いな け 
れ ば な ら な い . すなわち , q: ミ ャ j が 7 の 要求 / 解 放 ベ クト ル と し て 成り 立 
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っ て いる は ず で ある . また , の 内 で は 7 に 先行 する けれ ども の 内 で は そう で 
は な いよ うな その 他 の タス ク の 終了 は いずれ も , の に お いて は 7 に と っ て 利 
用 可能 な 資源 を 増加 させ 得る だ け で ある こと に 注意 し よう . し た が っ て , の に 
お いて の 直前 に 利用 可能 な 資源 の 量 は , 少な く と も の に お いて 7 の 直前 に 
利用 可能 な 資源 の 量 は な けれ ば な ら た な い . 上 


この 結果 の 意味 する と ころ は 分 り 易 く 説明 で きる . sz に 対す る 正当 な 完了 系 
列 を 探す と き , 開始 時 に 必要 と し た 量 以 上 の 資源 を 終了 時 に 解放 する よう な タ 
スク の 開始 の みか ら 成 る 最長 の 正当 な 部 分 完了 系 列 8 を 見 つけ る よう に する ベ 
き で ある . 特に , 8 で 始ま る ある 完了 系 列 が 正当 で な いと と が 分 っ た と し て 
も , 探索 手続 き を 逆戻り させ て 8 を 語頭 と し て 持た な い 他 の 完了 系 列 を 調べ 
る 必要 は な い . 

完了 系 列 の 探索 を 改善 する た め に 概説 し て きた 諸 技 法 に も か か わら ず , 本 質 
的 に 数 を 上 げ 法 で は な い ア ル ゴ リ ズム (た と えば , 実行 時 間 が 完了 系 列 中 の 事 
象 の 数 の 指数 関数 に な る の で は な く , 多項式 と し て 表す こと が で きる アル ゴリ 
ズム ) を 設計 する と と は で き な い [7]. これ まで は , 資源 の 使い 方 に 関す る 完全 
な 予知 情報 が ある こと を 仮定 し た 閉鎖 回 避 の モデ ル を 扱っ て きた か ら , その よ 
うな アル ゴリ ズム を これ 以 上 考察 し な い . 実際 問題 と し て , これ は 一 般 に は 
実現 可能 な 仮定 で は な い . も し か する と プロ グラ マ に と っ て 大 変 な 重荷 に な る 
か も 知れ な いと いう だ け で は な く , 資源 の 使い 方 が 計算 開始 後 の あ る 時 点 ま で 
分 ら な いと いう 場合 (た と えば , 資源 の 使い 方 が デー タ に 依存 し て いる 場合 ) に 
は , 全く 不可 能 な 仮定 で ある . し た が っ て , 資源 の 使用 量 の 最大 (また は 上 界 ) 
が 予め 知ら れ て いる と と が 仮定 され て いる よう な モデ ル の 方 が より 実際 的 で あ 
る . こと の よう な モデ ル を MRU( 最 大 資源 使用 限度 一 一 maximum resource 
usage) シス テム と いう [10]. 

MRU シス テム に つい て の 形式 的 な 取扱 いで は , 各 連 鎖 C: に 関連 し て 予め 
知ら れ て いる 情報 は , Ci: が いつ か は 必要 と する と と に な る 戸 , の 最大 量 を / 妨 
と する と き , ベク トル Mi = (7, …, ) だ け で ある と いう 仮定 の 下 に , 閉 
鎖 を 回 避 す る 問題 を 考察 する . C: の タス ク に よっ て 表現 する と , M, は 次 式 
で 与え られ る . 


=max (gg) 9z⑩ 7a⑳) 
今や , 資源 の 使い 方 に つい て の 部 分 的 な 情報 し か な い の で , 閉鎖 の 回 避 を 保証 
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する た め に は , より 制限 され た 安全 状態 の 概念 を 考慮 し な けれ ば な ら な い . 特 
に , MRU シス テム で は , 連鎖 の タス ク の 構成 が 実行 し て し まう まで 分 ら な い 
と いう 事実 に 考慮 を 払わ な けれ ば な ら な い . 

以上 を 念頭 に お いて MRU シス テム に お ける 回 避 問 題 を 考察 し よう . シス 
テム が 状態 ss に あり , Q(%) 内 の ある 要求 を 叶え て も 安全 で ある か どら か を 決 
定 す る た め に 吟味 中 で ある と する . 前 と 同様 に , も し その 要求 を 叶え た と すれ 
ば , 新しい 状態 su+ は , ある ? に 対し て Qz(z 十 1) 三 0 お よび Pi:(z 十 1) = 
Pi(6) 十 Qi(6 を ) と な る 点 で だ け sk と 異な る と と に な る . sz が 閉鎖 を 回 避 で き 
る よう な 状態 で ある と 仮定 し た と き , どの よう な 条件 が あれ ば ( 仮 の ) 新 し い 状 
態 ss も この 人 性質 を 持っ て いる と いえ る か を 決定 し た い . それ が 満た され る 
な ら ば 吟味 中 の 要求 を 実際 に 叶え る こと が で きる . 

この 問題 は , 最大 必要 量 M: し か 分 ら な いと いう 制約 の 下 に 解 か な けれ ば な 
ら な い . し た が っ て , 閉鎖 を sz。+ に つい て 回 避 す る こと が で きる こと を 絶対 的 
に 保証 する た め に は , 活動 中 の 連鎖 内 に 残っ て いる どの よう な タス ク に 対し て 
も , 可能 な 限り の 最悪 (最多 ) 量 の 資源 が 必要 に な る こと を 想定 し な けれ ば な ら 
な い . 最悪 の 場合 と いう の は , 活動 中 の 各 連 鎖 C: の 残り の 部 分 が si で [ す な 
わ ち , Pi(w 十 1) で ] 割 当て られ て いる 資源 を 一 つも 解放 せ ず , 引 続 い て 完了 前 
に その 最大 割当 て を 必要 と する と き に , 起 る こと に な る . さて , O: が その 最 
大 必要 量 を 取得 する に は , M: 一 Pi(z 十 1) 個 の 資源 を 追加 要求 し た けれ ば な 
ら な い . し た が っ て , 閉鎖 の 回 避 こ つい て の 決定 を 行う こと に 関す る 最悪 の 場 
合 は , 次 の よう な 簡単 な 問題 と し て モデ ル 化 で きる . すなわち も , sz』i に お いて 
活動 中 の 連鎖 を (7 = 1, …, o) と 表す . 資源 ベク トル の 初期 値 を v(z 十 1) 
と し て , (独立 な ) タ スク 7 …, 7。 に 対す る 要求 お よび 解放 ベク トル が 次 式 
で 与え られ る と き , 7 …, 7。 の 正当 な 実行 系 列 を 見 出せ と いう 問題 で ある . 
すなわち も , 


qーML 一 Pi を 二 1) 1<7<o) 


2.3.4 
②.8.3) NN 


明らか に , タス ク 7 は 連鎖 の :, の 残り の 部 分 の モデ ル に な っ て いる . Or 
に は , タス ク へ の 分 解 と 定義 に より 一 般 に は 複数 個 の タス ク が 残っ て いる . し 
か し , 最悪 の 場合 と いう 仮定 か ら 最大 量 5, は 一 度 に 獲得 され , し か ゃ も (Or, 
の 完了 まで は ) 少 し ゃ 解放 され な い の で , 引 続 いて 要求 され る こと は な い . し 
た が っ て , 残り の タス ク は 唯一 つの だ け で ある と いう 仮定 は , 資源 が 連鎖 か ら 解 
放さ れる か , 新しい 資源 が 要求 され る か , ある い は その 両方 で ある か の 場合 に 
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の みみ 新しい タス ク が 現われ 得る と いう 要請 に 整合 し て いる . 
定義 29.3 と アル ゴリ ズム D1, D2 か ら , 次 の 結果 を 得る . 


命題 2.6 
状態 sui が 与え られ た と き , 次 の よう に 定義 する . 


Q7( 十 1) =M 一 Pi( を 十 1) (Pi 十 1) 十 Qi を 十 1) > 0 の と き ) 
ーー 0 (そう で な いと き ) 
(1 <? く <%) 


また , Oz 十 1) は 列 7(& 十 1) (1 <? くる) か ら 成 る 行列 で ある と する . 状 
態 sa は , 状態 [P( を 十 1, 0 十 1] が 閉鎖 を 含ま な いな ら ば , 定義 2.4 
か ら , 安全 で ある . 


先程 の 議論 と アル ゴリ ズム D1( ま た は , 状態 を 適当 に 構成 する な ら ば D2) 
の 性 質 に ょ り , 状態 [P(& 十 1, O'%& 十 1)] は , 上 記 の 式 (2.3.4) で 定義 され た 
タス ク 7」 …, 7。 の 正当 な 実行 系 列 を 見 つけ る と と が か できない と きか つ そ の 
と き に の みろ 閉鎖 を 含む . この と と は , タス ク の ", が 最悪 の 場合 を 模 艇 する よう 
に 作ら れ て いる の で , 安全 な 状態 に 対す る 一 つの 十分 条件 が 得 ら れ た と と を 意 
味 す る . し か し , 部 分 的 な 情報 し か 使わ な いこ と と の 代償 は , それ か 必要 条件 で 
は な いと と で ある . し た が っ て , 一 般 に , 最悪 の 場合 に は 閉鎖 を 引き 起す こと 
に な る と いう 理由 に よっ て 要求 を 拒否 (延期 ) す る こと に な る けれ ども , 実際 に 
は その 要求 を 叶え て も 必ず し ゃ 閉鎖 が 不可 避 に な る と は 限ら な い . 

その 一 方 で , 閉鎖 回 避 の 手続 き の 効 率 (複雑 さき ) が 著しく 改善 され て いる . 特 
に , 命題 2.6 か ら , 走行 時 間 が ヶ に 関し て 線形 で ある アル ゴリ ズム D2 を 使 
っ て 閉鎖 を 回 避 し 得る か ら で あ る . 


2.4 相互 排除 


2.4.1 は じ め に 

本 節 と 次 節 の 議論 は , プロ セス の 制御 と 同期 を 実現 する た め の プ ログ ラミ ン 
グ の 道具 に 関す る も の で ある . タス ク は 次 の 二 通り の あり 方 で 相互 に 作用 し 合 
うら . すなわち , 間接 的 に は 同じ 資源 を 競合 する こと と に よっ て , また , 直接 的 に 
は メッ セー ジ を 送っ た り 待 っ た りす る と と に よっ て で ある . 閉鎖 問題 で も 見 て 
きた よう に , 独立 な タス ク が 実行 中 で ある と き , それ ら の 進行 を 制御 する 責任 
は それ ら を 下 で 支え て いる シス テム に た 掛か っ て いる . し か し , タス ク が 直接 に 
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相互 作用 を 及ぼ し 合う と き , 互い の 進行 を 制御 する 機構 は それ ら の タス ク を プ 
ログ ラム 化す る 際 に 明白 に 表現 きれ て いな けれ ば な ら な い . これ か ら 議 論 す る 
相互 排除 と 同期 の た め の 諸 道具 は 後者 の 型 「! の も の で ある . 

相互 排除 また は 調停 の 問題 は , 二 つ 以 上 の タス ク に よっ て 同時 に 使用 され な 
いよ うに 再 使用 可能 な 資源 f を 制御 する こと に 関係 し て いる . その よう な 資源 
の 例 と し て , プロ セッ サ , 記憶 の ペー ジ , 行 単位 の 入出 力 装 置か ら デ ー タ ベー 
ス な ど ま で が ある . タス ク の 正しい 動作 と いう 点 か ら 見 る と , タス ク は 資源 の 
使用 中 に その 状態 を 変え る か ら , 一 時 に は 高々 一 つの タス ク に し か 資源 を 与え 
な いよ うら に する こと が 履 ( 要 で ある . し か し , タス ク は 資源 を 使う 前 に その 状態 
を 初期 化す る の で , 資源 を 使う タス ク の 順番 は 重要 で な い . それ ゆえ に 相互 排 
除 問題 で は , 資源 を 使う タス ク の 順番 に 了 予め 制約 が 課せ られ て いる よう な 解 は 
どの よう な も の で あっ て も 望ま し いも の で は な い . 単に それ だ け で は な く , 与 
えら れ た 資源 を どの タス ク が 使う こと を 望ん で いる か と か , タス ク が か が 資源 を 要 
求 し た と き に その 型 の 資源 は 何 単位 利用 可能 で ある の か と か を 予め いう こと は 
不可 能 で ある か ら , この よう な 状況 の 下 で は , 資源 の 効率 的 な 使い 方 を 保証 す 
る よう に 予め タス ク 間 に 先行 制約 を 課す る こと すら で き な い で あろ うら . 

資源 の 相互 排他 利用 を 実現 する こと は , も し も 資源 の 使い 方 が 一 つの オペ レ 
ー テ ィング ・ シ ステ ム の 集中 的 管理 下 に ある な ら ば 実際 に は 問題 な い . と い 5 
の は , その 場合 , タス ク の 設計 と いう 観点 か ら 考 慮 すべ き 問 題 は , 特定 の 資源 
を 要求 する か また は 解放 する こと を オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム に 知ら せる た 
め に タス ク が 守る べき 規約 に つい て の 問題 だ け で ある か ら で あ る . その よう な 
規約 に つい て は 後程 さら に 言及 する が , 今 の と ころ は , タス ク 間 通信 の た め の 
公共 的 (大 域 的 , globally) に 到達 可能 な 変数 を 用 いて タス タク 自身 が 相互 排除 を 
実現 し な けれ ば な ら な いも の と 仮定 し て お く . 互い C 排他 的 に 実行 され る ベ 
き タ スク (ある い は , より 正確 に ュー ド の 一 部 分 ) は , 諸 文 献 で は 際どい 部 分 
(critical section) と 呼ば れ て いる . 

相互 排除 問題 に 対す る 望ま し い 解 を 見 出す こと は , 起り 得る 競合 条件 (race 
condition) お よび 別々 の プロ セッ サ 上 で 実行 中 の タス ク の (有限 か つ 非 寺 の ) 速 
度 の 変動 の た め , 明らか に 自明 で は な い . し た が っ て , た と えば , 異な る プロ セ 


† Wirth[11] は 並行 性 を 表現 す る 2 種類 の プロ グラ ミン グ 言 語 の し か け を 提案 し て いる . 存在 し 
て いる タス ク 間 の 直接 的 な 相互 作用 を 取扱 うし か け の ほか , プロ グラ ム や ュー ド の ある 部 分 が 
潜在 的 に は 異な っ た タス ク で 実行 中 に な り 得 る こと を 宜 言 する た め の し か け を 提案 し た の で あ 
る . この 種 の 言語 学 上 の 機構 は 主として ュ コン パイ ラ や オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム に , 資源 の 
割当 て を 決定 する 際 に より 大 き な 融 通 性 を 与え る こと が 意図 され て いる . 

和 せ 内 部 状態 が 使用 中 は 変更 され る けれ ども , 他 の タス ク に 割当 て る 際 に は 初期 化す る こと が で き 
る よう な 資源 . 
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ッ サ 上 に 二 つ の タス ク 宴 と 75 が あっ て , どちら も 相手 側が 資源 ア を 使う? こ 
と を 阻止 する 十分 な 機会 を 持た な いう ち に , 双方 と も に 欲し い 資 源 アア が 利用 
可能 で ある こと を 認識 し て 動作 し て し まう か も 知れ な いと いう 可能 性 に 注意 を 
払わ な けれ ば な ら な い . た と えば , この 問題 を 解 こ うと し て , た の 利用 可能 性 
を 相手 側 に 知ら せ 合う た め に , 二 つ の タス ク 外 と 7 に よっ て 使わ れる 一 つ 
の 公共 的 変数 を 定義 し た と する な ら ば , この 可能 性 が 問題 と な る . つま り , 
7 名 が この 変数 を 調べ て 刀 ぼ が 利用 で きる こと と を 知っ た 後 , その 値 を ア が 使用 中 
で ある こと を 示す 値 に 71 が 変更 する 前 に , 75 も 同じ こと と を する 可能 性 が あ 
る . この よう な 公共 的 変数 に 到達 する た め の 主 記憶 参照 間 の 調停 は , ハー ドウ 
ェ ア の レベ ル の 相互 排除 の 一 例 で ある こと と に 注意 し よう [12]. すなわち , いく 
つか の 要求 が 同時 に 到着 する か も 知れ な いけ れ ど も , ハー ドウ ェ ア は ある 順番 
で 一 時 に 一 つ ず つ サ ービス する . 

本 節 の 相互 排除 問題 の 考察 で は , 議論 を 簡単 に する た め , 一 時 に 高々 一 つの 
タス ク で し か 使用 で き な い 1 個 の 資源 及 の み が 存 在 す る と いう 仮定 を 置 こ う . 
複数 個 の 資源 が ある こと と を 考慮 に 入れ た より 一 般 的 な 取扱 い は 下記 の 解析 を 拡 
張 す る こと に よっ て 容易 に 得る こと が で きる . 

以前 に 定義 し た 記法 を 用 いて 相互 排除 を 容易 に 形式 化す る こと が で きる . 


定義 2.5 

c 三 gz2… の k を タス ク ・ シ ステ ムー 7, く ) の ある 部 分 実行 系 列 と する . 
タス クア は , ある ? < ん に 対し て gi ニア か つ 全 て の 7? く 7 く に 対し て 
@ 子 7 で ある な らい ば, eg の 後 で 活動 中 (active) で ある と いら. タス クア 7 お よ 
び 7 は , e の どの 語頭 の 後 で も , 7 と 7" の うち の 高々 一 つが 活動 中 で ある 
と き , か つ そ の と きのみ , gw に お いて 互い に 排除 され て いる (mutually exclud- 
ed) と いう . 


明白 な 理由 で , 相互 排除 の 実現 は 次 の よう な 付帯 条件 を 満た すこ と が 望ま し 
い . それ は 問題 を か な り 複 雑 こ に し, それ程 容易 に は 形式 化 さ れ な い . どく 簡単 
に 言え ば , その 条件 は , 刀 の 使用 を 要求 し て いる 個 え の タス ク が , 刀 を 要求 
また は 使用 し て いる 他 の タス ク に よっ て 無 定 限 に 阻止 され な いと と で ある . と 
れ を 言い 換え る と , 我々 の 解 は どの よう な 状況 の 下 で も , 次 の よう な 意味 で 中 
身 の な いも の に な っ て は な ら な い . すなわち , 旭 を 必要 と する 一 つの 以上 の タス 
ク ( そ れ が どの よう な も の で あっ て も ) に よる 更 の 使用 を 他 の タス ク が 阻止 す 
る と と に よっ て 相互 排除 が 達成 され , その 結果 , ある タス ク の 進行 が 無 定 限 に 
阻止 され る こと が あっ て は な ら た ない . 望ま し い 解 は , た と を えば, タス ク が “お 
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先 に どう ぞ " 式 の ルー プ 内 に 無 定 限 に 留まる よう な 事態 を 生じ し て は な ら な い . 
これ は , 閉鎖 に つい て 前 節 で 導入 し た 安全 性 の 概念 に 関連 する か ら , 無 定 限 の 
阻止 が 避け られ て いる と き , その 解 は 安全 で ある (safe) と いう こと に し よ ょ う . 
有限 の シス テム と 実行 系 列 を 扱っ て いる の で , 循環 的 タス ク ・ シ ステ ム を 考 
える の で な けれ ば この 条件 が 満た され る こと と は 直ちに 分 る . 循環 的 タス ク ・ シ 
ステ ム の 場合 は , “ 無 定 限 に 阻止 さき れる” こと と に つい て 次 の よう な 解釈 を 採用 
する . 次 式 に 示す 循環 的 シス テム の 実行 系 列 を 考え よう . た だ し , %i(1 く ? 
<) を C: 内 の タス ク 数 と する . 


(2.4.1) ーー の の 065 や Um 6 


この と き , 無 定 限 の 阻止 が な いこ と (安全 条件 ) は , 任意 の シス テム で: 内 の ど 
の タス ク も 厚 の 使用 を 待っ て 費 す 時 間 が 個 の 数 (1 く 7 く の み を 変数 
と する 任意 の 関数 に よっ て 定まる 有限 値 で 押え られ る こと を 意味 する と 考え よ 
う (待ち 時 間 と は , 循環 的 に 実行 し て いる タス ク の 終了 と 次 回 の 開始 と の 間 の 
実行 系 列 内 に 現れ る 事象 の 数 を 意味 する ). 与え られ た C(1 <? くめ) の 具体 的 
指定 に 対し て と の こと は 特に , %x: が どの よう に 大 きく て も 任意 の タス ク が 阻 
止 さ れる 時 間 は ある 一 定 の 定数 より 小さ いこ と を 意味 する . 

一 般 の 問題 を 取扱 う 前 に , ある 制限 的 な 仮定 か が な され た と き の 相 互 排除 を 実 
現す る 単純 化 さ れ た 技法 を 吟味 し よう . この 取扱 い 方 は 非 形式 的 で , 一 般 の 問 
題 に お ける , より 微妙 な 様相 に 関心 を 向け る の に 役立つ で あろ 25. 


2.4.2 相互 排除 を 実現 する た め の 基 本 操作 

も し ゃ 公共 的 変数 に 対す る いく つか の 操作 が 不可 分 で ある (すなわち も , 任意 
の 時 点 で それ ら の 中 の 高々 一 つが 実行 中 で あり 得 て , か つ 実 行 中 の 操作 は 他 の 
操作 が 始ま る 前 に 完了 し レ し な け れ ば な ら た ない) と 仮定 する こと が で きる な ら , 相 
互 排除 を 実現 する タス ク の 設計 は か な り 簡 単に な る . 一 例 と し て , 相互 排除 を 
実現 する た め に Knuth [13] が 考案 し た 機構 を 示 そ うら . その 機構 で は , 不可 分 
で ある こと が 仮定 され る 操作 は , 記憶 に 対す る 1 回 の 読取 り ま た は 1 回 の 書 込 
み ( 一 般 の 問題 に お いて は 公共 的 変数 に 対す る 不可 分 操作 は これ だ け で ある ) に 
比べ る と 遥か に 巧 く 作ら れ て いる . そこ と では, 相互 排除 の 問題 を 完全 に 解決 す 
る 代り に , その 問題 の か な り の 範囲 を ハー ドウ ェ ア の 設計 者 に 手渡 し , 必要 な 
不可 分 操作 の 相互 排除 を 実現 する 貢 任 を 負わ せ て いる . 

タス ク 外 , …, 7 か ら 成 る タ 々 スク ・ シ ステ ょ ム C を 考え , それ ら の う も 少な 
く と も 二 つ の タス ク が 資源 ア を 必要 と する と いう 理由 で , 互い に 排除 され な け 


76 


2.4 相互 排除 


れ ば な ら な いも の と 仮定 する . これ ら の タス ク の 相互 排除 が 保証 され る よう に 
C を 部 分 的 に 修正 し ょ う ( 明 ら か に , P を 使う タス ク の どの 対 も 互い に 独立 で 
な いな ら , 既に 相互 排除 は 保証 され て いる ). 特に , ア を 使う 各 タ スク 衝 に 対 
し , 新しい タス ク @: と ひび: を 導入 し , それ ぞ れ の 7: の 直前 と 直後 に 置く も の と す 
る . この 部 分 修正 は 図 2.4-1 に 示さ れ て いる . の の 7: は (Z を 使う こと が 知ら れ て 
いる こと を 除い て ) 解 釈 さ れ な い ま まで ある けれ ども , Si: と O: は 完全 に 仕様 
が 定め られ る . この 8: と が :( お よび 両者 が 用 いる 公共 的 変数 ) の 仕様 は , 相互 
排除 の 問題 の 解 を 効果 的 に 構成 し て いる . 

他 の どの ざ , も 終了 が 阻止 され て いる と き , か つ そ の と き に の み , タス ク 品 : 
が 終了 する (し た が っ て 人 7: が 開始 可能 と な る ) よ うに Si を 設計 し よう . の: の 
主 な 機能 は , 孝 が 及 を 使い 終っ た こと を 他 の タス ク に 知ら せる こと と で ある . 
し た が っ て , 公共 的 変数 を 操作 する こと に より 全て の 7 に 対し …S8:… 8,… 
の , … の 形 の 部 分 系 列 が 生じ 得 た いよ うに , タ スク 8 は 実行 系 列 中 で 8: に 続く 
事象 を 制御 する こと に な る . さら に , の 使用 要求 の 待ち 行列 に 対す る 機構 も 
また , Si お よび の : に 含ま れる で あろ う . 後 で 引用 する た め に , シス テム で C に に 
お いて 刀 を 使う 各 人 7 に 対し , タス ク Si と ひび, を 追加 し て 拡張 し た シス テム 
を CO′ と 書く こと と に し ょ 25. 

Si と 万 の 仕様 を 図 2.4-2 に 示す . ここ で 公共 的 変数 は (% 十 1) 要素 の 整数 
型 配列 Q[O], …, 0[2%] お よび 整数 型 変数 p で ある . 配列 ⑳ の 目的 は , ア を 使 
お うと し て 待っ て いる タス ク を HIFO 順 の リス ト と し て 蓄え る と こと で ある . 
これ に は , 待ち 行列 の 先頭 タス ク の 番号 を ⑦[0] に 記入 し , も し も 8: が 既に 待 


図 2.4-1 補助 タス ク 8,: と ひ , の 導入 
ZZ 
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引 : 6O[ 中 て た の て と 刻 
さ :: 

72: 下 の [0] 7 then go to 72: 
/: 73: 放り 7then O[0] て 6[ 則 


elselp て 0: oO[0] て 0) 


図 2.4-2 補助 タメ タスク の プロ グラ ミン グ 


っ て いる な ら ば 待ち 行列 内 の S: の 次 の タス ク の 番号 を Q[2] に 記入 する こと に 
よっ て 行わ れる . この よう に , 待ち 行列 は 単純 な 連結 リサ スト と し て の に 記憶 
され る . 整数 ヵ は 待ち 行列 の 末尾 の タス ク の 番号 , すなわち 最後 に 待ち 行列 
に 入る こと に な っ た タス ク の 番号 で ある . 条件 ヵ = ニ 0 かつ 0Q[O] = 0 は 空 行列 
を 意味 する の で ある が , これ を 初期 条件 に し ょ うら. 

タス ク 8: は , 表 を 使う と いう 分 の 意向 を 知ら せ て の を 待ち 行列 0 に 入 
れ , その 後 介 が 待ち 行列 の 先頭 に な る まで 段 ?2 で 待つ の . タスク の は を 
待ち 行列 か ら 取 除き , 待ち 行列 の 先頭 に は 次 に 実行 すべ き タ スク を 置く . も し 
7, が 待ち 行列 内 の 最後 の タス ク で ある な ら ば (Ci: の 実行 時 に ヵ ニ =?), 待ち 行 
列 を 空 に する た め に 変数 p と O[0] の 値 を 0 に する . 

以上 の 説明 で は , 同時 に 実行 し て いる タス ク Si と ざ S, また は 8: と の , 問 で 
起り 得る 和 干渉 が 考慮 され て いな い . 非 干 渉 性 は , S: と ひ : 内 の いく つか の 段 が 
実際 に は 不可 分 で ある と 仮定 する こと に よっ て 保証 され る . し か し , 最初 に こ 
れ ら の 仮定 を 必要 と する 問題 の 性 質 を 考察 し ょ う . 

ヵ ー O[O] = 0 で ある と き , ぶ , が 実行 を 開始 する と 仮定 し よう . S,』 が 段 71 
に お いて 0[z ヵ ] 7 を 実行 し た 後 で は ある が ヵ る = テ 7 と 置く 前 に , タス ク 8 が 
や っ て 来 て , 段 を 1 の 代入 文 を 両方 共 ( 高 速 に ) 実 行 す る と と に 成功 し た と 仮 
定 する . 明らか に , O[O] は SL に よっ て 書き 直さ れる か ら , は 直ちに 実行 で 
きる けれ ども の, の 要求 は “ 和 失わ れ ” て し まう . 一 時 に 一 つの S: の み が 段 ?1 
を 実行 し 得る よう に 段 ?1 が 不可 分 で ある と 仮定 する な ら ば , この 和 干 渉 の 可能 
性 は 除去 され る . その よう な 操作 を 一 つの 基本 操作 文 (primitive), enqueue (2? 
(? は この 基本 操作 を 呼び 出し た タス ク S: か ら 与 えら れる タス ク 番 号 の パラ メ 
ー タ で ある ) と いう 形 で 表現 する こと は 自然 で あろ うら. “基本 操作 文 ” と いう 語 
は , 対応 する 操作 が , タス ク の プロ グラ ム 作 成 者 に は 到達 不可 能 な より 低い レ 
ベル で 実現 され る と いう 事実 に 対す る 注意 を 喚起 し て いる (し か し , 一 般 に , 
基本 操作 は 上 記 の よう に 明記 し な い 限 り 不可 分 で ある と 仮定 する こと と は で き な 
い ). 
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2.4 相互 排除 


不可 分 な 基本 操作 enqueue(? が 採用 され る と 仮定 し て も , タス ク Oi か ら 
生ずる 問題 が かま だ ある . た と えば , 段 ?23 で の が の: に よっ て 調べ られ て ? に 
等 し いこ と が 分 っ た と 仮定 する . ヵ と 0[O] が 0: に よっ て 0 に され る 前 に 
が や っ て 来 て , 基本 操作 enmqueue() を 実行 する . し か し , 段 を 2 が 実行 さ 
れる 前 に , ひび: が ヵ ゎ と 0O[O0] を 0 に する こと に た 成功 する . 明らか に 分 は 決し て 
実行 され な いと と に な る . 前 の よう に 考え る と , 段 ?3 が 不可 分 な 基本 操作 文 , 
た と えば remove(?) か ら 成 る と し , 任意 の 7 に 対す る 基本 操作 enqueue(⑦⑰ 
と は 相互 排除 され る と 仮定 する こと に よ ょ り 和 干渉 を 除 示 する こと が で きる . 実 
際 , 段 ?1 と ?3 に お ける これ ら の 基本 操作 で , 相互 排除 問題 に 対す る 安全 な 
解 が 得 ら れる こと は 容易 に 確か め ら れる 1. 

資源 の 利用 効率 に つい て ここ で 二 , 三 の 注解 を 加え る の が 適当 で あろ うら. こ 
れ ま で 説明 し て きた 手続 き で は , 待機 中 の タス ク (S:) が プロ セッ サ を 占有 し て 
し まう の で , 比較 的 多く の タス ク が 有 ぽ を 競合 する シス テム に お いて は プロ セ 
ッ サ の 利用 効率 を 高く で き な い 原因 と な り 得る . これ は “(プロ セッ サ ) 忙 殺 型 
の 待ち (busy form of waiting)” と 呼ば れ , プロ セッ サ が 立 往生 する だ け で 
な く , 共通 の 変数 に 繰り 返し 到達 し よう と する こと か ら 記 憶 装置 で の 千 渉 も $ 生 
ずる . 中 央 の 管理 に 従わ ちな いい くつ か の 自律 的 な 計算 機 か ら 成 る ンス テム で 
は , 段 ?22 に お ける ルー プ を 個々 の 計算 機 の 割込み シス テム に 組入れ て し まう 
こと と が 望ま し く , これ に より , 戸 を 待つ 間 こ れ ら の 計算 機 は , CPU を 生産 的 
な 利用 に 振り 向け る こと が で きる . 

多重 プロ セッ サ ・ シ ステ ム に と っ て , “忙殺 型 の 待ち も ” は , 単 一 の オペ レー 
ティ ング ・ シ ステ ム に よる 資源 の 集中 管理 論 に 与 する 基本 的 論拠 の ほん の 一 例 
と な る に 過ぎ な い . その よう に 作成 され た オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 下 で 
は , タス ク 8: お よび び : は スー パ ベ イザ 呼出 し 以上 の も の で は な いこ と に な 
る . そ と で は , プロ セッ サ の 再 割 当て お よび 資源 の 一 般 的 スケ ジュ ー リ ング 
機能 と 共に , 図 2.4-2 の 機能 バ が オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム に よっ て 遂行 され 
る . 


2.4.3 一 般 問 題 の 解 
同期 の 問題 を 扱う 次 節 で は , enqueue(?⑫ お よび remove(② の 機能 を 果す 
よう に も ゃ 利用 で きる 別 の 基本 操作 を 導入 する . その 基本 操作 の 設計 は , FIFO 
† プロ グラ ム の 人 性 質 ( た と えば Si や ひ , の 人 性質) に 関す る 我々 の 議論 は , 本 節 と 次 人 節 で は , 大 部 分 
が 非 形式 的 で ある . これ ら の 議論 を 形式 化す る 手法 る 開発 で きる が [14, 15], より 厳密 な 接近 


法 を 除外 する こと は , 必要 と な る 余分 な 機構 (を 考え な いで すむ こと ) や , 非 形式 的 な 議論 の 方 
が 説得 力 を 持つ こと か ら , 十分 に 理由 の ある と と で ある . 


Z み の 
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規則 と は 違う 優先 権 順 序 付 け を 実現 する よう に ゃ 修正 で きる と いら こと を 注意 
し て お く . し か し , 本 節 の 残り の 部 分 は , 資源 の 集中 管理 が 行え ず , か つ 公 共 
的 変数 に 対す る 不可 分 操作 が 記憶 に 対す る 1 回 の 読 取 り ま た は 1 回 の 書込み だ 
け で ある と き の 相 互 排除 の 実現 に 当て られ て いる . 

問題 の 解 を 前 と 同様 に 表現 し , 相互 排除 を 実現 する た め に タス ク 8: と の: を 
設計 し ょ う . 8: は , 他 の どの 活動 中 の S, も 終了 が 阻止 され て いる と き , か つ 
その と きのみ 終了 する . 設計 が 難し い の は , 主として , 無 定 限 に 阻止 され る こ 
と が な いこ と を 保証 する 安全 な 解 を 求め よう と する か ら で あ る . 

整数 型 配列 c[1 : z] (管理 用 ) と 整数 型 変 数 * か ら 成 る 公共 的 変数 を 定義 す 
る . 最初 は 全て の ? に 対し て c[2] = ニ 0 で ある . タス ク 8i: と Oi の 設計 を 図 
2.4-3 に 示す . ベク トル c は , Si が 活動 中 で ある と き に 限り ? 番 目 の 要素 が 1 
なる. タス ク 宴 が 玉 を 使っ て いる な ら ば , 7 三 ? か つ c[2] 2 で ある . 戸 
を 使っ て いる 旭 が な けれ ば , 戸 を 使っ た 最後 の タメ スク を 爺 と し た と き 7 ヶ ニ 
7 填 107 7 の 場合 は 1 ) で ある . 

図 2.4-8 の アル ゴリ ズム が 安全 な 解 を 与え を る と いう こと の 証明 で は , 余分 な 
注釈 を 加え ず に , Si: と ひ : が 望み 通り の 仕方 で 協同 作業 (通信 ) を する こと を 示 
すこ と に 専念 し よう . この 証明 に 続い て , 安全 な 解 の 作成 に 潜む 微妙 な 点 を 十 
分 明らか に 示す 例 を 詳細 に 述べ る . この 例 は , 必ず し ゃ 証明 を 追う 2 の に 必要 で 
は な いけ れ ど も , 証明 の 後半 を 吟味 する 間 に 研 究 す れ ば 理解 の 手助け に な ろ 
ぅ . その 論法 は , Dijkstra [16] や Knuth [131 の それ と 同列 で あり , 次 の 形 で 
結果 を 示す の が 適当 と 思わ れる . 
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図 2.4-3 7 の 補助 タス ク の プロ グラ ミン グ 
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2.4 相互 排除 


定理 2.4 

一 時 に は 高々 一 つの タス ク に よっ て し か 使え な い 資 源 アア を 必要 と する タス 
ク ・ シ ステ ム を 考え る . タス ク 8: と ひ : は 上 述 の よう に 導入 され て いる と 仮 
定 す る . Si と 万 : に 対し て 図 2.4-8 で 定義 し た プロ グラ ム は 相互 排除 問題 に 対 
する 安全 な 解 を 構成 し て いる . 


証明 与え られ た シス テム 0C に お いて , 外 , …, 久 が 玉 を 必要 と する 独立 
な タス ク で ある と する . 最初 に 証明 する べき こと と は , タス ク 旬 , …, 7 の う 
ち 一 時 に は 高々 一 つ し か 活動 中 に な り 得 な た いと いら と と で ある . と の こと と は , 
タス ク Si が 段 4 で 配列 c の 他 の 要素 を 調べ る 前 の 段 3 で , c[2] 2 を 実行 す 
る と と か ら 直 接 得 ら れる . 任意 の 7 孝 ? に 対し て ぐ , に よる 段 3(c[ 狂 2) の 
実行 と 同時 に , S: が も し ゃ 段 5 に 到達 し た と すれ ば , 8: は S, より 前 に 段 3 を 
完了 し た と と は 確か な は ず で ある . し た が っ て , 5, は c[2] = 2 に 出会っ て 段 
1 に 戻る こと と に な る . 結局 , 一 時 に は 高々 一 つの タス ク 旬 し か 活動 中 に な り 
得 な い . 

上 記 は , 二 つ 以 上 の タス ク が 段 8 と 段 4 内 を 並行 し て 実行 する よう な こと が 
実際 に 起 っ て も 構わ な いこ と を 意味 し て いる . この よう な 事態 が 生じ 得る こと 
を 確か め る た め , Si: が 段 2 の 実行 を 開始 し た と 仮定 し よう . 与え られ た 7 の 
値 に 対し , 第 1 番目 の 位置 を 7 と する (1, 2, …, 7) の 巡回 置換 を (7, 7 十 1 …, 
ァ ー1) で 表す . 段 2 で 8: は , (7?,7 十 1 …, ァ 一 1) の 順序 に 従っ て cl7], cl 
十 11, …, c[2 一 1] を 調べ る . これ ら の 値 が それ ぞ れ 0 で ある と き , し か も そ 
の と き に の み 8: は 段 3 に 到達 する . し た が っ て , 順序 付け (7, 7 十 1, …,7 一 
1) で は が? より 前 に ある けれ ども , Si が c[l ニニ 0 で ある こと と を 見 て し ま 
うま で 8, が 段 1 を 完了 し な いな ら ば , %, は Si と 一 緒 に 段 8 に 到達 し 得る . 

安全 性 を 証明 する た め , どの タス クー つ を と っ て も 段 1-4 を 無 定 限 に 循環 
する も の は な いと いう こと を 示さ な けれ ば な ら な い . まず , 二 つ 以 上 の タス ク 
か ら 成 る 集合 が 無 定 限 に 循環 する よう な と と は な いこ と と を 示 そ う . Si。 …, 8:。 
(& っ > 2) が 段 1- 段 4 内 で 循環 し て いる と 仮定 する . 一 般 性 を 失う こと な く , 順 
序 付け (7,7 十 1 …」 ァ 7ー1) で は , は 5 より 前 に あり , …,-n は より 前 
に ある と 仮定 し て よい , 各 SS は ある 有限 時 間 内 に 段 2 を 実行 する は ず で ある . 
段 2 の 操作 に 従っ て , S:, は (7, 7 十 1 …) ァ 7 一 1) の 順に c の 値 を 調べ る . その 
結果 , 当然 , S』 以外 の あら ゆる タス ク は 段 2 で その 進行 が 停滞 し な けれ ば な 
らら なくなる. 8:, 以外 の 各 タ スク の c の 値 は 0 で ある か ら , Si。 は いずれ は 段 
5 に 到達 し , 続い て 巡 , が 開始 する . 結局 , 二 つ 以 上 の タス ク か ら 成 る 集合 が 
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無 定 限 に 刀 を 使う こと を 阻止 され る よう な こと と は 起り 得 な た ない. この こと は , 
どの 特定 の タス ク も ゎ も 刀 の 使用 を 無 定 限 に 阻止 され る こと は な いと いう こと を 
示す の に 使わ れる . 

次 に , 特定 の タメ スク 8: が 刀 の 使用 を 無 定 限 に 阻止 され る と 仮定 し ょ う . 二 
つ 以 上 の タス ク か ら 成 る 集合 が 無 定 限 に 阻止 され る こと と は な いか ら , 他 の タス 
ク , た と えば 8z が 存在 し て 無 定 限 に 繰返し て (7 を ) 開始 し な けれ ば なら な 
い . さて , c[2] 孝 0 で ある の に , 8 が 随意 に 段 2 を 通過 で きる の は , ヶ が あ 
る タス ク に よっ て , 7, 7 圭一 1) と いう 順序 付け で は を が ? よ り 前 に 
な る よう な 値 を 与え られ て いる と き に 限ら れる . この よう な 値 を 7 に 与え る タ 
スク は , S』 と は 違う も の で な けれ ば な ら な い . な ぜ な ら ば , そう で な いと す 
る と , 8 は! 段 7 を 訪れ た と き に 7 に を 十 16= ニ % な ら ば 1) を 代入 する の 
で , 次 の 循環 の 段 2 では? が を た より 前 に な る よう な 順序 で 探索 を 始め て し ま 
うか ら で ある . 以上 の こと は , (Sz が ! 段 7 を 実行 し た 後 の 順序 付け ) (7, 7 十 
1 … ァ ー1) に お いて 7 が を の 前 か つ ? の 後に な る よう な 1, 無 定 限 に 繰返し 
て ( 犯 を ) 開始 する タス ク が 存在 し な けれ ば な ら な いこ と と を 示し て いる . し 
か し , も と も と を は この ( 無 定 限 に 繰返し て 開始 する と い う ) 性 質 を 持つ ? の 
最初 の 後続 者 で ある と 仮定 し て お け ば , (上 記 の よう な 7 の 存在 は ) 矛 盾 を 生 ず 
る . 邊 


前 述 の 議論 を 使っ て , 相互 排除 問題 で 起り 得る 競合 条件 に つい て の より 深い 
洞 容 が 次 の 一 般 的 な 例 か ら 得 られ る が , この 例 は , 不利 な 境 遇 で は タス ク の 待 
ち 時 間 が いか に 長い も の で あり 得る か を 示し て いる . 説明 を 簡単 に する た め , 
制御 が 図 2.4-3 の 段 ら か ら 段 8 まで 通過 する と き は いつ も , タス ク は (を 使 
っ て ) 一 働き する と いう こと に し よう . また , タス ク が 図 2.4-3 の 段 ? を 丁度 
完了 し た と き , その タス ク は 位置 ? に ある と いう こと に し ょ よう . あら ゆる 時 間 
間隔 を 通じ し て, タス ク が 実行 する 相対 的 な 速度 を 完全 に 自由 に 選択 で きる も の 
と 仮定 する . 

7 を 競い 合っ て いる z 個 の タス ク , …, 狗 が ある と し , 我々 の 例 に 対す 
る 初期 条件 は 7 ニ % で , Si は 位置 1 に あり , タス ク @。, …, S。 は 全て 位置 2 


† 訳注 “Sz に 対応 する O” の 意 . た 
†1 訳注 右 図 の 太線 の 区 間 内 に 7 が ある こと を 言っ て いる の で ある . / NX 
に 

2 


を 


82 


2.4 相互 排除 
に ある と 仮定 する !. 次 の よう な 動作 の 系 列 を 選択 する . 


1. 8S。 が 位置 5 に 進ん だ 後 , (非常 に 素早 く ) 7 が 一 働き する (? = 1, c[z] 
0 に な る ). この 時 点 で は , 7 ニ 1 で cl7] = 1 だから, 8S,。 は (次 の ) 段 
2 を 通過 で き な い . そこ で , が 7 の 現在 の 値 を 見 る 前 に , 

S。-1 が 位置 5 に 進み 力 -」 が 一 働き する (? = c[2 一 1] 0 に な る ) 
も の と する . 今や 8。 は 段 2 を 通過 する とこ と が で きる の で , 選ば れる 動作 
は 次 の 通り で ある . 

S。 が 位置 5 に 進み , 力 が も うら 1 回 一 働き する ⑰? = テ 1, c[2] 0 に な 
る ). こと の 時 点 で 8。-1 と S。 は 段 2 を 通り 抜け する こと は で き な い . 8i が 7 
の 現在 の 値 を 見 る 前 に , 

S。-2 が 位置 5 に 進み , 力 -。 が 一 働き する (clz 一 21 =0,.7= ニ %ー1 ヒ 
な る ). 段 2 の 論理 に より , cl 一 1] cl%] 三 0 で ある か ら , 今や 次 の 
よう に 仮定 する こと が で きる . 

5. 8 と 8。- ュ 1 が この 順に 位置 2 まで 進む 7. これ で 上 述 の 動作 1 > 3 を 繰 
返す 位置 に 来 : た こと に な る の で , 

6. 上 記 の 1 < 3 だ 従っ て 旬 が さら に 2 回 , 旬 -: も 1 回 一 働き する (? = 
1,clz 一 1] 三 clz] 三 0 に な る ). 引続き 用 に 刀 を 使わ せな いた め に は , 
(上 記 の 4 と 同様 に )S」 が 7 の 現在 の 値 を 見 られ な いま ま 次 の 動作 に 入る 
と 仮定 し な けれ ば な ら ない. 

7. 5S。_-s が 位置 5 まで 進行 し 力 -s が 一 働き する ⑰⑦? = ニー2, clz 一 3] =0 
に な る ). 


トゥ 


CS 


は 


これ で 枠組 が は っ きり し た で あろ う . と の 時 点 で 8。-5, S。-1 お よび 85 が 1 
位置 2 まで 進ん で 上 記 の 1 6 が 繰 返 さ れ , 7% は あと 4 回 , 力 -1 は 2 回 , 
7-> は 1 回 一 働き する . 究極 的 に は , 初 期 の タス ク の 集まり YYf が 尽き て 7 ニ 1 
と な る か ら , 上 記 の 4 や 7 と 同様 に , 旬 が 待っ て いた 一 働き を する まで は , 
75, …, 7 が 次 の 一 働き を する と と が で き な い (すなわち , 8⑧5, …, S。 が 段 2 
を 通過 で き な い ) よう な 時 点 に 到達 する . と の 時 点 に 至る まで に 外 は , 分 が 
1 回 。 75$ が 2 回 ,。 久 が 4 回 , …, 久 が 27 プ 回 (% と 2) 一 働き する の を 待っ た 


† 訳注 位置 2 に あり , 段 3 を 開始 し よう と し て いる 状態 で ある . と の よう な 状態 が あり 得る こ 
と は , 定理 2.4 の 証明 や 下記 の 動作 5 を 吟味 す る と と に よっ て , 容易 に 確か め ら れる で あろ 
ク 。 
†† 訳注 段 ほ を 開始 し よう と し て いる 状態 で ある . 
和 † 訳注 この 逆 の 順序 で 
THTT 訳注 最初 . 段 2 に あっ た タス ク の 集まり の こと . 
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こと に な る . 特に , 7。 は 最初 か ら 始め て 1 回 お き に , 7-: は 2 回 目 か ら 始 め 
て 4 回 目 毎 に , 7 ヵ - ぅ ? は 4 回 目 か ら 始 め て 8 回 目 毎 に と いう 具合 に , それ ぞ れ 
一 働き し た こと に な る . と の よう に , 外 は 最初 の 一 働き を する まで に 併せ て 
の マ ー 2"-1 ー 1 回 だ け 待 た な けれ ば な ら な い . た と えば , 系 列 75774757575 
74757575747575757475 は , み 三 5 の 場合 に 用 が 待た な けれ ば な ら た な い 全て 
の 一 働き と その 相対 的 な 順序 を 示し て いる 『!. 


2.5 同 期 


いく つか の タス ク が タイ ミン グ を 取り 合っ て 正しく 順序 付け られ る よう に 実 
行 し た いと いう 要請 の 実現 は , タス ク の 同期 (task synchronization) と 呼ば れ 
て いる . と の 概念 は タス ク ・ シ ステ ム 間 の 同期 を 考え る と き と 全 く 同 じ で あ 
る . 大 ま か に いえ ば, 同期 の 問題 は タイ ミン グ と 本 章 で 既に 扱っ た 順序 付け の 
問題 を 含ん で いる . し か し , 本 節 で 後に 示す よう に , ある 循環 的 な シス テム に 
お ける タス ク の 終了 の 回 数 が , 並行 し て 実行 し て いる 他 の 循環 的 な シス テム の 
タス ク の 終了 回 数 に 依存 する よう に し た いと いっ た 状況 を 同期 問題 の 制約 内 に 
含む こと が 望ま し い . 

同期 の 条件 は , タス ク ・ シ ステ ム の 先行 グラ フ の 中 に 明確 に 表現 され る . 2. 
2 節 で 扱っ た 決定 性 問題 は , 先行 関係 し た が っ て 同期 の 制約 が なぜ 課 せら 
れ な けれ ば な ら な いか と いう 理由 の 一 つ に 関係 し て いる し , 閉鎖 は 資源 に 対す 
る 競合 に よっ て 生ずる か ら , その 予防 法 も タス ク 間 に 先行 制約 を 課す こと に よ 
っ て 責任 を 果す こと が で きる . 相互 排除 も る また 同期 の 問題 の 一 つ に 該当 する け 
れ ど も , 先行 関係 に 方 向 性 を 必要 と し な いと いう ら 点 で , すなわち , 相互 排除 さ 
れる タス ク は , 時 間 的 に ( 重 な ら な いよ うに ) 順 々 に 実行 され な けれ ば な ら な い 
が , きち ん と し た 順序 まで 規定 する 必要 は な いと いう 点 で 異な っ て いる . 

本 節 の 目標 は , 同期 を と る 必要 の ある タス ク が それ 自身 の プロ グラ ム の 中 で 
それ を 実現 で きる よう な , いわ ゆる 同期 基本 操作 (Synchronization primitive) 
を いく つか 示す と 共に , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 設計 に お いて 生ずる い 
わ ゆ る 生産 者 消費 者 (producer-consumer) 同期 問題 で それ ら が どの よう に 使わ 
れる か を 議論 する こと で ある . 前 節 の 基本 操作 enqueue と remove の よう 
(に, これ ら の 基本 操作 も 通信 用 の 公共 的 変数 に 作用 する . 

タス ク は 互い に 公共 的 変数 を 介し て 通信 を 行う けれ ども , それ ら は 信号 器 
(semaphore) と し て 知ら れる 単なる 整数 型 の 変数 か ら 成 っ て いる . 二 つ の 基 


† いく ぶん 手 の 込ん だ アル ゴリ ズム に な る と いう 代償 を 払え ば , 任意 の タス ク の 最悪 の 場合 の 
待ち を 減ら すこ と が で き [27, 28], その 最小 の も の は z に 関し て 線形 で ある . 


に と 。 


2.5 同 期 
本 操作 文 wait(s》) お よび send(s) が , 信号 器 s を 操作 する た め に 定義 され る 1. 
これ ら の 操作 の 定義 を 図 2.5-1 に 示す . 信号 器 は , タス ク ・ シ ステ ム 生 成 時 に 
初期 化 さ れ , その 値 は 実現 し よう と する 同期 の 型 に よっ て 決め られ る . 

前 節 と 同様 に , 基本 操作 の 実行 に 関し て いく つか の 仮定 を 置く こと が で き 
る . これ ら の 基本 操作 は , (少な く と ゃ 部 分 的 に は ) ハ ー ド ウェ ア に 組 込 む こと 
が で きる で あろ うら し, タス ク に よっ て 呼出 され る オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム 
中 の ルー チン に よっ て 実行 する と と も で きる で あろ うら . まだ た , タス ク 自 身 に よ 
っ て 実行 する こと も で きよ う . し か し , いずれ の 場合 に も ゃ ある 一 連 の 操作 は 不 
可 分 で ある と と が 保証 され な けれ ば な ら た ない. 特に , 記憶 に 対す る 1 回 の 読取 
りお よび 1 回 の 書込み だ けが 不可 分 操作 で ある と いう 仮定 の 下 で は , ある 信号 
器 s を 操作 する 際 に 二 つ の タス ク が 互い に 干渉 し 合 2 可能 性 が ある . た と え 
ば , 二 つ の タス ク が s で ss 十 1 を 実行 し つつ ある と 仮定 し ょ よう. 一 般 に , ど 
ちら か の タス ク が 増加 し た 値 を s に 書 込 む 前 に , 両 タ スク と も s の 古い 値 を 読 
ん で し まう と いら と と が 起り 得る で あろ うら. その 場合 に は , 両者 の 実行 完了 
後 , s は s 十 2 に な る の で は な く , s 十 1 に な っ て し まう . し た が っ て , 
wait(s) お よび send(s) に お ける 代入 操作 ssー1 お よび ss 一 s 十 1 は , それ 
ぞ れ 不可 分 で ある と と か 必要 で ある . 

これ ら の 操作 の 簡単 な 適用 例 と し て , 与え られ た タス ク ・ シ ステ ム C の 先 
行 関係 を 実現 する 問題 か ある . この た め に , CO の グラ フ @ 内 の 発端 タス スク 以 
外 の 各 タ スク の に 対し て 信号 器 s, を 定義 し よう . 各 タ スク 錠 に 対す る プロ 
グラ ム が 与え られ だ た とき, 次 の よう に し て 新しい タス ク の 7 を 作る . す な わ 
ち , 各 非 発端 タス スク の , の 前 に 基本 操作 文 wait($) を 置き , 各 非 終端 ろ ス ク 編 
の 後に は その 直接 の 後続 者 7% の 各々 に 対す る 基本 操作 文 send(s。) を それ ぞ れ 
置く . s, の 初期 値 は , の 7, の 直接 の 先行 者 の 数 が 9g, で ある な ら ば , 一 (ー⑪) 


Wait(5): 9 を 3ー1 


/: 放 s ぐ 0Othen goto ん 
send(s): sy て s+1 


図 2.5-1 同期 基本 操作 


† これ ら の 操作 は , 当初 , Dijkstra[4] に よっ て , P お よび Y 也 操作 と 呼ば れ て いた . これ ら の 記 
号 の 原語 は , オラ ンダ 語 で あっ て 英語 で は な い . 
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に 設定 され る . 例 を 図 2.5-2 に 示す . wait($) が ( 図 2.5-1 の ) 段 を 実行 中 
で ある と き , s, の 絶対 値 は 77, の 未完 了 の (直接 の ) 先行 者 数 を 表す こと に 注意 
し ょ うら . これ ら の 先行 者 は , 本 が 実行 を 開始 で きる よう に な る 前 に 基本 操作 
send(s) を それ ぞ れ 実行 し な けれ ば な ら な い . (問題 2.15 参照). 

忙殺 型 の 待ち も の た め に 生ずる 資源 の 利用 率 低 下 の 問題 は , 前 節 で 議論 し た タ 
スク Si と 同様 に wait 基本 操作 に も 当て は まる が , その 解決 法 も 同じ で ある . 
特に , wait 基本 操作 の 待ち の ルー プ を 割込み ンス テム 内 で 実現 する こと も で 
きる し , 信号 器 変数 を 介する タス ク 間 通信 を 調整 する 集中 化 さ れ た シス テム ・ 
ルー チン を 持つ よう に し て も よい . 

同期 の も ゃ う 一 つの 重要 な 適用 例 は , 生産 者 と 消費 者 と いう 関係 を 持っ て 実行 
を 行う 循環 タス ク ・ シ ステ ム に お いて 生ずる . た と えば , シス テム Gi は 出力 
ュ マ ンド を 生産 し て それ を W 個 の モル か ら 成 る 緩衝 記憶 に 置き , これ に 並行 に 
Cs は その 緩衝 記憶 か ら 出力 っ マン 下 を 取出 し て 実行 する . 明らか に , が 一 
杯 に な っ た 緩衝 記憶 に コマ ンド を 置く と と を , また CO が 空 の 緩衝 記憶 か ら ュ 
マン ド を 取出 すこ と を 阻止 し な けれ ば な ら な い . より 抽象 的 に いえ ば O。 が 完 
了 す る 回 数 は C」 の それ を 越え て は ならない し, し か も を 越え る 程 号 の そ 
れ よ り 少 な く な っ て は な ら な い . これ ら の 人 性 質 は 実行 系 列 を 用 いて 容易 に 定式 
化 さ れる . 


77: 77, send(5。 )、send(s。 ) 


7?: wait(s> )、 7 , send(s。 ) 

73: wait(5。 )、7。 , send(s4 )、send (5。 ) 

74: wait(54), 74 , send (5。 ) 

7<: wait (5。)、7。, send (5。 ) 

7 が : wait。), 7 図 2.5-2 先行 関係 の 制約 の 実現 
S6 


定義 2.6 

C= テ CZIOC57(z 1. と 1) と 定義 し , eg を C の 実行 系 列 と する . eo の 任 
意 の 語頭 8 内 の C: の 終端 タス ク の 終了 事象 の 数 を Wi(8) で 表す . 与え られ た 
ん に 対し , oe の 全て の 語頭 8 に つい て Ai(8) = 0 で ある か Ai(。) < Az(@) 十 
ん で ある な ら ば , 〇 は w に お いて O。 に ん - 同 期し て いる と いう . 


先程 の 例 で この 定義 を 説明 する た め , 大 き さ の 出力 緩 衝 記 憶 が 最初 は 空 
で ある と 仮定 する . この と き , が 一 杯 の 緩衝 記憶 に 書 込 も うと し な いた め 
に は , あら ゆる 実行 系 列 で Ci は C。 に - 同 期し て いな けれ ば な ら な い . 同様 
に , O。 が 空 の 緩衝 記憶 か ら 読 取ら ろう と し な いた め に は , C。 は に 0- 同 期し 
て いな けれ ば な ら な い . これ は 相互 (mutual) 同期 の 一 つの 形 で あり , と この 性 
質 に つい て は 後 で 考察 する . 

定義 2.6 の 非対称 な 性 質 と , 7%> 十 なら ば 望む 性 質 を 持っ た g が 存在 
し な いと いう 事実 に すぐ に 気がつく . また , 与え られ た gw に 対し , 呈 が の に 
を た - 同 期し て いる こと と と , O。 が C」 に (一 - 同 期し て いる こと と は 同じ で は な 
いこ と と に も ゃ 気がつく . 特に , を が 非負 な ら ば , C+ の oc に お ける Cs へ の を - 同 
期 は , cw の 全て の 語頭 に わた っ て Gi の 完了 の 回 数 が C。 の それ を 決し て (% 十 1 
回 以上 , 上 回 る こと は な いと いう こと を 意味 し て いる . 一 方 , を が 負 な らい ば, 
eg に お ける C。 の G」 へ の 同期 は , eg の 全て の 語頭 に わた っ て CO5 の 完了 の 回 
数 が 0 で ある か 〇 1 の それ より も 少な く と も (一 記 回 は 少な いか の いずれ か で 
ある . すなわち , Os の 実行 が 始ま っ て し まっ た な ら ぱ ば , その 完了 は 少な く と も 
(一 回 分 は 呈 の それ より ゃ 遅れ な けれ ば な ら な い . いずれ 分 る よう に , 本 節 
で 議論 され る 適用 例 は , 非負 の パラ メー タ の み の 同 期 に 関連 する 問題 で ある . 

目下 の 問題 は 二 つ の タス ク ・ シ ステ ム 内 に 正しく 組込ま れる と き , 適切 な 
同期 の 特性 が 得 ら れる こと を 保証 する 基本 操作 を 考え る と と で ある . とれ を 用 
いて 新た に 定義 S さ れる タス ク ・ シ ステ ム の 並列 結合 に 対し , 要求 され た 同期 の 
特性 が 全て の 正当 な 実行 系 列 に 対し て 成立 する こと が 望ま ほしい. これ は , wait 
お よび send の 基本 操作 を 用 いて 達成 する と と が で きる . 

お よび OO は いずれ も 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム で ある と 仮定 し , z を 信号 
器 変数 と する . 新しい (閉じ た ) シス テム C+ ニテ [wait(?): ] は 唯一 つの 操作 
wait(y) か ら 成 る 新しい 発端 タス ク を Ci の 前 に 付加 し た シス テム で ある と 定 
義 す る . 同様 に , C5 = ニ [Cs: send(?)] は , 新しい 終端 タメ スク send(?z) を C5 の 
後に 付加 し た 閉じ た シス テム を 表す も の と する . 

次 に , z の 初期 値 は を で ある と し て , 0= (CO?)” Il (C?)” の 正当 な 実行 系 列 
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を 考え よう . 明らか に , C の 循環 は wait( 々 ) 操作 に よっ て 検査 され た 時 点 で 
ァ ン 0 の と き に の み 開 始 す る こと が で きる . send(?) が z を 1 だ け 増 や し wait 
(?) が z を 1 だ け 減 ら す か ら , C の 任意 の 正当 な 部 分 実行 系 列 で は , 完了 し た 
C+ の 循環 の 数 は CO? の それ を ん っ > 0 の 場合 は を を 越え て 上 回 る と と は な く , 
ん く 0 の 場合 は 少な く と も 一 だ け は 少な く な けれ ば な ら な い . この 性 質 を 
まとめ る と 次 の よう に な る . 


命題 2.7 

Cr, 5, C+ お よび C2 は 上 で 定義 S8 れ た も の と し , を を 信号 器 z の 初期 値 と 
する . C= (OZ 1 (C2 の 7( た だ し , と 1 みみ と 1) と 定義 し , C の 正当 な 実行 
系 列 の 集合 を 刀 で 表す . この と き , あら ゆる gw 刀 に お いて , C は CO5 に 
た 同期 し て いる . さら に , くく 十 を で ある と きか つ そ の と き に 限り , 本 は 
窪 で な い . 


さて , 相互 同期 の 概念 に 戻ら . 


定義 2.7 

C=CIC( と 1 と 1) とし, gw を C の 実行 系 列 と する . eg に お いて 
が OC5 に た 同期 し て お り , か つ , C5 が に た 同期 し て いる な ら ば , 避 と 
OCG は eg で (%, の - 同 期し て いる と いう . 


上 の 人 性質 を 持っ た 実行 系 列 が 存在 する た め に は , 整数 を , 7, 7% お よび 7 は あ 
る 制約 を 満た さ な け れ ば な ら ない . それ は 次 の 通り で ある . 


命題 2.8 

C, C。 お よび で C は 定義 2.7 に お ける よう に 与え られ た と する . 生 が の に 
を - 同 期し て お り , CO。 が CO に た 同期 し て いる よう な 実行 系 列 の 集合 を 刀 と す 
る . 本 が 空 で な い の は , 次 の 制約 を 満た す と き , し か も その と き に 限る . 


(2.5.1) を 十 7>1 か つ 一 7 く 一 くん 


この 結果 を 確か め る た め , 8 が 婦 に 属す る ある 実行 系 列 w の 語頭 で ある と 
仮定 する . この と き , 


2.5.2) Ai(8) < sz(⑧86) 十 
か つ 
(2.5.3) Ws(8) < Mi(8 十 7 


に た 】 


2.5 同期 

が 成り 立つ . これ ら の 不等式 を 加え る と , ヵ を 十 7 と 0 が 得 ら れる . 後 は , z 十 7 
= テ 0 が 成り 立ち も 得 た いこ と を 示す こと が 残っ て いる . と ころ が , = ー/7 で あ 
る と 仮定 する と , 全て の 語頭 2 が Wi(@) = Az(@) 十 を を 満た さ な け れ ば な ら 
な いと と に な り , これ は 明らか に 不可 能 な こと で ある . し た が っ て , を 十 7> 
1. 最後 に , 式 (2.5.2) お よび 式 (2.5.3) に お いて 8 ニーo と 選ぶ と , 一 7 < yz 一 
2 そ 友 . 命題 の 逆 の 部 分 は , 適切 な 実行 系 列 を 構成 する 箇 単 な アル ゴリ ズム を 
与え る こと と に よっ て 示す と と が で きる . その 詳細 は 省略 する . 
特別 な 場合 で ある (を =0,7 ニ 1) お よび (を =1.7=0) は , と の の 完了 が 
交互 に 生じ , (を = ニ 1,7 三 0) の 場合 は 最初 の 完了 は ① の 方 で あり , (& =0,7 = 
1) の 場合 は C2 の 方 で ある と いう 要件 に 対応 し て いる こと と に だ 注意 し よう . と こ 
で , 相互 同期 を 実現 する と き の wait お よび send 操作 の 使い 方 を 述べ よう . 
命題 2.7 の 対称 的 な 適用 か ら , 直ちに 次 の 結果 を 得る . 


命題 2.9 

C。 が 命題 2.7 に お ける よう に 与え られ て いる と し , の "」 = [Ci send(⑰] 
か つ O?。 = [wait(⑰: C?] と 定義 する . C= (CI (C72)” の 実行 系 列 の 集 
合 を 刀 と する . 7 を それ ぞ れ 信号 器 >, 9 の 初期 値 と する . と の と き , 全て 
の gw 握 刀 に お いて , C+ と 0O7。 と は (の 同期 し て いる . 


図 2.5-3 は , O」 と CO。 の 相互 同期 で 使わ れる wait 文 と send 文 の 配置 を 示 
し て いる . 

さて , 前 の 例 で 示し た 生産 者 消費 者 問題 を も う 少 し 詳し く 考 えて みよ う . 相 
互 同期 の この 重要 な 応用 は , 一 般 に タス ク 間 通信 の た め の モ デル で あり , 特に 
入出 力 緩 衝 記 憶 の た め の モ デル で ある . 思 き 場所 が W 個 あ る 緩衝 装置 を と 
する . 生産 者 と 呼ば れる タス ク ( す な わ ち も , 単 一 の ウタ スク か ら 成 る ンス テム ) は 


wait (>) wait ( 了 ) 


send () send(x) 図 2.5-3 相互 同期 し た タメ スク ・ シ ステ ム 


に て / 
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緩衝 装置 に 生産 品 を 置き , 消費 者 と 呼ば れん る タス ク が それ を 持 去 る . 生産 品 は 
置い た 順に 持 去 られ る . これ ら の 二 つ の タス ク に 対す る プロ グラ ミン グ を 図 
2.5-4 に 示す . ?% お よび oe を 整数 型 変数 その 初期 値 を ?7% 三 ow7 三 1 と し 
て , 万 上 で 定義 され る 次 の 二 つ の 操作 が ある . 


2 の 46( の ): [2 王 の ) 2 と 立 72 三 Wthen 1 else 7 十 1 
o%7 の 47( の ): の [oz : 47 一 放 77 三 W then 1 else o 十 1 


信号 器 z は 初期 値 0 で あり , 任意 の 時 点 に お ける その 値 は 緩衝 装置 内 で 塞 っ て 
いる 思 き 場所 の 数 を 表し て いる . 信号 器 ヶ は 初期 値 パ W で あり , 任意 の 時 点 に 
お ける その 値 は 緩衝 装置 内 の 空い て いる 置き 場所 の 数 を 表し て いる . 命題 2.9 
は , 生産 者 は 一 杯 に な っ た 緩衝 装置 内 に 格納 し よう と する こと と を 阻止 され , 消 
費 者 は 空 の 緩衝 装置 か ら 取 出 そ う と する こと を 阻止 され て いる と 結論 する の に 
使う 9 こと が で きる . この 二 つ の タス ク の 正 し さ の 証明 を 完結 する た め に は , 生 
産 者 と 消費 者 が 緩衝 装置 内 の 同じ 置き 場所 に 同時 的 に 到達 し よう と する こと は 
な いと いら と と を 示す 必要 が ある . これ が 起 る の は , 2% 三 o の と きだ け で 
あり , 条件 7% 三 o: が 成立 する の は , z の 値 が 0 で ある か ? の 値 が 0 で ある 
と き , し か も その と きのみ で あり , いずれ の 場合 で も どちら か 一 方 の タス ク が 
その 進行 を 阻止 され て いる . 

三 つ 以 上 の タス ク ・ シ ステ ム が 関係 する 同期 へ の 一 般 化 を 考え る こと は 難し 
く な い . た と えば , z(% 一 1) 個 の パラ メー タ ( 各 タス ク 対 に 一 個 ) を 用 いて 
個 の タメ スク の 相互 同期 に 一 般 化 する こと が で きる . し か し な が ら , その よう な 
一 般 化 は , 主 に 理論 上 の 興味 の 対象 で ある よう に 見 える (問題 2.2 参照 )、 実用 
上 の 興味 か ら の 一 般 化 の 一 例 は , 複数 の 生産 者 ある い は 複数 の 消費 者 が いる 場 
合 の 複数 生産 者 消費 者 問題 で ある . この 場合 の 望ま し い 同 期 の 特性 は , 非 形式 
的 に いえ ば 次 の よう に な る . すなわち , 生産 者 タス ク の 完了 の 回 数 の 和 は , 消 
費 者 タス ク の 対応 する 和 を (W 十 1) 回 以上 は 上 回 る こと が で き な い . さら に 
前 者 の 和 は 後者 の 和 よ り も 小さ く な っ て は いけ な い . 

この 複数 生産 者 消費 者 問題 の 解 を 実現 する た め に は , 待ち 行列 の 機構 を 含む 


生産 者 : produce (w) 消費 者 : wait () 
wait (①) output ( り ) 
input (w) send () 
send (x) consume (w) 
goto producer goto consumer 


図 2.5-4 生産 者 消費 者 問題 
90 


enter(7.O): 中: 0O[j て の て 記 
72: 放 の [0] 子 / then goto72: 


remove(/②⑦): 放り 7/(hen O[0] て 0[ 月 
else jp て 0: 9[0] て 01 : 


2.5-5 enter お よび remove の 定義 


enqueue お よび remove の よう な 基本 操作 を 使わ な けれ ば な ら な い . これ ら 
の 基本 操作 を 上 の 問題 に 適用 する に は , 追加 の パラ メー タ と し て 公共 的 変数 
(配列 ) 0 を 導入 する こと と だ けが 必要 で ある . し か し , wait 基本 操作 と 両立 す 
る よう に , 図 2.4-2 の 段 ?2 内 の 待ち も の ルー プ と 段 ?1 の enqueue 基本 操作 と 
を 結合 する . 図 2.5-5 に 示す ょ うら に , 新しい 基本 操作 enter(?, ⑦) を 段 ?1 お よ 
び ?2 か ら 成 る も の と 定義 し , remove 基本 操作 は 0 を パラ メー タ と し て 含 
む ゃ も の に 拡張 し よう . これ ら の 基本 操作 を 用 いて , ? 番目 の 生産 者 と 7 番目 の 
消費 者 の プロ グラ ム を 図 2.5-6 の よう に 作る . 一 般 に , タス ク は まず 緩衝 装置 
へ 到達 する た め に 待ち も , 次 いで 生産 者 で あれ ば 空 の 置き 場所 が , 消費 者 で あれ 
ば 空 で な い 思 き 場所 が で きる の を それ ぞ れ 待た な けれ ば な ら な い . 

図 2.5-6 の 基本 操作 文 で 示さ れ た 操作 が タス ク 自 身 の 側 で 遂行 され る 場合 
は , 適当 な ハー ドウ ェ ア , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 利用 法 , 利用 可能 性 
な ど に 依存 する と いう こと を 再度 強調 し て お く . し か し , 公共 的 変数 へ の 操作 
が 不可 分 で ある と いら うこ と は 引続き 仮定 し て お か な けれ ば な ら な い . な ぜ か と 
いう と , も し そう で な けれ ば , 前 節 の 一 般 の 相互 排除 問題 に 対し て 与え を た の と 
同様 の アル ゴリ ズム が 必要 に な る か ら で あ る . 

同期 問題 の 議論 は , 基本 操作 文 wait お よび send に 限っ て きた . と の ほか 
と , 同期 を と る た め の 基 本 操作 文 の 組 が いく つも 定義 され 研究 され て き て いる 
[17, 18, 19]. 問題 2.13 で は いく つか の 例 を 考え る . 


生産 者 7 : produce () 消費 者 7: enter(/, 92) 
enter (7, の 1) wait () 
wait ( 了 ) output (w) 
input (w) send ( 了 ) 
send (x) remove (/, 02) 
remove (7, 91) consume (W) 
goto producer 7 goto consumer / 


図 2.5-6 複数 生産 者 消費 者 問題 
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演習 問題 


教科 書 [6] で も 仮定 され て いる よう に , メッ セー ジ , カー ド ・ イ メー ジ や 
デー タ と いっ た “資源” が , 再 使用 可能 で は な く < 消費 性 (consumable) で 
ある “通信 閉鎖 (communication deadlock)” の 問題 を 考え よう . 消費 性 
の 資源 を 生産 する か , それ を 使う (消費 する ) か , ある い は その 両方 を 行う 
か の いずれ か で ある よう な タス ク の 集合 を 想定 する . 当然 , 資源 を 生産 す 
る タス ク か ら 成 る 部 分 集合 は 空 で あっ て は な ら な い . 任意 に 与え られ た 資 
源 に つい て , 生産 で きる 量 に は 制限 が な いと 仮定 する . すなわち , 生産 者 
タス ク が 実行 可能 で ある (同時 に 他 の タス ク か ら の 資源 を 待っ て いな い ) と 
仮定 する と, 望む だ け の 資源 を 生産 で きる こと に な る . タス ク 間 の 相互 作 
用 は 今や 明白 で あり , 各 タ スク に よっ て 必要 と され 他 の あら ゆる タス ク か 
ら 供給 され る 資源 によって その 細部 が 指定 され る . 問題 は 再 使用 可能 な 資 
源 の シス テム と の 本 質 的 な 違い を 確認 する こと に 注意 し つつ , その よら な 
シス テム の モデ ル を 作り 閉鎖 の 適当 な 定義 を 与え を る と と で ある . こと の 定義 
に 基づい て 閉鎖 を 検出 する アル ゴリ ズム を 作り , 予防 と 回 避 の 問題 を 考察 
せよ . 


独立 な 循環 的 タス ク 宴 , …, 7。 か ら 成 る 任意 の 集合 を 考え る . 各 47 に 
対し , が 巡 に 大 同期 し て いな けれ ば な ら な いよ うな 整数 友 , が 存 
在 す る . これ ら の 制約 は 次 の よう に グラ フ で 表現 で きる . 節点 は タス ク 邑 
(1 <? < %) で あり , 各 タ スク か ら 他 の あら ゆる タス ク へ の 適当 な 同期 の 
パラ メー タ で ラベ ル 付 けさ れ た 枝 を 持つ グラ フ ( 同 期 グ ラフ と 呼ぶ ) を 定義 
する . すなわち , 人 7 か ら 急 へ の 枝 は ラベ ル 大 を 伴う 2. ニ oo と いう ちこ 
と は , の が 急 に 制約 され な いと いら うら こと を 意味 する こと に 注意 し ょ うら . 
全て の 同期 の 制約 を 満た す 次 の よう な 正当 な 実行 系 列 ge が 存在 する と 
仮定 する . すなわち , e 内 で 各 タ スク が 少な く と も 1 回 は 実行 され , か つ 
全て の み と 1 に 対し て 8e" は 正当 で ある . この と き , 同期 グラ フ は 無 矛 
盾 で ある (consistent) と いら. 同期 グラ フ が 無 矛 盾 で ある の は , グラ フ 内 
の 各 閉 路 の 核 の ラベ ル の 和 が 1 以上 で ある と き , か つ そ の と きのみ で ある 
こと を 証明 せよ . 

無 矛盾 性 の 問題 は , 並列 アァ グラ ム 形 (parallel program schema) の " 停 
止 (termination)” 問題 [221 や マー タク 付き グラ フ (marked graph) の “生存 
性 (iveness)” 問題 [23] に 類似 し て いる . 上 記 の 問題 を 一 般 化 し て 次 の も 
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の を 含む よう に で きる . 

a. 信号 器 に 対し て 任意 の 整数 が それ ぞ れ 減算 お よ び 加算 され る よう な ア 
お よび 也 操作 . 

b. 信号 器 が “共有 変数 ” で あっ て も よい 場合 , すなわち , 二 つ 以 上 の タ 
スク が 与え られ た 信号 器 に ア 操作 また は 操作 を 実行 し て も よい 場 
合 . 

これ ら の 一 般 化 され た モデ ル は , Karp と Miller に よっ て 研究 され た モ 

デル を 実現 し た も の で ある と と は 容易 に 分 る [22, 24]. 上 記 の 一 般 化 ( ぁ ) の 

下 で の 信号 器 シ ステ ム に 直接 基づく 議論 は [25] に 見 出す こと こと が で きる . 


2.3 次 に 示す 資源 の 状態 に 関す る も うら 一 つの グラ フ 表 示 を 閉鎖 問題 の 研究 に 
使う 9 こと が で きる [6@]. 状態 グラ フ @G の 節点 (の 集合 ) は , タ スク の 連鎖 の , 
…。 C。 の 集合 と 資源 の 型 尺 , …, 。 の 集合 の 和 で ある . で G は , 連鎖 C: が 
今 要求 し て いる 各 型 用 , の 資源 単位 に 対し , C: か ら 更 , へ の 枝 を それ ぞ れ 
一 本 ずつ 持つ . また , 型 , で 今 C: に 割当 て られ て いる 全て の 単位 に 対 
し , , か ら Ci へ の 枝 が それ ぞ れ 1 本 ずつ ある . と の よう に , 型 及 , の 現在 
利用 可能 な 資源 数 と 選 , か ら 出 射 し て いる 枝 の 数 と の 和 は 一 定 で , の : 一 一 
シス テム 内 に 存在 する 型 學 , の 総 単位 数 一 一 で ある . 集合 人, …, 玉 計 内 
の 節点 か ら ( へ ) の 全て の 出 ( 入 ) 射 枝 は , 互い に 素 な 集合 {C1, …, C。j] 内 の 
節点 へ (か ら ) 入 ( 出 ) 射 し て いる と いう 5 意味 で , @ は 2 部 (bipartite) グラ フ 
で ある こと に 注意 し ょ よう . 

状態 グラ フ で は, どの 連鎖 も 現在 利用 可能 な 資源 で 叶え られ 得る よう 
な 資源 の 要求 を 持た な いと き , (閉鎖 の 取扱 いこ と っ て ) 好 都合 で ある (ex- 
pedient) と いう . (Ci から 兄 , へ の 全て の 枝 は 同時 に 取 去 ら わな けれ ば な ら 
な いこ と に 注意 し よう. (同じ 型 に 対し て ) 一 部 の 要求 だ け 満た し て お く こ 
と は で き な い ). @ の 節点 の 部 分 集合 は , それ に 属す る あら ゆる 節点 が 少 
な く と も ゃ 一 つの 後続 者 を 持つ けれ ども どの 後続 者 も その 集合 の 外 に は な い 
と き , 結び 目 (knot) を 構成 し て いる と いう . 好都合 な グラ フ に お ける 結び 
目 の 存在 は 閉鎖 の 十分 条件 で あり , 閉路 の 存在 は 必要 条件 で ある こと を 示 
せ せ . 

各 タ スク の 要求 は , 高々 1 資源 単位 し か 未 充足 に で き な い よう に ! シス 
テム が 制約 され て いる も の と 仮定 する . これ ら の 状況 下 で は , 好都合 な 状 


† 訳注 一 時 に は 1 資源 単位 し か 要求 で きず , 要求 が 叶え られ る まで は 次 の 新た な 要求 が で き な 
いよ うに . 
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2.4 


2。.5 


2.6 


2.7 


態 グ ラフ に 結び 目 が 存在 し て いる と と は 閉鎖 に 対す る 必要 か つ 十 分 条件 に 
な っ て いる こと を 示せ . 


任意 に 与え られ た 初期 状態 sy に 対し て C の 全て の 実行 系 列 g, e" に つい 
て ア (47, eg) = ア (】7, 7) (1 く ? < %) で ある と き , シス テム C は 桶 決 定 
性 (weakly determinate) で ある と 定義 する . 干渉 する タス ク の 存在 は , 
タス ク ・ シ ステ ム の 到 決 定性 を 損 う と は 限ら な いと と を 示せ . 3 個 の タス 
ク 旬 と の 5 と の 75, 7 く 78 の みか ら 成 る 半 順 序 , お よび 次 の 定義 域 と 値 
域 か ら 成 る 例 を 考え よ . 


アァ < 三 (4), アァ ーー (/ め ), の z,( に 3 7 の ), 7, こう (6), 
の 7, = ニ (4), Ps = (6) 


2.2 節 で だ, タス クア が 書い た 値 は , 7 が 開始 し た 時 点 の 定義 域 の 値 に 依 
存 し て いた . も し , 状態 遷移 の 定義 を 修正 し て , 事象 cz』』 ニ アダ ア に よっ て 
7 に 書か れる 値 は 状態 s。 で 与え られ た 定義 域 の 値 の み に 依存 する よう に 
し た と する . 決定 性 の 問題 に 関し て , この 場合 で も 意味 の ある モデ ル を 作 
り 得 る だ ろう か . も し そう な ら ば , 基本 的 な 結果 に , 必要 な ら ば どの よう 5 
な 変更 が 加え られ な けれ ば な ら な い だ ろ うか . 


ある 資源 の 同じ 写し が zz 個 あ り , 各 写 し は 一 時 に は 高々 一 つの タス ク に 
し か 使わ れ な いも の と 仮定 する . この より 一 般 的 な シス テム を 考慮 し て , 
本 書 に 書か れ て いる 相互 排除 問題 の 解 を 拡張 せよ . も ちろ ん , 与え られ た 
資源 は 効率 的 に 使わ れる べき で あり , 資源 の 写し は その 資源 を 待っ て いる 
タス ク が ない 場 合 を 除い て , 無 定 限 に 遊休 状態 に な っ て は な ら た ない. 


閉鎖 の 回 避 の た め の MRU モデ ル の 拡張 を 考え た い . 連鎖 が 要求 を 行う 
各 時 点 で , その 連鎖 の 残り の 部 分 で の 最大 必要 量 が 各 資 源 の 型 に つい て 分 
っ て いる も ゃ も の と 仮定 する [8]. (資源 使用 に つい て それ 以上 の 情報 が 知ら れ 
て いる こと は 仮定 し な い .) 明らか に , この “ 動 的 ” MRU シス テム で は , 
( 各 資 源 に 対す る ) 任意 の 時 点 に お ける 残り の 部 分 で の 最大 必要 量 は , 連鎖 
全体 の 最大 必要 量 ( こ れ が MRU シス テム で 知ら れ て いる こと が 仮定 され 
て いる 唯一 の 情報 で ある ) 以下 で ある . この 新しい シス テム の 閉鎖 回 避 ア 
ル ゴ リ ズム を 考察 し , 閉鎖 を 回 避 す る こと を 条件 と し て , 両 シ ステ ム で の 
資源 の 利用 度 を 比較 せよ . また , 動 的 MRU シス テム と 資源 の 使い 方 に 
つい て の 完全 な 情報 が 得 ら れ て いる こと を 仮定 し た モデ ル に つい て 資源 の 
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利用 度 を 比較 せよ . 


2.8 相互 排除 問題 の 解 を 得る と き , test(4, o) と 表記 され 次 の よう に 定義 され 
る いわ ゆる テス ト ・ ア ンド ・ セ ッ ト 基 本 操作 が 利用 で きた . すなわち , 
test(4, o) によって, 4 と いう 名 前 の 変数 が 0 に 設定 され , も と も と は 4 
が 0 で な か っ た の で あれ ば 制御 は ce と いう ラベ ル が つい た 文 に 移り , そう 
で な けれ ば 次 の 文 が 実行 され る . 記憶 へ の 1 回 の 読取 りお よび 1 回 の 書 込 
みみ の 操作 を 別 と する と , test(4, の ) が 唯一 の 不可 分 操作 で ある と いう 仮定 
の 下 に , 相互 排除 問題 の 解 に 至る 効率 的 な アル ゴリ ズム を 作り , 適当 な 通 
信用 の 公共 的 変数 を 定義 せよ . 


2.9 2%i 個 お よび 7s 三 (% 一 w) 個 の 節点 か ら 成 る 互い に 素 な 節点 の 集合 を 持 
つ 2 部 の 先行 グラ フ G を 考え る . C が 持ち 得る 最大 の 枝 の 数 は どれ だ け 
か . と の 数 は , 7 ヵ 72 三 %/2 の と き に 最大 の 72/4 と な る こと を 示せ . 
また , % 節点 の 先行 グラ フ は 7Z/4 を 超え る 枝 を 持ち 得 た いこ と を 示せ . 


2.10 %- タ スク ・ シ ステ ュ ム Cー (, <) を 考え る . く は , % X7% の ブー ル 行 列 

Z で 表現 され , Z の 要素 は 7 く 7 の と き , し か も その と き に の み み , 

ー 1 と 定義 され る も の と 仮定 する . C の 先行 グラ フ @ を 見 出す 能率 の 良 

い ア ル ゴ リ ズム を 設計 せよ . (7。 多 ) EC で ある と きか つ そ の と き に の 

み グー 1 で ある よう な 行列 Z′ を 作る 方 法 で 設計 せよ ょ . (Moyles と 
Thompson [20] 参照 . ) 

グラ フ で が 分 っ て いて , く を 算出 し た いも の と 仮定 する . Z′ が 与え ら 

れ て いる も の と し て , Z を 見 出す 能率 の 良い アル ゴリ ズム を 設計 せよ . 
(Warshall [21] 参照. ) 


2.11 で は 節点 集合 が 7 ニ {71, …, 人 7) で ある 先行 グラ フン で ある と する . (7, 
27.) EC な ら ば 7 く を を で ある と いう 性質 を 持つ の 順序 付け (77, 7 
"っ 人 の ) が 存在 する こと の 構成 的 な 証明 を 与え よ . [から と の よう な 順序 
付け を 作る 過程 は , 位相 的 分 類 (topological sorting) と 呼ば れ て いる (た 
と えば Knuth [15] を 見 よ ).] 


2.12 この 間 題 と 次 の 問題 で は , 並列 性 に つい て の ある “言語 上 の 側面 ?。 す な 
わ ち , プロ グラ ミン グ 言 語 で 並列 タス ク を 表現 する 方 法 を 考え る . より 詳 
し い 議 論 に つい て は , Dijkstra[4], Dennis お よび Van Horn[17] と 
Wirth[11] を 参照 せよ . 
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了 4 
fork( ん 1, 2) 
を 実行 する と , 新しい タス ク が 刀 2 の 文 か ら 開 始 さ きれ, も と の タス ク は 
1 の 文 か ら 続 行 す る . 文 
join (>, 1) 

を 実行 する と , 動作 ヶ ー ァ ー1 が 行わ れ , z> 0 な ら ば タス ク は 終了 し , 
ァ ー0 な ら ば と ん 1 の 文 へ 続く . 変数 々 は プロ グラ マ に よっ て 初期 化 さ れ 
る か , ある タス ク で 計算 され る . 

a. あら ゆる タス ク ・ シ ステ ょ ュー テ (9, ぐ ) は , fork-join 構造 を 用 いて 

実現 で きる こと を 示せ . 

b. fork-join 構造 を 用 いた プロ グラ ム で , タス ク の 半 順 序 ン シス テム と し 
て 表現 で き な い も の が 存在 する こと を 示せ . 特に , fork-join 構造 を 含 
むせ ルー プ お よび 条件 文 で いか な る タス ク の 半 順 序 ン ステ ム と も 論理 的 
に 等 価 に は な り 得 な た いも の が ある こと を 示せ . 


2.13 下 に 基本 操作 文 の 組 を 三 つ 示 す . 


組 1 組 2 組 3 
lock > disable wait (s) 
unlock ヶ > enable Send (s) 


fork(/1, ん 2) block 
join (》⑰, 1) wakeup (7) 


disable は 割込み を 禁止 し , enable は 改め て 割込み を 可能 に する も の と 
仮定 する . wait お よび send の 操作 は 第 2 章 に 定義 S れ て お り , fork と 
join の 操作 は 問題 2.12 で 定義 され て いる . z を 2 値 変数 と する と , lock 
と unlock は 次 の よう に 定義 され る . 


lock: 万 : [if ァ >= ニ 1thenz 一 0 else goto 刀 ] 
unlock: [> 一 1 


ここ で , 大 括 線 内 の 動作 は 不可 分 な 系 列 を 構成 し て いる も の と する . タス 
ク 7 に よる Mlock の 操作 は , タス ク 7 を 停止 させ , 他 の タス ク が 対応 す 


る wakeup() を 実行 する まで の 間 の プロ セッ サ を 解放 する と と を 目論む . 
wakeup(7) を 実行 し た と き , タス ク 7 は plock に 続く 次 の 文 か ら 再 開 
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され る . 割込み が 禁止 され て いる と き で あれ ば bloeck に よっ て 割込み 可 

能 に な る 必要 が あり , か つ , block お よび wakeup(⑦⑰ は 不可 分 な 操作 で 

ある 必要 が ある . 

a. 各 タ スク ? に は , 起床 待ち スイ ッ チ (wakeup-waiting switch) s: が 附 
随 し て いな けれ ば な ら な いも の と 仮定 する . 操作 wakeup(?⑫ は si を 1 
に 設定 する . タス ク 7 で は , block は s, を 調べ , s,ー 0 な ら ば 停止 し , 
そう で な けれ ば 停止 し な いで s, を 0 に 設定 する . 起床 待ち も スイ ッ チ を 
省く と block お よび wakeup に つい て どの よう 正しく な い 動作 が 起 
り 得 る か を 示せ . 

b. 相互 排除 を 実現 する た め の 組 2 と 組 3 の 等 価 性 を 考察 せよ . 

e. 組 1 と 組 2 が 等 価 で ある か 否 か を 示せ . 


2.14 閉じ た タス クシ ステ ム へ の 一 般 化 を いく つか 考え て みよ う . 図 2.14( ぁ ) 
<P 2.14(d) で 与え られ る 特別 な タスク を 次 の よう に 定義 する . 
Y 字 子 (Wye): 開始 し て 直ちに 終了 し , 図 に 示し た 先行 関係 に 従っ て 後続 
タス ク を 動作 可能 に する . 
結合 子 (Junction): 直接 の 先行 々 スク が 両方 と も 終了 し た と き 開 始 し , 直 
ち に 終了 する . 
決定 子 (Deeider): 開始 し て 条件 4 を 検査 し , 4 が 真 な ら ば 後続 タス ク 
名 を 開始 し , 4 が 偽 な ら ば 後続 タメ スク の を 開始 す 
る . 旬 と 急 の うち ー つ だ けが 開始 され る こと と に 注意 


図 P 2.14( ぁ ) \ 図 P 2.14(⑪) 
(の (る ) 図 P 2.14(c) ぎ 図 P 2.14(④ 
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せよ . 
文 OR 子 (XOR): 直接 の 先行 々 スク の どちら か 一 方 が 終了 し た と き 開 始 
し , 直ちに 終了 する . 

a. O」 と O。 は 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム で ある と 仮定 する . 新しい シス テ 
ム [ 図 2.14(e)] が 決定 性 で ある の は , と O が 決定 性 で あり , か つ , 
Ci と Cs の 双方 で 読取 り 専用 (read-only) で ある 記憶 セル 以外 の セル に 
共通 部 分 が な いと き , か つ そ の と き に 限る こと を 証明 せよ . 


図 P2.14(e) 図 P2.14⑪⑮) 


b. O」 と CO。 は 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム で ある と する . 新しい シス テ ュ [ 図 
P 2.14()] が 決定 性 で ある の は , Ci」 と 5 の 双方 が 決定 性 で ある とき, 
か つ そ の と きのみ で あり , Ci と O5 の 記憶 セル が 互い に 素 で ある 必要 は 
な いこ と を 証明 せよ . 条件 4 は , Ci と CO。 の 記憶 セル の 和 集 合 内 の 値 
関す る ある ブー ル 関 数 で ある . この 構造 は , “if 4 then Ci else C5” 
構造 に 類似 し て いる こと に 注意 せよ . 

C は 閉じ た タス ク ・ シ ステ ム で ある と 仮定 する . 新しい シス テム ュ I 図 
P 2.14(g)] が 決定 性 で ある の は , C が 決定 性 で ある と き , か つ そ の と き 
の みみ で ある こと を 証明 せよ . 条件 4 は , C の 記憶 セル の 上 で 定義 され 
た ブー ル 関 数 で ある . この 構造 は , “while 4 do C" 文 に 類似 し て い 
る こと に 注意 せよ . 


@⑤ 
* 
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図 P2.14(&) 


d. 個々 の タス ク に 構造 4, 及 お よび C を 有限 回 適用 し て 得 ら れる 全て 
の 閉じ た シス テム か ら 成 る タ 々 スク ・ シ ステ ム の クラ ス を 定義 し た と 
する . に 属す る あら ゆる シス テム が 決定 性 に な る 条件 に つい て 論じ 
よ . 


2.15 図 2.5-2 に は , 丁度 (% 一 1) 個 の 信号 器 を 用 いて , 閉じ た %- タ スク ・ シ 
ステ ム を 実現 する 方 法 が 示さ れ て いた . 


図 P2.15 


4. 図 了 2.15 の タス ク ・ シ ステ ム が , 丁度 2 個 の 信号 器 を 用 いて 実現 され 
る 方 法 を 示せ . 

b. タス ク ・ シ ステ ム の 実現 の 複雑 さ の 尺度 と は , 信号 器 の 数 , wait 操作 
文 の 数 , お よび send 操作 文 の 数 の 総和 で ある と 定義 むる. 図 2.5-2 に 
従っ て 実現 され る 閉じ た 2- タ スク ・ シ ステ ム の 複雑 さ は , 先行 グラ フ 
の 枝 の 数 を e と し た と き , 2(% 一 1) 十 6 で ある こと を 示せ . 上 記 の a. 
の 解 の 複 雑 さも 同じ で ある と と を 示せ . 7 タスク の 連鎖 の 複雑 さ は , 少 
な く と も 3(% 一 1) で ある こと と に 注意 し ょ よう. 

e. 複 林 さ が 2(% 一 1) 十 @ より 小さ い 義 じ た %- タ スク ・ シ ステ ム の 実現 
は 可能 で あろ うか . 
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2.16 信号 器 の 待ち 行列 の 規律 は 後 着 順 で ある と 仮定 する . それ に も か か わら 
ず , % 個 の 循環 タス ク の 集合 に 対す る ある 際どい 部 分 の 安全 な 相互 排除 を 
実現 し た い . こと で “安全 な ” と は , 他 の タス ク が 勝手 な 回 数 だ け 循 環 す 
る と と に より , 際どい 部 分 に 入る こと を 無 定 限 に 阻止 され る よう な タス ク 
が 一 つ * 存 在 し な いと いう こと を 意味 する . た と えば , 7 ぉ が 2 番目 に 到 
着 し , 旬 と 人 が 交互 に 際どい 部 分 を 通っ て 循環 する な ら ば , 旬 と 分 は 
75 を 無 定 限 に 阻止 で きる . 

葉 が % 枚 の 2 進 木 を 考え ん , その 内 部 節点 (お よび 根 ) の 各々 が 異な っ た 信 
号 器 で ラベ ル 付 けさ れ て いる も の と する . タス ク 名 , …, 多 は ある 際 ど 
い 部 分 を 使う 2 こと を 望ん で いる . 葉 7 か ら 根 へ の 道 は 信号 器 su …, 5 
で ラベ ル 付 けさ れ て いる と 仮定 する . 際どい 部 分 を 使う た め の タ スク の 
内 の プロ グラ ミン グ は 次 の と お り で ある . 


wait(s) …i Wait(s ぁ ) 
際どい 部 分 の 使用 


Send (sj ぁ )) …) Send (sa) 


a. この 解 が 安全 で ある こと を 示せ . 
b. 木 の 構造 が か タスク ・ シ ステ ム の 動作 速度 に 与え る 影響 に つい て 論じ し よ . 
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プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング 
の 決定 性 モデ ル 


3.1 は じ め に 


第 1 章 で 見 た よう に , 多重 プロ セッ サ ・ シ ステ ム に は 数 々 の 利点 が あり , そ 
の うち , 大 多数 の 利用 者 に と っ て 最も 重要 な も の の 一 つと し て 並列 ブ プログ ラミ 
ング , すなわち , 一 連 の 計算 の 独立 し た 部 分 を 並行 し て 実行 する と と に よっ て 
計算 時 間 が 短縮 され る 可能 性 が ある . この こと と は 実 時 間 的 な 応用 や , 実験 デー 
タ の 整理 を 含む 数 々 の 応用 で 見 られ る 長 時 間 の 計算 に お いて , その 結果 を 単 一 
プロ セッ サ ・ シ ステ ム が 可能 に する より も も っ と 早く 得る 必要 が ある 場合 に と 
り わ け 重 要 で ある . これ ら の 応用 に 対し て 最大 の 性 能 が 得 ら れる よう に 多重 プ 
ロ セ ッ サ 構成 を 開発 する 最良 の 方 法 が 本 章 の 主 な 関心 事 で ある . 

本 章 の は っ きり し た 目標 も, スケ ジュ ー ル され る べき タス ク ・ シ ステ ム ュ 和 群 1 
(ある い は これ ら の シス テム の 見 積 り ) が 前 も っ て 知ら れ て お り , か つ , スケ ジ 
ュー ル す る と き に は 全て の タス ク ・ シ ステ ム が 同時 に 取扱 える よう に な っ て 
いる と いう 仮定 の 下 に , 多重 プ ヒ セッ サ ・ シ ステ ム の スケ ジュ ー リ ング の た め 
の 効率 の 良い アル ゴリ ズム を 示す こと と で ある . 第 2 章 の 基本 モデ ル を 拡張 し 
て , 各 タ スク の 実行 時 間 ( 正 数 ) が 指定 され て いる と いう 仮定 を 含む せよ うに し よ 
う . タス ク の 半 順 序 集 合 と いう 仮定 に 制約 が 内 在 し て いる けれ ども , この 傾 域 
に お ける 理論 的 な 結果 の 大 多数 は , これ ら の 構造 ある い は その 特別 な 場合 に 適 
合 する . 

本 章 の 以下 の 刀 つ の 節 で は , 多重 プロ セッ サ ・ シ ステ ム が 単に (と 2) 個 の 
同一 か つ 独 立 な プロ セッ サ か ら 構 成 さ れ て いる と 定義 され て いる 場合 の スケ ジ 
ュー リン グ 問 題 を 考察 する . 3.7 節 で は , 異な っ た 機能 を 持つ 異種 の プロ セッ 
サ を 含む セン ステ ム に つい て , 二 , 三 の 既 知 の 結果 を 示す . これ ら の 節 に 示さ れ 


† 訳注 特に 3.7 節 で は , タス ク ・ シ ステ ム の 集合 が 対象 に され て いる . 
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て いる アル ゴリ ズム の 基本 的 な 目標 は , タス ク ・ シ ステ ム が 最短 時 間 で 実行 さ 
れる よう に その タス ク ・ シ ステ ム を スケ ジュ ー ル する こと で ある . 3.8 節 で は 
別 の 重要 な 目標 を 考察 する が , 主 に 単 一 プロ セッ サ の 仮定 下 の 場合 に つい て で 
ある (この 仮定 は , それ に 関連 し た 問題 の 理論 的 な 取扱 いか うま くい くだ た め に 
必要 で ある ). 本 節 の 残り の 部 分 で は , (> 2) 個 の 同一 プ ビ モッ サ 上 で の スケ 
ジェ ュー リ ング 問題 に 関連 し た 概念 と 基本 的 な 着想 を 展開 する . 

7 台 の プロ セッ サ お よび 与え られ た 先行 ゲラ テラ フ に 対す る スケ ジュ ー ル (sched- 
ule) また は 割当 て (assignment) は , 時 々 刻々 に 各 プ ロモ セッ サ で な され る べき 
仕事 を 記述 し た も の で ある . スケ ジュ ー ル は , 与え られ た 先行 関係 を 乱 し た 
り , どの 時 間 間 隔 を と っ て も ーー つの タス ク に に 二 つ 以 上 の プロ セッ サ を 割当 て た 
り し て は な ら な いし , タス ク の 実行 時 間 に 等 し い だ け の プロ セッ サ 時 間 を 配分 
し な けれ ば な ら な い 『. スケ ジュ ー ル を 明確 に 示す 最も 単純 な 方 法 は , ガン ト 
図 (Gantt chart) [1] を 用 いる こと で ある . これ は , 各 プ ロ セ ッ サ ご ど と の 時 間 
軸 か ら 成 っ て お り , その 時 間 軸 は 間隔 に 区 切ら れ , 処理 中 の タス ク の 名 前 が ラ 
ベル と し て 書か れ て いる . 図 3.1-1(a) に グラ フ (より 正確 に は , グラ フ で を 
持つ タス ク ・ シ ステ ム ュ ) を 示し , 図 3.1-1(b) に は , 二 つ の プロ セッ サ 五 と 大 
に よる @ の 一 つの スケ ジュ ー ル を 示す . スケ ジュ ー ル を 表す の に 記号 ぐ を 用 


1 79。2 


5 


CS)=5} 
(の 


図 3.1-1 グラ フ と ガン ト 図 の 例 


† 訳注 この 条件 を 満た す ス ケ ジ ュ ー ル は 正当 (valid) で ある と いう . 
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い , ぐ の 長 さ , すなわち , ぐ に お ける 最後 の 終了 時 刻 を 表す の に 記号 ((③) を 
用 いる . プロ セッ サ の 遊休 時 間 を 表す に は 図 中 で 斜線 を 用 いる . また , 間隔 
[0, 7③)] に 含ま れる 遊休 期間 の 間 . プロ セッ サ は 空 タ スク (empty task) ゅ を 
実行 し て いる と いら うこ と と が ある . 記号 z:。 は タス ク 7, の 実行 時 間 を 表す . 

各 タ スク に 附 随 す る 実行 時 間 に は , 少な く と も 三 つ の 現実 的 な 解釈 が ある . 
まず 第 一 に , その タス ク の 既知 か つ 決 定性 (deterministic) の 実行 時 間 を 表し て 
いる か も 知れ な い . この 場合 , 作成 され た スケ ジュ ー ル は 明確 な 解釈 を 持つ . 
第 二 に , タス ク の 実行 時 間 の 可能 な 最大 値 示 すこ と も あろ うら . これ ら の 値 を 
使っ た と き の ス ケ ジ ュ ー ル は , 結局 の と ころ 最悪 事例 解析 (worst-case anal- 
y8Sis) で あり , 遵守 され な けれ ば な ら な い 厳 し い 納期 が ある 場合 の “難し い ” 
実 時 間 の 問題 に 適用 で きる . この 解釈 の 下 で は , 一 度 ス ケ ジ ュ ー ル が 作成 され 
て し まう と , プロ グラ ム の 実行 は プロ セッ サ の 割当 て に 関す る 次 の 二 つ の 基本 
的 な 方 策 の いずれ か に 従っ て 制御 され る . 


1. プロ セッ サ ア , が ある 時 間 間 隔 を タス ク 犯 上 で 動作 する よう に 割当 て ら 
れ た と する と , 制御 機構 は その 全 時 間 間 隔 に わた っ て アア , を 急 の た め に 
と っ て お く . 与え られ た 走行 に つい て の の 実行 が その 最大 値 ま で 至ら な 
いで 終了 し た 場合 は , プロ セッ サ は 遊休 状態 の まま に され る か , ある 種 の 
背景 の 仕事 (background work) に 使わ れる . 

2. 制御 機構 は タス ク ・ シ ステ ム 全 体 の 実行 時 間 が 短く な る よう に , 個々 の 走 
行 の 実行 時 間 が (最大 値 に 比べ て ) 短く な っ た こと を 利用 する よう に 作ら れ 
る . その よう な 制御 機構 の 一 つが 3.5 節 に 述べ られ て いる . 


第 三 に , 与え られ た タス ク に だ 附 随 し て いる 重み は , 確率 変数 と し て 見 た その 
タス ク の 実行 時 間 の 期待 値 で も よい . 各 タ スク に その 実行 時 間 の 期待 値 に 等 し 
い プ ロ セ ッ サ 時 間 を 割当 て る スケ ジュ ー ル は , 次 の よう な かな 方法 で 使う こと が で 
きる . この スケ ジュ ー ル は , 各 タ スク それ ぞ れ に プロ セッ サ を 割当 て , 同じ プ 
ロ セ ッ サ を 割当 て られ た タス クタ 同志 の 間 の 順序 を 定め る . この 割当 て と 順序 が 
固定 され た と 仮定 し , 同じ プロ セッ サ 上 で 先行 し て いる 全て の タス ク が 完了 
し , か つ ,。 グラ フ に お ける その 全て の 先行 者 が 完了 する と , た だ ち に タス ク は 
開始 され る と 仮定 する . 次 に 示す よう な 先行 関係 孝 < 7 の 全て を グラ フ ゼ 
に 付け 加え た 新しい グラ フ で を 定義 むす る. すなわち , @G に お いて 旬 と が 
互い に 独立 で あり , ある 同一 の プロ セッ サ に 割当 て らち られ て いる タス ク の 順序 
で は の 7 が 旭 に 先行 し て 出現 する と き , 7 く 才 と する . この スケ ジュ ー ル 
の 平均 の 長 さ を 楽 観 的 に 評価 する と , G@ に お ける 最長 の 道 の 長 さ で ある . そ 
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の 合理 的 な 発見 的 手法 は , 与え られ た 実行 時 間 が 期待 値 で ある と 仮定 し て , 対 
応 す る 割当 て と 順序 を 使っ て 最短 の スケ ジュ ー ル を 見 出す こと か ら 構 成 さ れ よ 
の 。 
以下 , 引 続 い て 定義 むす る 全て の スケ ジュ ー リ ング 問題 に 対し , 最適 スケ ジュ 
ー ル の 探索 に は 有限 個 の スケ ジュ ー ル だ け を 考慮 すれ ば よい. つま り , これ 
ら の 問題 は 全て , 数 を 上げ (全て の 可能 性 の 吟味 ) に よっ て 効果 的 に 可 解 (effec- 
tively solvable) で ある . 多く の スケ ジュ ー リ ング の 問題 に は , 動 的 計画 法 , 
分 岐 限定 法 (branch and bound) や 数 理 計画 法 に よる その 他 の 手法 [2] が 適用 
され て きた . これら は :, 本 質 的 に は 数 を 上 げ の 手法 で あっ て , 発見 的 手法 の 研 
究 に お ける 比較 の 標準 を 作る た め に 効果 的 に 用 いら れ て きた . と ころ で , 我々 
の 目的 に と っ て は , タス ク ・ シ ステ ム を スケ ジュ ー ル する た め の “ 効 率 の 良い ” 
アル ゴリ ズム は , 本 質 的 に 数 を 上 げ 法 で な いも の , た と えば タス ク の 数 に 対し 
て 指数 的 に な る の で は な く 多 項 式 的 に 変化 する 手数 で 済む も ゃ の を 意味 する . 

以下 で は , 横取り 権 の ある (preemptive)f 場合 と 横取り 権 の な い (non-pre- 
emptive)f 場合 の 両方 の スケ ジュ ー リ ング 規律 に 関心 を 払う . 横取り 権 な し ス 
ケ ジ ュ ー リ ング で は , 一 旦 始ま っ た タス ク は 完了 する まで 実行 され な けれ ば な 
ら な い . 横取り 権 あ り の 規律 下 で は ,、 タス ク は 完了 する 前 に 割 込 ま れ , 他 の タ 
スク の た め に プロ セッ サ を 取上げ られ る か も 知れ な い . も ちろ ん , 横取り され 
た タス ク は , 割 込 ま れ た 点 か ら 再 開 さ れ , 究極 的 に は 完了 する に 至る 十分 な プ 
ロ セ ッ サ 時 間 が 与え を られ る と いう こと と が 依然 と し て 仮定 され て いる . 

実際 的 な 見 地 か ら す れ ば , 制限 付き の 横取り 権 あ り の 規律 (た と えば , 引 続 
く 横 取り 間 の 時 間 間 隔 に 下限 を 設け る とか, 単位 時 間 内 に 行い 得る 横取り の 回 
数 に 上 限 を 置く な ど ) を 考え る の は 有効 で あろ う . し か し , と こと で は 制限 な し 
の 規律 の み を 取扱 う . 

横取り 権 あり の 規律 で は , 実行 で きる 状態 の タス ク が ある に も か か わら ず プ 
ロ セッ サ に 遊休 期間 を 導入 する と と は , 決し て 利益 に な ら な いと いう こと に 特 
に 注意 し ょ う . 横取り 権 な し の 規律 で は それ が 当て は ま ら な いこ と は 図 3.1-2 
の グラ フ と ガン ト 図 で 示さ れる . (最適 ) ス ケ ジ ュ ー ル ぐ で は , eg か ら 2 まで 
の 間 の ア 。 が 遊休 で ある 時 に , 77 は 引 続 い て 割当 て 可能 に な っ て いる こと に 注 
意 し よう . この 7 を 7 で アア に 割当 て る と , より 長い スケ ジュ ー ル ぐに 
な の で し まう 。 


† 訳注 “preemptive" お よび “non-preemptive” は , 本 章 で は この よう 訳す が , 第 4 章 以降 
で は 少し 異な っ た 訳語 が 用 いら れる . 
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73。 2e 75, e 7 う , e 


3 73.2 。 7,1+e/2 75,1+e/2 


2g 1 2 


グ / 


中 
7 
嘱 。 5 ググ ク 


2+ 2e 


3.1-2 遊休 時 間 の 導入 


3.2 2- プ ロ セ ッ サ ・ シ ステ ム に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル [3] 


先行 関係 の 構造 が 任意 で あり , 最適 の 横取り 権 な し スケ ジュ ー ル が 能率 良く 
計算 で きる 現在 知ら れ て いる 唯一 の 場合 は , プロ セッ サ 2 台 で , か つ , 全て の 
タス ク の 実行 時 間 が 等 し いと いう 仮定 を 必要 と する !. と この シス テム の 最も ゃ 直 
接 的 で 実際 的 な 応用 は , スケ ジュ ー リ ング に 先立っ て ほぼ 同じ 大 き さ の タス ク 
お よび 対応 する 半 順 序 に 計算 を 分 割 で きる よう な 状況 に 対し て で ある . 次 節 の 
木 - ス ケ ジ ュ ー リ ング の 結果 と 同様 に , 3.6 節 で は , 2- プ ロ セ ッ サ の 結果 の 重要 
性 は 主として 最適 の 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル と の 関連 性 に ある こと が 分 る . 
2- プ ロ セ ッ サ 問題 の 解 に は , グラ フ の 各 タ スク に 正 整数 を 対応 づけ る ラ 
ベル 付け アル ゴリ ズム が 含ま れ て いる . スケ ジュ ー リ ング の アル ゴリ ズム 


† 一 般 の 問題 の 計算 の 複雑 さ に 関す る 扱い に つい て は , 文献 [19] 参 照 . 
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は , それ に よっ て 定まる タス ク の ラベ ル を 用 いて 定義 され る . ラベ ル 付 け ア ル 
ゴリ ズム の 定義 を 簡単 に する た め , 次 の 定義 を 導入 する . 正 整数 の 減少 する 系 
列 同志 の 間 に 次 の よう な 線形 順序 を 付け る . = (%, 2, …, 0 お よび "ニテ 
(1 5 …。 74) を その よう な 2 系 列 と する 1. すなわち , 1 く <? く <! お よび 1 
さく 7 くど に 対し , %: > 1 お よび 7 テン グー ュ で ある . 次 の いずれ か が 成り 立 
つと きぐ く W′ で ある と いう. 


1。。 る 三 ひ (まな お も 。W 寺 ( か が る 〆 肥 

2. ある 2(1 < く <? その が 存在 し , 1< く 7)<? 一 1 を 満た す 全て の 7 に 対し て %, 
三 し / 誠 か つ // ぐ / 

3。 # く かつ 寺下 (1 くく 7 く の . 


どの 人 は 。 7 5 作る])、 作 3 須 人 人 蘭 の る 人 芝 あみ 9 
( ) < (③) で ある . 

C の タス ク 数 を 7? で 表す . ラベ ル 付 け の アル ゴリ ズム は 各 タ スク 7 に 整数 
の ラベ ル ge(7) 6 人 1, 2 …, を 割付 ける . 写像 z は 次 の よう に 帰納 的 に 定義 
され る . 7 の 直接 の 後続 者 の 集合 を S(7) で 表す . 


1. S(7%0) ニ の ゅ で ある よう な 任意 の タス ク 7 を 選び , co( 究 ) = 1 と 定義 す 
る . 

2. ある ヵ ん く <? に 対し て , 整数 1.2 …. を 一 1 が 既に 割付 けら れ て いる と 仮 
定 する . S(7) が 空 で ある か , また は , (7) の 全 要 素 に 対す る eg が 既に 
定義 S れ た タス クダ の 各々 に つい て , 集合 {fg(7)17" と S( の の )) の 要素 を 
順に 並べ て 得 ら れる 整数 の 減少 系 列 を W(7) で 表す . これ ら の タス ク の う 
ち 少 な く と も ゃ も ー つ の 7* ま は , と れ ら 全て の タス クダ に 対し て W(7$ < 
(の) を 満た し て いる は ず で ある . その よう な 7* を 一 つ 選 び , g(7$) = 
と 定義 する . 

3. で の 全 タ スク が ある 整数 を 割付 けら れる まで , 2. の 割付 け を 繰 返 す . 


図 3.2-1 は , 正しく ラベ ル 付 け を 行っ た グラ フ の 例 を 示す . た と えば , ラベ 
ル 10, 11, 12 を 持っ た タス ク に は , これ ら の 整数 を 任意 の 順に 割付 け て も 良い 
こと に 注意 し よう . 上 記 の ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム に 基づく スケ ジュ ー リ ン 
グ ・ ア ル ゴ リ ズム を 次 の よう に 定義 むす る . プロ セッ サ が 空い た 時 は いつ で も る , 
先行 タス ク の 全て が 既に 実行 済み で あり , か つ プ ロ セ ッ サ が まだ 割当 て られ て 
いな い タ スク の 中 で 最大 の ラベ ル を 持つ も の に 割当 て る . 簡単 の た め , 一 般 人 性 


† 訳注 一 0 の と き , パニ ( )( 空 系 列 ) と する . 
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20 21 22 


ラベ ル で タス ク を 
表し て いる 


(@) 


0 1 2 3 4 ぅ 6 7 8 9 10 11 ) 電 
dl 回 回 回 同 回 還 回 同 
EE 回 EE ノロ ググ 


4- ス ケ ジ ュ ユー ル 
(⑫) 
3.2-1 4- ス ケ ジ ュ ー ル の 例 


を 和 失う と と な く ,2- プ ロ セ モッ サ ・ シ ステ ム に お いて アア と ア /。 が 同時 に 利用 可能 
こ な っ た と き は , 常に の 方 が 先 に 上 の アル ゴリ ズム に よっ て タス ク を 割当 
て られ る と と に する . (プロ セッ サ の 数 が 任意 の 場合 に も 同様 に この 取決め を 
採用 し よう )、 上 の アル ゴリ ズム (アル ゴリ ズム A と 呼ぶ ) で 作っ た スケ ジュ ー 
ル を A- ス ケ ジ ュ ー ル と 呼ぶ こと に し ょ う . 一 般 性 を 失う と と な く , タス ク の 
実行 時 間 を 時 間 の 単位 と し て 採用 する . プロ セッ サ 数 7% 三 2 で タス ク の 実行 
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時 間 が みな 等 し い 場 合 は A- ス ケ ジ ュ ー ル は 最適 で ある と いう と と の か な り 難 
し い 証 明 を 吟味 する 前 に , ラベ ル 付 け の アル ゴリ ズム と それ に 対応 する A- ス 
ケ ジ ュ ー ル の 重要 な 性 質 を いく つか 議論 し ょ うら. 

いま 考察 し て いる スケ ジュ ー リ ング 問題 を ある 程度 考え て みる と , ラベ ル 付 
け ア ル ゴ リ ズム は 次 の 性 質 を 持っ て いる と いう こと が 直観 で 分 る . 


1. 婦 が 7 より も レベ ル が 高けれ ば eg( の 7) > ge(79 で ある . すなわち , 7 は 
7/ よ り ス ケ ジ ュ ー リ ング 優先 度 が 高い . 実例 を 図 3.2-1 で 調べ よ . 

2. S(7 CS(7) な ら ば , や は り og(7) > eg(7) で ある . た と えば , 図 3.2- 
1 で , ラ ベル が 15 の タス ク は , ラベ ル が 13 の タス ク よ り 高 い 優先 度 (ラベ 
ル ) を 持っ て いる こと が 分 る . 


これ まで 述べ て きた ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム が 性質 2 を 持つ と と は 容易 に 分 
る . さら に , 性 質 1 も と の ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム の 性 質 で ある と と を 示す の 
は それ 程 区 しく な い . C の レベ ル の 数 に つい て の 帰納 法 を 使っ て 直接 , 証明 す 
る こと こと が で きる (問題 8.1 を 見 ょ ). 

一 般 に , タス クア の 実行 が 済む と 数 多く の タス ク の 実行 が 直ちに 可能 に な 
る と き , 7 に は 高い スケ ジュ ー リ ング 優先 度 を , 場合 に よっ て は より 高い レベ 
ル に ある 他 の タス ク よ りゃ 高い 優先 度 さ えも , 与え る べき で ある と 考え る の は 
自然 で あろ う . し か し , スケ ジュ ー ル 4 で は , 性 質 2 の 条件 下 で な けれ ば そ 
れ は 実現 され ず , その 条件 下 だ け で 十分 で ある の は 7 三 2 で ある と いう 前 提 
と 際 ど く 依存 し て いる . た と えば 図 3.2-2 の グラ フ を 調べ て みよ うら. 7% 2 の 
場合 は 4- ス ケ ジ ュ ー ル が 最適 で ある こと は 容易 に 確か め ら れる が , %% 三 3 の 
場合 は 図 に 示し た よう に 最適 に は な ら な い . 明白 な 理由 は , 直接 の 後続 者 が 多 
数 ある こと か ら 当 然 与 えら れる べき 十分 高い 優先 度 を 75 が 与え られ て いな い 
こと で ある 。. 

最適 の ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム を 定義 むる の に 性 質 1 と 2 で 十分 で ある と 考 
えた く な る が , それ は 間違っ て いる . 問題 3.4 は , 読者 が 先 へ 進む 前 に 考え て 
欲し い 反 例 を 与え て くれ る . 

実行 が 等 (単位) 時間 で ある か ら , 刀 , も 万 も 同時 に タス ク の 実行 に 使え る よ 
うに な る . 時 刻 ! で と が 新しい タス ク の 実行 に 使え る よう に な っ た と 
し , 7 が 時 刻 : で は まだ 実行 され て いな い タ スク に 対応 する ラベ ル の 中 で 最 
高 の ラ ベル を 持っ た 未 実行 の タス ク で ある と 仮定 する . 7/< 7 で ある よう な 
全て の 7 に 対し . アル ゴリ ズム A で 作ら れ た ラベ ル 付 け は e(7) > gw( の 7) 
で ある . し た が っ て , 時 刻 ! で は 7 の 全て の 先行 者 は 実行 済み の は ず で あり , 
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7 の ヵ 
人 な 
ング べ へ 、 
6 7 75 な 7 人 石 ) 全 2 


4- ス ケ ジ ユ ー ル 
0 1 2 3 + ぅ 


図 3.2-2 %w 三 3 に 対す る 反 例 


7 は 実行 で きる 状態 に な っ て いる . 4- ス ケ ジ ュ ー ル の 定義 か ら , と ア / は 
常に 最高 の ラベ ル を 持っ た 未 実行 の タス ク を 実行 し よう と する し , 取決め に よ 
り が ア 。 より 前 に タス ク を 割当 て られ る こと と か ら , は 時 刻 { か ら 始 まる 
単位 時 間 間 隔 の 間 P」 に よっ て 実行 され る は ず で ある . と の こと と か ら 次 の 性 質 
が 成立 つの で ある が , 4- ス ケ ジ ュ ー ル が 最適 で ある こと と を 証明 する 時 に 参照 
し 易い よう に 補題 の 形 に し て お こう . 
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補題 3.1 

C に 対す る 4- ス ケ ジ ュ ー ル で , タス ク 7 が 実行 を 開始 する 時 刻 を 表す 非負 
整数 を (7) と 定義 むる. 7 ア が で 実行 され , か つ 7⑦) < く (720 な ら ば 
e(7) > eg(77). 


な お , 前 記 こ より , 4- ス ケ ジ ュ ー ル の 最後 の タス ク の 終了 時 刻 よ り 前 に ア 
が 空く と と は 決し て な いと と に も 注意 し よう . ここ で 主 な 結果 を 次 に 示す . 


定理 3.1 
タス ク の 実行 時 間 が 全て 同じ で ある 任意 の グラ フ に 対し , 7% 三 2 な ら ば , 4- 
スケ ジュ ー ル の 長 さ は 最短 で ある . 


証明 いく つか の 定義 を する と と か ら 始 め よ う . C の タス ク は 4- ス ケ ジ ュ 
ー ル ざ を 使っ て 実行 され る も の と 仮定 する . が 時 刻 ほ か ら 時 刻 十 1) ま 
で 空い て いる と き , アア 。 は 空 タ スク ゅ を 実行 し て いる と いい , oe(@) = テ 0 と 定 
義 す る . タス ク 了 : お よび 中 を 次 の よう に 帰納 的 に 定義 する . 


1. 1 は, が (Po) = が S) 一 1 を 満た し , で 実行 され る タス ク で ある と 定 
義 む する (すなわち , Do は 互 で 実行 され る 最後 の タス ク で ある )。 同様 に , 
Po は (Po) = が ③) 一 1 を 満た し ア 。 で 実行 され る (場合 に よっ て は 空 
の ) タ スク で ある と 定義 する . 

2. 一 般 に , を >1 に 対し, 玉 は eg(7) く e(-O, (7) く (7) か つ 
(7) は 最大 で ある よう な (場合 に よっ て は 空 の ) タ スク 7 で ある と 定義 す 
る . 補 証 3.1 より , 中 は ア 。 で 実行 され な けれ ば な ら な い . Pr は が 
(中) を 満た し ア i で 実行 され る タス ク で ある と 定義 する . 


が 存在 し な いな ら ば , 時 刻 (S) 一 1 以前 に プロ セッ サ が 遊休 で あっ た 
こと は な く , 明らか に ぐ は 最 適 で ある . し た が っ て , 玉 が (し た が っ て また 
」 ゃ も) 存在 する と 仮定 し て 良い . 1<z<7 に 対し て 中 , を 定義 で きた と 
する . PiaD く (7) < が ( 攻 ) か つ 7 孝 玉 を 満た す サタ スク アダ の 集合 を 
叉 (0 <? くく ァ ) と 定義 する . 1 は 存在 し な いか ら , 巴 . は (7) < が 切 ) か つ 
アデ 屯 を 満た す 7 の 集合 で ある . 

各 叉 , の 要素 数 は 奇数 で あり , ある 正 整数 z: に 対し , |%』| = 2 一 1(0 < 
を < ヶ ) と 書け る こと に 注意 し よう . 上 の 定義 を 説明 する 例 を 図 3.2-3 に 示す . 
集合 , は 太線 で 囲ん で ある . 

定理 の 証明 の 核心 は , 0 < を <7 に 対し , 7 と ギュ な ら ば の 7 マ < 
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タス ク は その ラベ ル で 
表現 し て いる 


9 


パ 。 あの イオ 4 


e( 娘 )=2 (中 )=7 oe()=10 oe( ち )=17 
e( 中 )=1 ce()=0 oe( め )=4 ee( 中 )=6 


図 3.2-3 攻 , 屯 , お よび 叉 の 定義 


分 で ある と いう 事実 に ある . これ を (7) お よび 7(7) に 関す る ( 二 重 ) 帰 納 法 
で 証明 を 進め よう . 叉 , の 定義 お よび 補題 3.1 より , 7 アー, な ら ば g(7) > 
e() か つ 7) < が) で ある . 

まず , 7 三叉 を 7) が 最小 の も の で ある , すなわち 67) = が rr) 填 1 
三世 ) 一 7 十 1 で ある と し よ ょ よう. 


第 3 章 プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 決定 性 モデ ル 
e(r) > eg( の 7) > eg( 必 ) > e(1) 


で ある か ら 及 が 7 を 時 刻 (4 に 実行 し よう と し た と 考え られ る が , そう 
な っ て いな い . し た が っ て その 時 刻 に は , 7 の ある 先行 者 7" が あっ て その 実 
行 が まだ 完了 し て いな か っ た に 違い な い . つま り , 7) > (PD し か し , 
7 が 7 の 先行 者 で ある こと は 4- ス ケ ジ ュ ー ル の 定義 か ら , eg(7?) > eg(7) を 
意味 し て いる . 7 は 時 刻 (7) に 実行 され た の で ある か ら , 7" は より 前 に 
実行 され て いな けれ ば な ら ず , 


(7) く が 7) 一 1 = ニ が P。) 


以上 に より , (77) = バ が) か つ eg( ダ 7) > eg(P) 7 に 対し て 可能 性 は た 
だ 一 の つ し か な で く 。 7ー Puun で ある 。 つまり, 本 7 

次 に , 任意 に 固定 し た 7(1 く 7< く yz) に 対し , 7 和束 か つが 7) < が P) 
ー 7%k 十 7 な ら ば 41 く 7 で ある こと が 示さ れ た と 仮定 する . の 7" 叉 , は 
人 (7) =( 攻 ) 一 士 7 十 1 を 満た し て いる と する . 前 と 同じ 議論 に より , 


e(iar) > eg(7) > eg(P) > eg(1) 


が 成 り 立 つか ら , の は 時 刻 7( 攻 1) に アア で 実行 され よう と し た と 考え られ る 
が , 実行 可能 に は な っ て いな か っ た . つま り , 7 の ある 先行 者 7? が あっ て , 
この 時 刻ま で に は 実行 を 完了 し て いな か っ た の で あり , 次 の 式 (A) が 成り 立っ 
て いな けれ ば な ら な い . 


(A) が (7) が) モバ の 一 


また , 7/ < 7 で ある か ら , (77) く が 72 一 1 テ 7/( 攻 ) 一 7 十 7 で ある . 
式 (A) に お いて , 二 つ の 場合 が 考え られ る . まず , (7”) = () 一 k で ある 
と 仮定 する な ら ば , g(7?) > eg(72 > eg(P) > ce( 玉 人)) で ある か ら , 7 = 
4 ュ で な けれ ば な ら な い . し た が っ て , 所 望 の 必 4」 く 7 を 得る . 次 に , 
(7?) > が 攻 ) 一 xx 十 1 で ある と 仮定 する な らい ば, 


(YY) 一 二 1 く (7?) < く (一 2 十 7 


で あり , また だ た, 7” で ある か ら , 帰納 法 の 仮定 より 4 く 7" で ある こ 
と が 分 る . ゆえ に , 半 順 序 < の 推移 性 より 1 く 7 が 得 ら れ , 二 重 帰納 法 
の 第 1 段 が 終了 する . 以上 が 全て の 7 , に 対し て 必 ,。」 く 7 で ある こと と の 
証明 で ある . 

了 7 タ 
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叉 , 内 に 先行 者 を 持た な い 叉 , 内 の タス ク の 集合 を 太 で 表す . 全て の 76 
叉 に 対し て 必 。 く で ある か ら , S() 叉 三 ん で ある こと を 知る の 
は 上 難しく な い 1. 

任意 に 選ん だ 7(00 <7 く ュー2) に 対し , PL) 一 7 そく 7) < 区 ) 
を 満た す 任意 の が ギ ,』 に 属す る な ら ば 全て の ひど 叉 に 対し て 7 く ひ で 
ある と いら うら こ と が 証明 され た と 仮定 し よう . 7" は (7) = ニ パ ) 
ー7ー1 を 満た し て いる と する . の 台 』」 で ある か ら ge(7) > ge( 区 1). 
W(7) は 7 の 直接 の 後続 者 の w の 値 の 減少 系 列 で 作ら れ て いる こと を 思い 出 
す と , (の > (Yu) で な けれ ば な ら な い . もし, の の? S( の 2) n 素 』1 が 存 
在 す る な ら ば , (77) > (7) mn) 一 7ー 1 すなわち 77?) > (な 
ー 7 で ある か ら , 帰納 法 の 仮定 に より 全て の =, に 対し て 7" く アダ で あ 
り , 推移 律 か ら 全 て の 7 叉 , に 対し て 77 く 7 ア と な る . そこ で, (の 7) n 
の で ある と 仮定 し ょ よう. 補題 8.1 より 7) > ( 攻 ) な ら ば e( の 7) < 
ce( 攻 ). また , eg( 玉 ) く e(/) で も ある . ここ で 少々 考え ん えて みる と , 4- ス ケ 
ジェ ュー ル , ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム お よび グラ フ で の 定義 か ら , W(7) > 
(Pr) か つ S(77) n 和束 g ュ モニ の なら ば , S(72) n 丸 ニ んで な けれ ば な ら な 
いこ と が 分 る 1. この こと は , 全て の 7 叉 に 対し , 77/ < 7 で ある こと を 意 
味 し て いる . これ で 二 重 帰納 法 の 第 2 段 が 完了 し , 7 叉 , かつ 7" 素 
(0 < ん <7) な ら ば , 7 < 7 で ある こと の 証明 が 完了 した. 

† 訳 注 先行 グラ フ に は 冗長 な 枝 が な いこ と に 注意 せよ . 


† 和 訳注 [命題 ] W(79 > Mai) か つ 8S(77) n そ ニ の (7 手 祝 」 (77) = 知人)) 一 7ー1. 
0<7 く <zxn 一 2 を と 0) な ら ば , 8S(7') n 叉 = で ある . 


証明 S(7) nx チ 7z を 仮定 し て 矛盾 を 導 こ うら . 背 理 法 の この 仮定 を 二 つ の 場合 に 分 け て 考え 
る . 


(1) ある 7 と ん が 存在 し て , 7 生 S(7") n え , で ある 場合 . 

の" の 定義 か ら 7 チア 誠 ュ で あり , な の 定義 か ら 7 三 双 。 ゆ え , 7 竹 9(7) か つ 77 6 S(Y 誠 1) で 
ある . さら に 二 つ の 場合 に 分 け て 考え る . 
(i) 7' < の が 成り 立つ と する と , 7 邊 S(77) で ある と と か ら , ある 7"? 6 S(7") が 存在 し て 7" 
く 77 < アア . 命題 の 仮定 か ら 7?" 生 叉 mn し た が っ て 7" 征  U 【[ 語 で な けれ ば な ら な い . し 
か し , ラベ ル の 人 性 質 か ら 明 ら か に 7" チ Pa で ある か ら , の 7 手 双 で な けれ ば な ら な い . し た が っ 
て , 1 く 77 < の . グラ フ @ に は 冗長 な 枝 が な いと と か ら , これ は 7 6 S(Yxri) と 矛盾 する . 
(ji) の 表 77 が 成り 立つ と する . (x+) ニ (2 25。 20 W(7) (1 5 7 と 書 
く . 任意 の 7? え , に 対し , ア a1 で 77 で ある か ら , 減少 列 (z1, zz, .… …, 7) の 前 半 は , に 属す る 
(くに 関し て ) 極大 な タス ク の ラベ ル (g(7) を 含む ) の 減少 列 に 一 致す る . 一 方 , 8(7) n え mi の 
で ある こと か ら , 減少 列 (%1, 5 , 7) の 前 半 は S(7") n 叉 , に 属す る 極大 な タス ク の ラベ ル の 
減少 列 に 一 致し , e(7) を 含ま な い . これ は , 命題 の 仮定 W(7') > W(Yri) と 矛盾 する . 
(2) ある 7 8(7') n え , が 存在 し て , 7 竹 な で ある 場合 . 

7 所 か つ 7 竹 ん で ある か ら , 7 は 叉 。 内 に ある 先行 メス ク 7? を 持ち , 7 ま 77. 上 記 (ii) 
と 同じ 議論 (ii) に お いて 7 が 果 し た 役割 を 7" に 担わ せる と よい ) に より , 命題 の 仮定 と 矛盾 する . 

自 
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つぎ は , 定理 の 証明 に 向け て の 短い 手順 で ある . 任意 の スケ ジュ ー ル に 対し , 
1 内 の 全て の タス ク は , 叉 , 内 の 任意 の タス ク が 開始 する 前 に 実行 され な け 
れ ば な ら な い . 誠 は (27 ュ ーー 1) 個 の タス ク か ら 成 っ て いる の で , それ に 


は 少な く と も zi 時 間 単 位 が 必要 で ある . つま り , で を 実行 する に は , 使用 
する スケ ジュ ー ル の 如何 を 問わ ず , 少な く と も 居 2x 時 間 単位 が 必要 で ある . 

7( ぐ S) = xx で ある か ら , ざ は 最短 で ある こ と が 示さ れ た こと に た な り , 定理 
の 証明 は 完成 し た . 邊 


7 > 2 の 場合 は 4- ス ケ ジ ュ ー ル が 必ず し ゃ 最適 に は な ら な いと と は 既に 示 
し た ( 図 3.2-2 参照 ). 実行 時 間 が 全部 同じ と は 限ら な い 場 合 も , 4- ス ケ ジ ュ ー 
ル は 必ず し ゃ 最適 に は な ら な いと と も また 真実 で ある . タス タク の 実行 時 間 が 1 
単位 か 2 単位 の いずれ か を と り 得 る と 想定 し よう . 図 3.2-4 は , その よら な タ 
スク か ら 成 り , 2 台 の プロ セッ サ に 対す る 4- ス ケ ジ ュ ー ル が 最適 に は な ら な 


丘 。】 5 ッ / 寺 」 
正しい ラベ ル 付 け に 
対し て は c 73ー3 

0 "前 
4 スケ ジコ ュー ル 
1 も 0 、 あ CB 9 


最適 スケ サジ ュー ル 


必定 回 ノノ 


回 回 ロク ノ /// 


3.2-4 実行 時 間 が 等 し く な い 場合 の 反 例 
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3.8 木 構造 の 先行 アラ フ に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル 
い グ ラフ を 示し て いる . こと の 例 は , タス ク の スケ ジュ ー リ ング 優先 度 は その 実 
行 時 間 . ある い は より 一 般 的 に は , その 与え られ た タス ク を 含み 実行 時 間 の 総 
計 が 最大 に な る よう な 道 の 総実 行 時 間 に 依存 し て 定め られ る べき で ある こと を 
示し て いる . 


3.3 木 構造 の 先行 グラ フ に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル 


本 節 で は , 先行 グラ フ が 木 構造 に な っ て いる 特別 か つ 重 要 な 場合 を 考察 し よ 
うら. タスク の スケ ジュ ー ル に 利用 で きる プロ セッ サ の 数 は 任意 で ある と 仮定 す 
る . 全て の タス ク の 実行 時 間 が 単位 時 間 で ある と いう 仮定 お よび 3.2 節 の その 
他 の 仮定 は , 本 節 で も 引継 が れる . 

本 節 で 取上げ る 先行 関係 の 構造 は ( 有 向 の ) 単 一 根 の 木 で あり , 根 を 除く 各 節 
点 は 正確 に 一 本 の 出射 枝 を 持つ . 根 に は その よう な 枝 は な い . これ か ら 考 察 す 
る 木 は , 任意 に 与え られ た 節点 (タス ク ) の 直接 の 先行 者 同志 に は 順序 が 仮定 さ 
れ て いな いと いら 意味 で 順序 な し で ある . この よう な 木 の 一 例 を 図 3.3-1 に 示 
の 
木 に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル を 求め る 箇 単 な アル ゴリ ズム が 考案 され て いる 
[41. この アル ゴリ ズム は , 直観 的 に は 大 い に 心 に 訴え 易く と の スケ ジュ ー リ 
ング 問題 を 考察 する 誰 も が 全く 同様 な こと を 思い 浮か べそ うな も の で は ある け 
れ ど も , それ が 最適 で ある こと の 証明 は 了 予期 し た より も ずっ と 難し い . この ア 


図 3.3-1 先行 木 
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ル ゴ リ ズム の 記述 と その 最適 性 の 証明 を 次 に 示す . 

以下 に 記述 され る アル ゴリ ズム で は , 最初 に , 与え られ た 木 の 中 に ある タス 
ク の 集合 が 既に 処理 され て いて ( 1 パス の み が 必 要 ), その 処理 に より 各 タ スタ 
7 に は その レベ ル (の ) (2.1 節 参照 ) が 対応 さけ られ て いる こと が 仮定 され 
て いる . スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム は 次 の よう に 記述 され る . プロ セッ 
サ が 空い た と き は いつ も ゃ も!, 先行 タス ク の 全て が 既に 割当 て られ て し まっ て お 
り , し か も それ 自身 は まだ 割当 て られ て いな い タ スク の うち 最高 の レベ ル に あ 
る タス ク ( も し あれ ば ) を 割当 て る . いく つか の タス ク が 互角 で ある 場合 は , そ 
の よう な タス ク の 中 か ら 任 意 の 一 つ を 選ぶ . この アル ゴリ ズム で 作ら れる スケ 
ジュ ー ル を 刀 - ス ケ ジ ュ ー ル と 呼 忌 こと に し よう . 例 は 図 3.3-2(a) に ある が 
これ は プロ エセ モッ サ 数 % 三 3 を 想定 し て 図 3.8-1 の 木 に 対す る 及 ス ケ ジ ュ ー 
ル を 示し た も の で ある . 図 3.3-2(b) に は , 同じ 時 間 単 位 内 で 実行 され る タス 
ク 同 志 を 線 で 囲む こと に よっ て と の スケ ジュ ー ル を 明示 し て いる . 自明 な 方 法 
で (> 2) プロセッサ に 拡張 され た 4- ス ケ ジ ュ ー ル が , 木 に 対す る 正当 な - 
スケ ジュ ー ル を 産み 出す こと に 注目 する と 良い . 

ぢ - ス ケ ジ ュ ー ル が 木 に 対し て 最適 で ある こ と を 証明 する 前 に , 任意 の グラ 
フ お よび 任意 の プロ セッ サ 数 7% に 対し て 有効 な , 最短 実行 時 間 の 下界 を 導 こ 
ら . その 次 に , この 下界 が 実際 に (タス ク の 実行 時 間 が 全て 等 し い ) 木 に 対す る 
ぢ - ス ケ ジ ュ ー ル で 達成 され る と と を 示 そ う . 

レベ ル 7 以上 の タス ク の 集合 を 0⑦⑰ で 表し , 与え られ た グラ フ ゼ 内 の 最 
大 長 の 道 を ニテ ( の 7 の 。..…, 人 .) と する . 任意 の 7(0 <7 く ミア) に 対し , レ 
ベル が 7 を 越え る 全て の タス ク を 10(7 十 1) |/7 単位 時 間 未 満 で 実行 する こと 
は 不可 能 で ある . グラ フ の 残り の 部 分 に 対し て は 少な く と も 7 単位 時 間 が 必 
要 で ある か ら , 最適 スケ ジュ ー ル の 長 さ な j。 に つい て 次 式 を 得る . 


(3.3.1) am max 7 9 和義 当 | 


0<7 そ と //2 


ここ で , 記法 「z] は , z 以上 の 最小 の 整 数 を 表す . 

同様 の 方 法 で 。 与え られ た グラ フ を 単位 時 間 内 で 実行 する の に 必要 な プロ 
セッ サ の 最小 台数 の 下界 も 導く こと が で きる こと に 注意 し よう . (ん は グラ フ 
の 実行 時 間 に 対 する 自明 な 下界 で ある か ら , 7 と ル ん を 仮定 し な けれ ば な ら な 
† 実際 に は 同時 に 二 つ 以 上 の プロ セッ サ が 空く こと も ある が , この 場合 は その 添字 の 順に 一 一 P。+ 


の 前 に Pr1 を , その 前 に P, を ーー スケ ジェ ュ ー ル する こと が 仮定 され て いる こと を 思い 出 そ 
し 
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3.3 木 構造 の 先行 グラフ に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル 


1 2 3 + ) 


( め ) 
図 3.3-2 図 3.8-1 に 対す る - ス ケ ジ ュ ー ル 


い .) この 下界 は 次 式 で 与え られ る . 


99 み 3] Ao 


3.3.2) wa = max| ーー 


0 ミ け さく と 


ぢ - ス ケ ジ ュ ー ル が 最適 で ある こと の 証明 を 箇 単 に する た め , 次 の 特別 な 場 
合 を 最初 に 片付け て お く と 都合 が 良い . 
補題 3.2 

は, 最初 に 実行 可能 な タス ク ( 葉 で ある 節点 ) 数 が 7 未満 の 木 で ある と 仮 
定 す る . この と き , @ の 最長 の 道 の 長 さ を ん と する と , プロ セッ サ zx 台 の 場 
合 の @ に 対す る - ス ジ ケ ュー ル は 長 さ で ある . 
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証明 与え られ た グラ フ に 対す る - ス ケ ジ ュ ー ル を ぐ と する . 史 (0 く 
? く が ぐ ) 一 1) を ぐ の (⑭ 十 1) 番 目 の 時間 間 隔 で 実行 可能 な タス ク の 集合 と す 
る . で は 木 で ある か ら , 数 列 |P|, | 避 人 | ..., |, -| は 単調 非 増加 で ある . 
この 重要 な 知見 は , 実行 可能 な タス ク を 一 つ 実 行 す る と , 次 の 時 間 間 隔 に 実行 
可能 と な る タス ク が 生ずる の は 高々 ー つ で ある と いら 簡単 な 事実 に よる . し た 
が っ て , | く w と いう と と は , 全て の 7(1 く 7 く 7③)) に 対し て も || く 
7 を 意味 する . この 事実 を 使う と , 表 j』 内 の タス ク は 全て , 兄 (0 <7 く が 9)) 
内 の 最高 レベ ル の タス ク よ り 低 い レ ベル に ある と いう こと を 容易 に 確か め る こ 
と が で きる . な ぜ な ら , これ が 正しく な いと 仮定 する と , , 内 に 先行 タメ スタ 
を 持っ て いな いあ る タス ク が 内 に 存在 する . | 融 | < % で ある の で , この 
タス ク は 刀 - ス ケ ジ ュ ー ル の 定義 に よ っ て 只 , に 含ま れ て し まわ な けれ ば な ら 
な く な る か ら で あ る . し た が っ て , レベ ル 数 が で ある こと か ら , ⑤) く 
で ある . は ぐ ) の 下界 で も ある か ら , S) ニル を 得る . 則 


定理 3.2 

C は 木 で あり , So を で に 対す る 7% プロ セッ サ の - ス ケ ジ ュ ー ル で ある と 
する . と の と き , C に 対す る 7% プロ セッ サ の 全て の 正当 な スケ ジュ ー ル ぐに 
対し , 6) < が ③). 


証明 を の レベ ル 数 と する . 定理 の 結果 は = 1 に 対し て は 自明 で あ 
る か ら , >2 を 仮定 する . G に 対す る 7% プロ セッ サ の , 与え られ た ぢ - ス 
ケ ジ ュ ー ル さ o の 長 さ を 7 で 表し , こ の スケ ジュ ー ル で 最初 の ?00 <? < の 単位 
時 間 内 に 実行 され る タス ク の 集合 を W: で 表す (た だ し , Ao = の . Ii 一 
W。| く 7 で ある よう な 最小 の 整数 を ヵ と 定義 むる . の = ニ 0 な ら ば 補題 3.2 が 
適用 され て それ で 終り で ある か ら , 0 く ヵ く 7 と 仮定 する . 最初 の ヵ 単位 時 間 
の 間 は どの プロ セッ サ も 空き に は な り 得 ず , 1 <? く の ヵ で ある よう な 全て の ? 
に 対し て , |IWi| は 7 の 整数 何で ある こと に 注意 し よう. 

最初 の (7 十 1 ) 単 位 時 間 の 後に 実行 され る べく し て まだ 残っ て いる タス ク 
が 木 の 中 で 占め て いる 最高 の レベ ル を ヵ :(0 < 7 く ひ の と 定義 する . 言い 換え る 
と 。 0(⑫⑰ 十 1) と ダ ュ ュ で ある よう な 最小 の 整数 (と レ ベル) を の と 定義 する . 
3.3-3 に ヵ と っ ?。 の 定義 を 示す . 後 で 使う た め に 7 ニニ ァ p と いう 特別 な 場合 を 考え 
よう . 0(⑰。 十 1) と WWm。 か つ W。 と が n で は ある が , W。 と の (⑰ 十 1) と 
は 等 し く な り 得 な い . な ぜ な ら , = (2。 十 1) で ある と 仮定 すれ ば , 最初 
の 単位 時 間 で レベ ル (?。 十 1) 以上 の 全て の タス ク を , し か も それ ら の み を 
実行 し た と と に な る か ら , この 時 点 で 残っ て いる タス ク の 最高 レベ ル は ぁ , す 
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3.3 木 構造 の 先行 アラ フ に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル 


7 3、7=7 
p=2, ゅ =4. 0(5)= 1ー71 
Ao= 1 一 61 , = 1 一 7,111 ,A。 て 9⑤) て A。 


図 3.3-3 第 1 の 場合 の 例 


な わ ち , 最初 の ( ヵ 十 1 単位 時 間 後 に 残っ て いる タス ク の 最高 し ベル と な る .・ 
? 時 間 後 , ( ヵ 十 1) 時 間 後 共に 残っ て いる タス ク の 最高 レベ ル が 一 致す る と い 
うこ と は (⑰ 十 1) 番 目 の 時 間 間隔 に お いて 空い て いる プロ セッ サ が な いこ と と を 
意味 し て いる が , これ は ? ゎ の 定義 に 矛盾 する . 

さて , ゎ の 定義 お よび 補題 8.2 より ( ヵ 十 1) 単位 時 間 後 に 残っ て いる タス タク 
は , の 単位 時 間 で 完了 する こと が 分 る . この こと か ら 次 式 を 得る . 


ニタ キオ 1 エ キタ = | 


式 (3.8.1) を 適用 する た め に , を 0(?。 十 1) で 表現 し た い . 次 の 二 つ の 場合 
を 考え る 必要 が ある . 

第 1 の 場合 : W。 と 0 の (⑫⑰。 十 1). [ 図 3.8-3 の 例 参照 .] 定義 か ら @(⑳⑰。 十 ) 
ご Wi で あり , と の 場合 は 次 式 が 成り 立つ {. 


| 


† 訳注 W。 こ 9(2。 十 1) か つ 1W。| = wp で ある か ら , 「IO( ぁ 十 1)|/w1 > [IMl/] = ァ . 一 方, 
3 十 1) と ri で ある か ら , p 二 1 ニ Wsil/ み 1 = [の (2 ヵ 十 1) /x]、 ゆ え に 本 文 の 式 が 成り 
2 
ィ 727 
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し た が っ C+ 


setDL] ca + G+DL | 


772 0 ミ 7 く と 


ここ で 式 (3.3.1) を 適用 する と 証明 は 終了 する . 

第 2 の 場合 : W。 よ 0 の (⑫⑰, 十 1). [ 図 3.3-4 の 例 参照 ここ で は ヵ ニ =3, 9。 = 
3 で ある .] この 場合 , W。 は (?》。 十 1) より 低い レベ ル の タス ク を 含ん で いる こ 
と に 注意 し ょ よう 1! . さら に 二 つ の 場合 を 考え る . 


a. Wi: ご 065:。 二 1) と な る よう な ?(1 <? < る の) が 存在 し な い 場 合 を 仮定 し 
よら. この と き , 全て の ?(0 <? く の ) に 対し , 時 間 間隔 (。 ? 十 1) に お い 
て 実行 され る 最高 レベ ペル の タス ク の 数 は 7w 未満 で ある と と が 容易 に 示さ 
れる . (その よう な 各 ? に 対し , (Wi 一 Wi) は (9: 十 1) より も 低い レベ 


訳注 この [第 2 の 場合 1 こつ いて ここ で は 原文 に 忠実 に 従っ た けれ ども , 若干 の 不備 も あっ て 占 か 
分 り 難い の で , 参考 の た め , [第 2 の 場合 1 の 訳者 ら に よる 証明 を 以下 に 述べ る . 
[補題 1] 任意 の ?(1 <? ぐ ヵ ) に 対し , Wi 生 0(p:-:)) で ある な ら ば , 時 刻 ? に お いて 未 実行 で ある 
最高 レベ ル gz-1 の タス ク 数 7′ は 未満 で あり , pz- ュ 5 十 1. 
証明 背 理 法 に よる . 時 刻 : に お ける レベ ル zz-i の 未 実行 タス ク を 7(1), 7(2),…, 7 (7 ) と し , 
0  % で ある と 仮定 する . 補題 の 仮定 より , ある タス クダ 7。 が 存在 し て 7。 Wi かつ 7。 邊 
(9:-0 7 ぁ の レベ ル を pw( く 1) と し , 77。 を 実行 し た 時 間 間隔 を ( ヵ 7 十 1) と する (0 <7 く 2. 
7 ヵ より 高い レベ ル pi- ュ 1 の 各 タ スク 7() (1 < を <) が 時 間 間 隔 (7, 7 十 1) に お いて 実行 され な か っ 
た の は , 時 刻 7 に お いて 各 7() に 1 個 以上 の 未 実行 の 先行 者 が あっ た か ら に 他 な ら な い . 各 77(⑰) 
に 対し , 時 刻 7 に お ける 未 実行 先行 者 の 最高 レベ ル の タス ク (の 一 つ ) を 7 (を ) と する . G は 木 で ある 
か ら (①⑪, ダ (2),…. 7 (は 全て 異な る . 明らか に 各 (を) の レベ ル は pp より も ゃ も 高い. し た が っ て , 
時 間 間隔 ( ヵ 7 十 1) に お いて は 未 実行 タス ク 如 (1), 7(2), …, 7( み 7) の 中 か ら レ ベル の 高い 順に 
個 が 選ば れ て 実行 され な けれ ば な ら ず , 7。 が 実行 され る は ず は な い . この 矛盾 は ' = w の 仮定 
に よる . し た が っ て w くく. 
また , ヵ の 定義 ム ら 時 間 間 隔 (5 ? 二 1) (? く ヵ ) に お いて 実行 され る タス ク 数 は w で ある か ら , %/ 
ぐ く 學 は - ュ 1 三 十 1 を 意味 する . | | 
[補題 2] 任意 の 2(1 < ?) に 対し , Mi チ 0(2:- ュ ) . 
(証明 略 ) 
[補題 31 WC 6 の (5z-1), か つ ,。 Mai 生 の (2) な ら ば 5a ュ ーッ 十 1. 
証明 AzC0(p-i) お よび wi-1 池 の 十 1 を 仮定 し て 矛盾 を 導 こ う . p-1 子 0: 十 1 で ある か ら 9z-1 
=%. 時 間 間 隔 (5, ? 十 1) に お いて レベ ル vpz-1( 三 2) より も 低い レベ ル の タス ク を 実行 する は ず は な 
く , ai で の (95) と な り 仮定 に 反する . 邊 
[補題 41] - ュ ニル 十 1. 
(証明 略 ) 
さて , &. お よび b. の 場合 分 け の 仕方 を 少し 変え て 本 題 の 証明 に 入ろう . 
[第 2 の 場合 ] : W。 邊 0(》。 十 1) . この 場合 , W。 は ヵ 。 十 1 よ りゃ も 低い レベ ル の タス ク を 含ん で い 
る こと に 注意 し よう . さら に 二 つ の 場合 を 考え る . 
a&. 全て の 7(1 <? く の?) に 対し て Wi 0(-1) で ある 場合 を 仮定 し よう . Wi 中 0() ゆえ , @G の 
最高 レベ ル の タス ク 数 は 7 未満 で ある こと は 明らか で あり , ww ニル ー1. 各 72(1<? ぐ くめ) 
に 補題 1 を 直接 適用 する こと に より , 全て の ?(1 <? ぐ ?) に 対し , wi-1 三 上 : 十 1. ヵ の 定義 と 
補題 3.2 より , この こと は ?= ヵ に 対し て も 成り 立た な けれ ば な ら な いか ら ,? ニ と が 得 られ , 
これ は 明らか に 最短 で ある . ブ 
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3.8 木 構造 の 先行 グラフ に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル 


p=3, A ぬ = 本 5,7.8,.11.12 
A。 = 1 一 8,.11.121 
ゅ =3, 9⑭= ーー61 ん の +1DS ai 


3.3-4 第 2 の 場合 の 例 


Nb. Ai 0(5- コ ) で ある よう な ある 整数 (1 <? ぐ ? ヵ ) が 存在 する と 仮定 し , その よう な 整数 の う 
もち 最大 の も の を s と お く . 補題 2 より , W』 ご 0( ヵ 』- ュ ) . s の 最大 性 か ら Wii 生 の (5。). 補題 3 
か ら os-1 三 9』 十 1. 5 の 定義 から の ( ぁ 』 十 1) と 』m 以上 の こと か ら , 次 の よう に 書く と と が 


で きる . 
4 の p 十 ( ぁ オリー(@+1) | 


次 に , s の 最大 性 か ら 全 て の 7(s 十 1 < 7 く ?) に 対し て W, 邊 9(5-) で ある こと か ら 再 び 補 題 1 
を 適用 で き , 全て の 7(s 二 1<) ぐ く ?) に 対し て 7 ュー ニッ の カッ 十 1. さら に 補題 4 か ら , pp 十 ( ヵ 一 5) 
三 9。 と な る . 結局 , 

上 19( ぁ 。 十 1)| 19(7 二 1) | 
=w+| 2 ド mg。 g| 7 ) 


と な り , これ に 式 (3.3.1) を 適用 する こと に よっ て 証明 は 完結 する . B 
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ル の タス ク を 少な く と も 一 つ は 含ん で いる .) この こと は さら に , 全て の 
?(0 <? くめ の ) に 対し , 時 間 間隔 (? 十 1, ? 十 2) に お いて 実行 され る タス タク 
の 最高 レベ ル は (?, ? 十 1) に お いて 実行 され る タス ク の 最高 レベ ル の タス 
ク よ りゃ も 低い こと を 示し て いる . ヵ の 定義 と 補題 8.2 より, この と と は 
2 の に 対し て も 成り 立た な けれ ば な ら な いか ら 7 ニ = ニル が 得 ら れ , これ は 
明らか に 最短 で ある . 


b. 次 に , Wi 0 の (?2: 十 1) と な る よう な ある 整数 ?(1 <? く の が 存在 する 
と 仮定 し , その よう な 整数 の うち 最大 の も の を s と お く . た と えば , 図 3. 
3-4 で は ,s 三 1 ムー5 で あり , 如 ニ 75. 75. | と 0(6) = { 旬 , の, 
75, 4) て ん ニ {( 旬 て の 人 7, 分) で ある . 明らか に 次 の よ ら うに 書く こと 
が で きる . 

4 三 9 十 (⑰ 一 5) 二 は る ト リ | | 
し か し , 全て の ?($5 く ? < の に 対し て Wi す @(2: 寺 和 )) で ある こと か ら , 全て 
の 2($ く ? く の に 対し て ニュ 十 1 と な り , の の 十 (⑦ーs) 9。 と な る , 結 


局 
ーー 19e+] < 19+D 


と な り , これ に 式 (3.3.1) を 適用 する こと に よっ て 証明 は 完結 する . 上 
3.4 独立 な タス ク の スケ ジュ ー リ ング 


任意 の 実行 時 間 を 持つ 独立 な タス ク の 集合 と 任意 の プロ セッ サ 数 に 対す る ス 
ケ ジ ュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 見 つけ る こと は , 広い 範囲 に わた る 尋 味 も 応 
用 も ある 古典 的 な 順序 付け の 問題 で ある . この 表面 的 に は な か な か じれったい 
問題 は , 基本 的 に 数 を 上 げ 法 で な い ど ん な 解 も , 受け 容れ そう に な い [20]. し 
か し , と の 問題 の 重要 性 か ら , 本 質 的 に 最適 スケ ジュ ー ル を 見 つけ る 効率 の 良 
い 技 法 と 共に , 発見 的 手法 に つい て の 研究 や 解析 に 対し て も , 多大 な 努力 が 払 
われ て きた [5]. 本 節 で は , 独立 な タス ク に 対す る 横取り 権 な し の スケ ジュ ー リ 
ング の た め の , 恐らく 最も 明白 か つ 単 純 な 発見 的 手法 と し て 得 ら れ て いる 人 典 味 
ある 結果 に 専心 する . 

独立 な タス ク ・ シ ステ ム に 対し , プロセッサ が 空い た と き は いつ も , まだ 割当 
て られ て いな い タ スク の うち や ち , その 処理 時 間 が 最長 の タメ スク に それ を 割当 て る 
と いう アル ゴリ ズム に よっ て 得 ら れる も の を 最長 処理 時 間 順 ( 1argest-process- 


7 ク タタ 
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6 お, 4 3 は 3 3, 2。 1 1 


1 2 3 4 5 6 7 8 


図 3.4-1 LPT スケジュ ー ル の 例 


ing-time, LPT) ス ケ ジ ュ ー リ ング と 定義 し よう . 互角 の も の が ある と き は , 順 
序 を 決め る の に どん な 規則 を 用 いて も 良い . 図 3.4-1 に 例 を 示す . こと の 例 の 場 
合 , LPT スケ ジュ ー リ ング が 実際 に は 最適 スケ ジュ ー ル を 作り 出し て いる . 
3.4-2 の 例 は , LPT スケ ジュ ー リ ング が 一 般 に は 最適 で は な いこ と を 示し 
窓 め の 導 。 


全 ) 8, 63, 6, 4, 3, 2 は , 2 は , 1 
! 六 き 導 考 人 算 印 失 和 


1  : | : ジジ 
|  s | s | 5 ノノ 


1 し 5 | っ ジング 


LPT: /(③,)=12 


ーーーーー ト トウ クン ン 


し に ュー] ュー トク 
し ュ ーー イェ ュ レッ レク 


最適 : (Si。) ニ 11 は 


図 3.4-2 亜 最 適 な LPT スケ ジュ ー ル 
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最適 スケ ジュ ー リ ング に 比べ て LPT スケ ジュ ー リ ング は どの 程度 良い の か 
と いう 疑問 が 生ずる の は 自然 で ある . LPT スケ ジュ ー ル に あり そう な 欠点 を 
は っ きり させ る た だ ため に いく つか の 実験 を 行う と , プロ セッ サ 数 7 み 三 2 に 対す 
る 最も 簡単 で 最悪 の 例 と し て , 図 3.4-3(&) に 示し た も の が 得 ら れる の が 普通 
で あろ う . この 仕組 み を 7 三 3 に 拡張 し た も の を 図 3.4-3(b) に 示す . これ を 
任意 の プロ セッ サ 数 に 拡張 する と , 結局 図 3.4-4 に 示し た 一 般 例 を 得る . た だ 
し , と と で は yz 以下 の 最大 の 整数 は lz」 と 表 さ れ , タス ク 7, の 実行 時 間 は <: 
=ー2w 一 1 十 1/21 6 三 1. 2, .……, 222) お よび ra』1 三 人 で ある . 図 か ら 確 
か め ら れる よう ら に , が 9⑤ ヵ 7) 三 42%2 一 1 かつ (Sai。) 三 322 で ある か ら , 次 式 は 
LPT スケ ジュ ー リ ング が この 場合 の 亜 最適 (suboptimal) で ある (最適 よ り 劣 
る ) こ と の 程度 の 最大 を 表し て いる . 


GS 作 1 
(Sain) き 3 322 


LPT: /(③, ) = 7 


(2) 娘 =2 


5。5.4.4.3.3, 3 


LPT: 7/(S,)= 1 最適 :/( ぐ jm)=9 


(》) 太 =3 
図 3.4-3 LPT に 対す る 最悪 の 場合 
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ml な っ | mo レグ 
し な | っ) 内 用 


LPT:/(S/)=47 一 1 


訪 - ュ 念 - ュ 1 ヵ レ 多 
ぁ 5 | oo ク 用 
最 造 (Smm) ニ 377 
図 3.4-4 一 般 の 最悪 の 場合 


実際 , 次 の 定理 に 示さ れ て いる よう に , 図 3.4-4 は LPT スケ ジュ ー リ ング で 
起り 得る 最悪 の 性 能 を 表し て いる [6]. 


定理 3.3 
独立 な タス ク の 任意 の 集合 に 対し , 対応 する LPT スケ ジュ ー ル の 長 さ を 
7, 最適 スケ ジュ ー ル の 長 さ を な 。i。 と 表す . この と き , 次 式 が 成 り 立つ 。 


22 4 1 


(3.4.1) 本 す ae 


証明 % 三 1 の と き は 明らか に 定理 は 成り 立つ か ら , 2 と する . 定理 
に 反し て , 式 (3.4.1) が 成り立た な いよ うな タス ク の 集合 ={ 旬 , 7, .……, 
加 ] お よび 実行 時 間 {<i, <s, ..…, z ヵ J が ある と 仮定 する . この と き , それ より タ 
スク 数 の 少な い 集合 で 式 (3.4.1) が 成立 し な いも の は 存在 し な いと 仮定 し て も 
よい . 以下 の 議論 を 箇 単 に する た め , タス ク は その 実行 時 間 が 減少 する よう な 
順番 に 添字 が 付け られ て いる (すなわち , ン rs と ..…r) も の と 仮定 し , 
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互角 の も の 同志 か ら 選 ぶ と き の 規 則 は いつ も , この 添字 が 最小 の も の で ある と 
仮定 する . と れ ら の 仮定 の 下 で は , 9 に 対す る LPT スケ ジュ ー ル は いつ も 
究 ,。 7 っ 宴 の 順に タス ク を スケ ジュ ー ル する と と に た なる. 

S, を 9 に 対す る LPT スケ ジュ ー ル と し , 7(& < %) は る z 内 で 最後 の 完 
了 時 刻 ( な ) を 持つ タス ク の 中 の 一 つ を 表す も の と 仮定 する . タス ク 7 く 2 く 
た ) は 全て 旬 より も 前 に 割当 て られ て いる か ら , {7, 2 の, .……, 7 】 に 対す る 
LPT スケ ジュ ー ル の 長 さ 7, も や は りり で な けれ ば な ら な いと と が 直ちに 分 
る . 一 方 , 【 旬 , の, 負 】 の スケ ジュ ー ル に 対す る 最短 時 間 # 話 。 は , が as 
< ね な 話 を 満た し て いな けれ ば な ら な い . 結局 . 上 述 の 仮定 か ら , 


ア 7 4 1 

IT 
つま り , を く ?% と 仮定 す る と , タス ク 数 が ヶ より 少な い 集合 が 存在 し て それ 
が 式 (8.4.1) を 満た さ な い と いう 矛盾 が 生ずる . し た が っ て , 7 と は , 最 
後 の 完了 時 刻 な を 持ち も 得る た だ 一 つの タス ク で ある と 仮定 し て よい . 

ここ で , ( 式 (3.4.1) を 満た さ な い と 仮定 し た )9 に 対す る 任意 の 最適 スケ ジ 

ュー ル に お いて は , 一 つの プロ セッ サ に 三 つ 以 上 の タス ク が 割当 て られ る と と 
は な いと いう こと と を 証明 し て , 問題 を より 限定 し ょ う . まず , 最適 スケ ジュ ー 
ル の 長 さ に 対し 次 の よう に 書く と と が で きる . 


1 
(3.4.2) es テ ー ち で 


式 (3.3.1) は , タス ク が 独立 で な く , か つ 同 じ 実 行 時 間 を 持っ て いる 場合 に つ 
いて 同じ こと を 表現 し た も の で ある こと に 注意 し よう . さて , る , に お ける 7 
の 開始 時 刻 を 。 で 表す . 7。 が 実行 を 始め る まで は どの プロ セッ サ ゃ 遊休 期 
間 を 持ち 得 な た いか ら , 次 式 を 得る . 


(3.4.3) な さ 


ゆえ に , 


れ ー ト は 


2 て s 
2 2 1=1 * 


すなわち も , 


3.4 独立 な タス ク の スケ ジュ ー リ ング 


嫌 (2 に 1) て ぇ み 1 し 
ni 1/7 す 【/7 の 


式 (3⑬.4.2) を 使う と , 


て * 


ケ (ww 一 <z。 
ね im 【/77 


式 (3.4.1) が 成り立た な いと と が 仮定 され て いる か ら , 


十 1 


(% ーー 1) て ぁ z 4 = 1 
1/ ん 7 キ ま > 3 3 
これ か ら 次 式 を 得る . 
6ia に 9 ィ 7。 


し た が っ て , 77, の 実行 時 間 が 最短 で ある こと か ら , も し 式 (3.4.1) が 成立 し な 
い の で あれ ば , 9 に 対す る 最適 スケ ジュ ェ ー ル で は どの プロ セッ サ も 三 つ 以 上 
の タス ク を 実行 し 得 た いこ と に な る . 

長き の 上 記 の よう な 最適 スケ ジュ ー ル の 一 つ を 9。 と し た と き , So。 より 
長く は な く , か つ LPT スケ ジュ ー ル と 同型 な スケ ジュ ー ル ぐ *( と と で , 二 つ 
の スケ ジュ ー ル が 同型 で ある と は , 一 方 の スケ ジュ ー ル の プロ セッ サ 間 お よび 
実行 時 間 が 等 し い タ スク 間 で の 名 前 の つけ 替え に よっ て 他方 と 同じ に で きる こ 
と を いう ) に さ 。 を 変換 で きる こと を 次 に 示 そ う . そ の 結果 , ば 。 三 。 と な る と と 
か ら 式 (3.4.1) が 成 り 立 た な いと いう の 仮定 と の 間 に 矛 盾 が 生じ , 定理 が 成 
立 す る と と に な る . 

まず , So に 適用 し た と き に スケ ジュ ー ル 長 を 増加 させ な い 変 換 を 3 種 定義 
する と と か ら 始 め ょ よう . 第 1 型 と 呼ぶ 最初 の 変換 は 図 3.4-5 に 示さ れ て いる . 


図 3.4-5 第 1 型 変 換 
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gg ィ かつ < ラン ィ 7 な ら は ば 介 - と 写 . の 割当 て を 図 の よう に 入れ 替え て も 全 
体 の スケ ジュ ー ル 長 は 長く は な ら な いと いう こと と が 容易 に 分 る . 第 2 型 変換 を 
図 3.4-6 に 示す . この 図 で , <:> ェ , と 仮定 する と , 変換 後 の ス ケ ジ ュ ー ル は 
明らか に も と の スケ ジュ ー ル より 長く は な っ て いな い . さら に と , 第 1 型 お よび 
第 2 型 が 持つ 次 の 性 質 を 容易 に 確か め る こと が で きる . プロセッサ どど が る 3。 お 
よび 変換 後 の ス ケ ジ ュ ー ル ざ ? で , 初め て 空き に な る 時 刻 を それ ぞ れ 石 お よび 
アア, で 表す と , 次 式 が 成り 立つ . 
7 届 が ) に 訂 〒 切 

第 1 刑 お よび 第 2 型 の 変換 は 有限 回 だ け 9。 に 適用 で きる と と が 結論 と し て い 
える 1 

最後 に , 図 3.4-7 に 示さ れ た 第 3 型 変換 は , 二 つ の タス ク が 割当 て られ て い 
る プロ セッ サ 上 の それ ら の タス ク に つい て , 減少 する 列 に 並べ か える だ け で あ 
る . 明らか に と の 変換 は スケ ジュ ー ル の 長 さ に は 何 の 影 響 も 与え を な い . し か も 
タス ク 数 も プロ セッ サ 数 も 有限 だ か ら , ぐ 。 に つい て 行う こと の で きる 一 連 の 
第 8 型 変換 の 回 数 も 有限 で ある . 

この 3 変換 の 定義 か ら , と れ ら の 変換 を 適用 し 尺 し , プロ セッ サ の 順序 を 適 
当 に 入れ 替え る と , 図 3.4-8 に 示し た スケ ジュ ー ル S*o を 得る と と に な る . プ 
ロ セ ッ サ 割当 て の どの 対 を と っ て も , 第 1, 2, 8 型 変換 を 適用 で き な い の で , 
次 式 が 成り 立つ . 


2 ga 生 * い の 之 生生 の mm。 当 の 生 6。 


1 7 17 、 | 5) ググ ク 


図 3.4-6 第 2 型 変換 


† 訳注 第 1 型 お よび 第 2 型 の 変換 が 有限 回 で 終ら な いと 仮定 する . プロ セッ サ 数 , タス ク 数 と 
も に 有限 ,。 し た が っ て , 可能 な スケ ジュ ー ル 数 も 有限 で ある こと か ら , ある スケ ジュ ー ル が 
あっ て , これ ら の 変換 の 過程 に 2 度 以上 現われ な けれ ば な ら な い . これ は |7z 一 万 | が 変換 
の 度 毎 に 単調 に 減少 し て いく こと と 矛盾 する . 
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図 3.4-7 第 3 型 変換 


さら に , これ ら の 変換 は スケ ジュ ー ル 長 を 長く せ ず , が 最適 で ある と と か 
ら , 70* ーー 0 で ある . 次 に , 一 見 し て LPT スケ ジュ ー ル で ある さ *。 が , 本 当 
に そう で ある こと を 証明 し よう . それ で 証明 は 完結 する . 図 3.4-8 を 良く 調べ 
て みる と , S*o。 が LPT スケ ジュ ー ル と 異な り 得 る の は , 図 3.4-9 示 し た よう 5 
に 二 つ の プロ セッ サ へ の 割当 て 方 が ,。 ある ヵ % く ヵ に 対し て > ィ 十 rr。 で 
ある 場合 だ け で ある と と が 分 る . この 場合 , 旬 。 の 終了 後に ア , に 7 の,。 を 割当 
て る と 明らか に TLPT スケ ジュ ー ル に 合致 する . し か し , この と と は , ある プ 
ロ セ ッ サ に 三 つ 以 上 の タス ク が 割当 て られ る 最適 スケ ジュ ー ル が 存在 する こと 
(に な る . と の 矛盾 は , ( 図 3.4-9 の よう な 場合 が 存在 し な いと と を 示し て いる 
か ら )S*q は 正 に LPT スケ ジュ ー ル で ある と いう 事実 を 証明 し て お り , さら 
に と の 事実 は 式 (3.4.1) を 満た さ な い タス ク の 集合 が 存在 する と いう 仮定 に 反 
する . 


3.5 リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング 
単純 さと いう 重要 性 ,。 あ るい は , 恐らく タス ク の 実行 時 間 は 事前 に は 分 ら な 


| グ グ 
4 ング 


トー ャ ーー レン ンク 


| っ トド ノノ ノノ グ 
し も | も ク ク ク ク 


に ーーー イ エー 
2 | : クジ クジ 


図 3.4-48 スケ ジュ ー ル 
7 タ 7 
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4 し * 本 区 
EE クジ ジジ 


5 図 3.4-9 S*o に つい て の 例 


いで あろ うら と いう 理由 か ら , 与え られ た タス ク の リス ト と それ ら の タス ク の 順 
序 づ け を 制約 する 半 順 褒 だ け を 用 いる スケ ジュ ー ラ を 考え る こと は 値打ち が あ 
る . プ ロ セ ッ サ が 空く と いい つも, スケジュー ラ は 単に 一 定 方 向 に この リス ト を 走 
査 し , 先行 タス ク が 全て 終了 し て いる 未 実行 タス ク の 中 で 最初 に 見 つか っ た も 
の を その プロ セッ サ に 割当 て る . この リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ラ (jist scheduler) 
に 付託 され る タス ク の リス ト は , 通常 何ら か の 外部 の 優先 順位 機構 に 従っ て 
並べ られ て いる と 仮定 する . 図 3.5-1 に 一 例 が 示さ れ て いる が , こと で アア は , 
いわ ゆる タス ク の 優先 順位 リス ト (priority list) を 表し て いる . プロ セッ サ が 
密 い た と き は いつ で も , は 最初 の 未 実行 か つ 準 備 済 み の タ スク を 探す た め 
に , 左 か ら 右 へ 走査 され る も の と 仮定 する . 


第 。3 。 し 雪 


3.5-1 変則 の 例 
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と これ まで 議論 し て きた スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム は どれ も リス ト ・ ス 
ケ ジ ュ ー リ ング の 形 で 表現 で きる . た と えば , 4- ス ケ ジ ュ ー ル を 生成 する ア 
ル ゴ リ ズム は , 対応 する ラベ ル が 減少 列 に な る よう に タス ク を 並べ た 優先 順位 
リス ト を 持つ リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ラ と し て 示さ れる . 前 節 で 議論 し た LPT ス 
ケ ジ ュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム は , 優先 順位 リス ト が 実行 時 間 順 に 並べ られ 
た も の で ある と き の リ スト ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング で ある . 本 節 の 目的 は , リス 
ト ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 持つ ある 種 の 変則 的 な 性 質 を 明らか に し , それ に 対応 
する スケ ジェ ュー ル 長 の 増加 分 の 上 界 を 見 つけ る こと で ある . それ に 続い て , こ 
れ ら の 変則 を 克服 する 手法 を 簡単 に 概観 する . 

リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル の 長 さ は , プロ セッ サ 数 , タス ク の 実行 時 間 , 先行 関 
係 の 制約 を 表す 半 順 序 , お よび 使わ れる 優先 順位 リス ト に 依存 する . リス ト ・ 
スケ ジュ ー リ ング の 変則 的 な 振舞 と は , プロ セッ サ 数 が 増え る と か , 実行 時 間 
が 短く な る と か , ある 先行 制約 を 取 除く と か , 別 の 優先 順位 リス ト を 用 いる と 
か し た と き に スケ ジュ ー ル 長 が 増加 する よう な 事例 の と と を いう . Graham 
[7] は , これ ら の 四 つ の 変則 の どれ も が 現れ る 一 つの 例 を 与え た が , と の 例 
を 図 3.5-1 に 示す . 

まず 最初 に , 図 3.5-1 の 他 の パラ メー タ を 一 定 に 保ち ,。 プロ セッ サ 数 を 3 台 
か ら 4 台 に 変更 し た と 仮定 し よう . する と , 図 3.5-2 に 示し た よう に , スケ ジ 
ュー ル 長 が 12 か ら 15 へ 増加 する と いう 直観 に 反し た 結果 を 得る . 次 に , 新 し 
い 実 行 時 間 が < ニ <: 一 1 で 与え られ る よう に 実行 時 間 を 定義 し 直 そ う . 
3.5-3 は ,。 スケ ジュ ー ル 長 が 実際 に 12 か ら 13 に 延び た と と を 示し て いる . 
図 3.5-4 に は , 半 順 序 関 係 を 緩め た と き , すなわち , ある 先行 関係 の 制約 
を 取 除 いた と き に 生ずる 変則 が 示さ れ て いる . 図示 され て いる と お り , 引 お 
よび 分 が 旬 と 独立 に な る よう に 制約 を 取 除 く と , スケ ジュ ー ル 長 は 12 か 
ら 16 に 延び る . 最後 に , 優先 順位 リス ト を アア か ら ア = テ (外力 , 欠 力 
76, 75, 75, 77, 75) に 変更 する と 仮定 する . この と きも ゃ 図 3.5-5 に 示し た よう 
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図 3.5-3 実行 時 間 を 減ら し た 場合 


(に, スケ ジュ ー ル 長 は 長く な る . 

さて , 上 に 述べ た よう な 変則 が スケ ジュ ー ル 長 に 及ぼ す 効 果 の 一 般 的 な 上 界 
を 導い て み ょ よう. し か し , その 前 に , 多重 プロ セッ サ の リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル 
の 一 般 的 な 性 質 を 明らか に し て お く と 便利 で あろ う . 特に , 任意 の タス ク ・ シ 
ステ ュ OC お よび 対応 する スケ ジュ ー ル ぐ に 対し , ある タス ク の 連鎖 が C 内 に 
存在 し , S で プロ セッ サ が 空い て いる と き は いつ も その 連鎖 内 の タス ク の 一 つ 
が 必ず 実行 中 で ある と いう こと を 示し た い . 

ぐ を グラ フ @ に 対す る 一 つの 正当 な スケ ジュ ェ ュー ル と し , 7 を ざ の 長 さ と す 
る . ぐ で 完了 時 刻 が 最後 で ある 任意 の タス ク 必 , を 考え , ぐ に お ける , の 開 
始 時 刻 を な と する . まず , で は 少な く と も ーー つ の プロ セッ サ が 遊休 期間 中 
で ある と 仮定 する . すなわち ある プロ セッ サ が あっ て , それ は 区 間 (8。 一 eg, 犬 
填 e) で は 空い て いる と いえ る よう な >0 が 存在 する と 仮定 する . 空 いて いる 
プロ セッ サ の 一 の に 7, が も っ と 早く に 割当 て られ な か っ た の は , な で 終了 
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図 3.5-4 半 有 順序 関係 を 緩め た 場合 
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し , か つ 旬 , に 先行 し な けれ ば な ら な いよ うら な, すなわち , , く 旭 , で ある 
よう な ある タス ク 急 。 が 存在 する か ら で あ る . 

今度 は , そう で は な く , 他 の どれ か の プロ セッ サ の 遊休 期間 の 内 部 (境界 は 
含ま な い ) に 如 が 含ま れ て いな い と 仮定 し よう . プロ セッ サ の 遊休 期間 の う 
も ち , その 終了 時 刻 が より も 前 で , か つ 最 後 の も ゃ の を (あず 十 の (と 0) で 表 
す . と と で も また , この 時 間 間 隔 内 で 実行 中 の タス ク , く , が 存在 し て い 
な けれ ば な ら な いと いえ る . も し そちら で な けれ ば , 7, また は その 先行 タス ク 
の 一 つが と の 遊休 期間 に 割当 て 得 た は ず だ か ら で あ る . 

つぎ に , 旬 , に 焦点 を 当て る と , 同様 の 議論 で , な , 以前 ( ぉ 。 を 含む ) に 遊休 期 
間 が も し あれ ば , と の 遊休 期間 に 実行 中 の ある タス ク 75 く 5 が や は り 存 在 
し な けれ ば な ら な いと いえ る . 帰納 的 に , 次 の 補題 に まとめ られ て いる よら に 
望み の タス ク の 連鎖 を 得る こと が で きる . 


補題 3.3 
S を , 与え られ た タス ク ・ シ ステ ム 0 (, < く ) に 対す る 任意 の スケ ジュ 
ー ル と する . この と き , ある タス ク の 連鎖 
の く の 」 く … ぐ の 。 (の , モ 9,1 く 7 く <5) 

が 存在 し , 期間 (0, 7(S)) 内 に ある プロ セッ サ の 遊休 期間 が 含ま れ て いる と き は 
必ず 他 の プロ セッ サ の 中 の 一 つが この 連鎖 内 の タス ク を 実行 し て いる . 

この 補題 を 用 いる と , リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル の 変則 が 及ぼ す 影 響 に つい て の 
次 の 上 界 を 容易 に 証明 で きる . 
定理 3.4 

与え られ た タス ク の 集合 を ザー【, 75, …」 と し 」 2 て 1」 て 2。 っ 
ア お よび < を それ ぞ れ 適当 に 選択 され た プロ セッ サ 数 , 実行 時 間 , 優先 順位 


り の の 】 
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リス ト お よび 半 順 序 と する . 7 7 75 ・・ 5 7 お よび く </ は , 制約 7 
ミ く zi(1 く 7 く <%), か つ , 半 順 序 <。 は 半 順 序 < に 含ま れ て いる . すなわち 
ぐ / の 各 先 行 関係 は < に 含ま れ て いる ' を 満た す よ うな 別 の 選択 で ある と する . 
に 対す る リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル を これ ら の 二 つ の 選択 に 対応 し て ?S お よび 
ぐ ′ と 表し , それ ぞ れ の スケ ジュ ー ル 長 を 7! お よび ぢ と 表す と する . と の と き , 


が 22 一 1 
(8.5.1) 臣 ミ る 1 十 ー ン 


証明 ぐ の 区 間 (0, の 内 の プロ セッ サ の 遊休 時 間 の 合計 を g: と 表す . 同 
様 に ぐに 対し て @: を 定義 する . S*′ に 補題 3.8 を 適用 する と , ある タス ク の 
連鎖 


(8.5.2) 4 人 < くだ まま < ん 


が 存在 し て , ? で どれ か の プロ セッ サ が 空い て いる と き は いつ も ゃ も, と の 連鎖 
内 の ある タス ク が 実行 中 で ある と いう 性 質 が ある . 遊休 時 間 の 合計 は , 7。 の 一 
つが 実行 中 に 残り の (一 1) 台 の プロ セッ サ 全 て が 空い て いる と 仮定 し た と き 
に 得 ら れる 遊休 時 間 の 合計 を 越え を る と と は あり 得 な いと いら 人 簡単 た 理由 か ら , 
直ちに 次 式 を 得る . 


(3.5.3) る みく (の ーD え < 


さて , 半 順 序 < は 半 順 序 <* を 含ん で いる こと か ら , 式 (3.5.2) は 
人 


で ある こと を も ゃ 意味 し て お り , 次 式 を 得る . 

3.5.4) ra 

次 の 関係 

か ら , 式 (3.5.3) お よび 式 (3.5.4) の 結果 と し て 次 の 不等式 を 得る . 
ぎ 下 | 填 (% 一 1 | 
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この 不等式 か ら 式 (3.5.1) は 直接 導 か れる . | 


リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング は , 完了 時 刻 に 納期 (dead hne) の 制限 が 課せ ら 
れ て いる と いう 厳し い 実 時 間 の 環境 下 に お いて 計算 を スケ ジュ ー ル する と いう 
問題 で 特別 に 強調 され て きた (問題 3.11, 83.12,。 お よび 3.13 参照 )、 タ スク の 
実行 時 間 に 対 し て 最大 値 だ けし か 分 ら な いと き は , 実行 時 間 が 減る こと と か ら 生 
ずる 変則 の 現れ 方 は いく ら か 重大 で ある . し た が っ て , 最大 実行 時 間 を も と に 
納期 に 問 に 合う よう に スケ ジュ ー ル を 立案 する と き , 実際 の 実行 時 間 が ょ り 短 
く な っ て ゃ その 結果 得 ら れる スケ ジュ ー ル 長 が 許容 で きる 納期 を 越え を な いと い 
ら うこ と と を 保証 され て いる こと と が 望ま し い . 

この 問題 の 直接 的 な 解 は , も と の グラ フ に 次 の よう な 方 法 で 適当 な 先行 関係 
を 追加 する こと に よっ て 得 ら れる . も と の グラ フ で 互い に 独立 な タス ク 旬 と 
7 を 考え る . 各 タ スク に 対し て 最大 の 実行 時 間 を 想定 し て , 所 与 の 優先 順位 
スト に 従っ た と き に 得 ら れる リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル に よれ ば , ある 同一 の プロ 
セッ サ 上 で の が に 先行 する と と に な る も の と し よう . その よら な で 内 の 
タス ク の 対 の 全て に 対し て , 先行 関係 7 < 7 を で の 半 順 序 に つけ 加え る こ 
と に よっ て 新しい グラ フ で を 作る . 同じ 優先 順位 リス ト を 用 いる な ら ば , グ 
ラフ で は 実行 時 間 が 減る こ と か ら 生 ずる 変則 か ら 免 れる こと は 容易 に 示さ れ 
る . こと の 問題 に 対し て , これ と は 別 の 類似 し た 解 が [8] に 述べ られ て いる . そ 
の 解 は , より 少な く か つ 十 分 な 数 の 先行 関係 を @ に 追加 する 方 法 で ある こと 
か ら , より 高い 融通 性 が 得 ら れ て いる . 

式 (3.5.1) が , 得 ら れる 最良 の 上 界 で ある こと を 示す 例 を 与え る と と が で き 
る . 実際 , この 上 界 に は , パラ メー タ ア , ぐ , 7 お よび {riJ】 の どの 一 つ を 変 
えて も 達する と と が で きる . その よう な 一 つの 例 を 図 8.5-6 に 示す が , ここ と で 
変え た パラ メー タ は 優先 順位 リス ト だ け で ある . と れ を 見 て 分 る よう に , 二 つ 
の リス ト / お よび //′ に 対応 する スケ ジュ ー ル 長 は , が /#ー 2 一 1/72 に な 
り , 7 三 7% で ある と き の 式 (3.5.1) の 値 と な っ て いる . 他 の 例 は 問題 3.10 に 
挙げ て ある . 


3.6 横取り 権 の ある スケ ジュ ー リ ング と プロ セッ サ の 共有 


横取り 権 の 働き を 導入 し て , タス ク が 一 た ぴ 開 始 す る と 完了 まで 実行 し 続け 
な けれ ば な ら な いと いう 制約 を 取 除 く と, 一 般 に スケ ジュ ー ル 時 間 を 改善 し 得 
る と いう こと が 分 る . 簡単 な 例 が 図 3.6-1 に 示さ れ て いる が , 実行 時 間 が 単位 
時 間 で ある 三 つ の 独立 タメ スク に 対す る 最適 スケ ジュ ー ル に 対し て 25 の 節約 
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図 3.5-6 優先 度 リ スト の み を 変え た 場合 


ミ マ 


が 達成 され て いる . も ちろ ん , 図 3.6-1 で は , タス ク の 横取り に 関し て 目 に 見 
える 程 の 費用 は か か ら な いと いう こと を 仮定 し て いる . これ は , 計算 機 へ の 応 
用 に 際 し て は , 一 般 に は 当 を 得 て い な いで あろ う . な ぜ な ら , 横取り は 主 記憶 
か ら タ スク を 追 出 し , その 後 主 記憶 に 再び 搭載 する (reload) こと を 意味 し て い 
る か ら で あ る . し か し , 入出 力 操作 が 十分 に 並行 動作 で き な い 場合 は , 持 込 ま 
れる 時 間 遅 れ は , 横取り を 考え る と と を し ば し ば 最初 か ら 断 念 さ せる 程 大 き 
い . と に か く , 理論 上 の 結果 が 得 ら れ て いる 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル の モデ 
ル で は , 横取り の 費用 は 無視 で きる こと を 仮定 する と と が 必要 で ある . 
独立 な タス ク の 集合 に 対し て , 最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル の 結果 は し 
ば らく 前 か ら 知 られ て いた [9] . 
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図 3.6-1 横取り 権 に よる 改善 


最適 な 横取り 権 な し スケ ジ ユ ー ル 


定理 3.5 

の = テ { 究 , 7 の, .……, 欠 ] を 独立 な タス ク の 集合 と し , 宴 (1 <?<?) の 実行 時 
間 を z, と する . に 対す る プロ セッ サ 2?x 台 の 最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー 
ル の 長 さ を 。:。 と する . と の と き , 


(3.6.1) ね i。 三 maX leaxtrdi 呈 % 則 
1 く 4 ズ ァ 22 4 ニュ 


証明 実行 時 間 が 最大 の タス ク を 実行 する の に 要する 時 間 よ りゃ も 短い 時 間 で 
終る スケ ジュ ー ル は あり 得 な いし , スケ ジュ ェ ュー ル は 全 プ ロ セ ッ サ を 働か せ 続け 
る 以上 に 効率 的 で は あり 得 な いか ら , 式 (8.6.1) は 。 に つい て の 一 つの 下界 
に 違い な いと いら と と は 明らか で ある . この 下界 が 実際 に 達成 で きる こと を 見 
る た め に , 次 の よう な プロ セッ サ 7 台 の 本 の スケ ジュ ー ル を 工夫 する (構造 
は 図 3.6-2 に 示さ れ て いる ). #ー (1/) 2 た, と 置く . 

場合 1.7>maxicictri} で ある と 仮定 する . 7 を 7 く 史 油 <: で ある よう な 
最小 の 整数 と する と き , タ スク の 系 列 名 , 75, .……, 本 (7 > 1) を 万 に 割当 て る . 


1 2 6) 4 5 6 7 


6,43,4,3, 3 
図 3.6-2 五 つ の 独立 タス ク の 場合 の 例 
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この 段階 で 宛 』」 を 区 間 (2 和 た 」 < の だ け ア に 割当 て , アテ 多 央 一 と 置い 
た と き , 区 間 (0, の だ け 用 に 割当 て る . すなわち , アア で 実行 され な い 7 
の 部 分 を で 実行 する . # > <j』+ で ある か ら , この よう に し て も (0, の 間 の 任 
意 に 与え られ た 時 点 で 7』1 が ア 」 と の の 両方 に 割当 て られ て いる よう な こと 
に は な り 得 な いこ と が 分 る . 次 に , /。 に タス ク の 5, 45。 人 4 を 次 々 
と 割当 て て いき , タス ク の 割当 て (4 ュ に 対す る ) が , も う 一 度 区 間 (0, の を 
越え る まで 行う . この 段階 で 7 は アア 。 の 残り の 時 間 を 割当 て られ , 7 
の 残り は ア s の 最初 の タス ク と し て 割当 て られ る . の 7。 へ の 割当 て が 済む まで 
この よう に 進め て いく . # ヵ ー Q/) 2 た ir: か つど の プロ セッ サ に も (0, の の 間 
に 空き 時 間 が な いこ と か ら , 急 は 時 刻 !{ に ア 。 上 で 完了 する と と が 分 る . ま 
た だ た, 全て の 4(1 <? < く 2%) に 対し て <: く ! で ある と いう 事実 か ら , 任意 に 与え 
られ た タス ク に 対し て 同時 に 二 つ 以 上 の プロ セッ サ が 割当 て られ て いる よう な 
時 刻 は 存在 し な いと いう こと も 分 る . 

場合 2. za。 ニ maxicgctzi) と {で ある と 仮定 する と , 少な く と も ーー つ 
の タス ク は , その 全 実 行 時 間 が 一 つの プロ セッ サ に 割当 て られ な けれ ば な ら な 
い . 上 述 の スケ ジュ ー ル の 構成 法 か ら , 本 を 区 間 (0, <』。。) 内 に 割当 て 得る こと 
は 明らか で ある . | | 


横取り 権 を 認め る スケ ジュ ー リ ング に 密接 に 関連 し た スケ ジュ ー リ ング の 規 
律 と し て , プロ セッ サ の 共有 (processor sharing) が ある . この 規律 で は , 
台 の プロ セッ サ は 別々 の 資源 単位 と いう より も むせ しろ, ある 一 定量 の 計算 能力 
か ら 成 っ て いる も の と 考え られ る . この 計算 能力 は , 零 か ら プ ロ セ ッ サ 1 台 分 
まで の 間 の (一 般 に は タス ク に よっ て 異な る ) 任 意 の 量 が タス ク に 与え られ る も 
の と 仮定 する . これ まで と 同じ く , タス ク は 1 台 の プロ セッ サ で 達成 で きる 速 
度 よ り 速 く 実行 され る こと と は 決し て ない. タス タク 毎 に 計算 能力 の ある 一 定 の 
(実行 中 に 不変 な ) 量 8(0 < く 』 く 1) が 割当 て られ る !. その 際 . タス ク の 実行 時 
間 な は 人 倍 に 増加 する と 仮定 する . たとえ ば, 実行 時 間 ェ の スク の に 対 し て 8 
ー うなら ば 7 の 実行 時 間 は 完了 する まで 2< 時 間 単位 を 要する . 1 例 が 
図 3.6-3 に 示さ れ て いる . プロ セッ サ の 共有 あり スケ ジュ ー リ ング に 対す る が 
ント 図表 現 は , 自明 の 方 法 で 拡張 すれ ば よい . すなわち , 割当 て られ た 8 を 


表す た め に は , 単に 垂直 方 向 に 分 割 さ れ た 区 間 の 幅 を 利用 すれ ば よい . 横取り 
権 も プロ セッ サ 共 有 も ない 最 良 ス ケ ジ ュ ー ル は 4 時 間 単 位 必要 で ある の に 対 


† 訳注 計算 能力 を タス ク 間 に 等 分 に 分 配 す る こと は 仮定 し て いな い . 
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本 
77 2 0 1 と き 4 
as ン 
1 罰 、 1 ジグ ェ テル ンク 
用 74 = 
(9) = 33 
7。。 1 
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し ,。 プロ セッ サ 共 有 ス ケ ジ ュ ー ル は 。 3 時 間 単位 だ け で よい こと 注意 し ょ 
う . 上 の 定義 に より , タス ク に 割当 て られ た 計算 能力 の 割合 は , その タス ク の 
実行 中 に は 変更 され な いと いう こと を 強調 し て お く . 

プロ セッ サ の 共有 を 物理 的 に どの よう に だ 実現 する か は 思い 浮か べ 難 いか も 知 
れ な い が , この 概念 は 二 つ の 理由 で 有用 で ある . 第 一 に , 横取り 権 あ り の 最適 
スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム の 記述 が 大 い に 箇 単に な る し , 第 二 に , タイ 
ムシ ェアリング ・ シ ステ ム に お ける スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム の 有用 で 
比較 的 単純 な モデ ル に ゃ なり 得る (第 4 章 ) か ら で あ る . 

タス ク に 割当 て られ た 計算 能力 の 量 を タス ク が 完了 する 前 に 変え て も 良い と 
き (ある 区 間 は タス ク が 全く 実行 され な いと いう 場合 も 含む ), これ を 一 般 ス ケ 
ジュ ー リ ング の 規律 (general scheduling discipline) と いら. 与え られ た タス 
ク に 対す る 8 の 値 を その タス ク が 完了 する 前 に 変え て も 良い と し た と き , あ 
か ら さ まな 横取り の 能力 を 効果 的 に 導入 し た と と に な る の は 明らか で あろ う . 
当然 , あら ゆる 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル は 一 般 ス ケ ジ ュ ー ル で ある と いら と 
と に な る . 最適 な 一 般 ス ケ ジ ュ ー ル の 例 を 図 3.6-4 に 示す . タス ク 分 と 却 
の 二 つ は , その 実行 中 を 通し て 割当 て られ た 計算 能力 が 一 定 で あっ た わけ で は 


図 3.6-4 一 般 ス ケ ジ ュ ー リ ング 


7 タダ 7 


第 3 章 プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 決定 性 モデ ル 
な いこ と に 注意 し ょ う . 

プロ セッ サ の 共有 , 横取り 権 あ り , お よび 一 般 ス ケ ジ ュ ー ル に つい て その 有 
効 性 の 相互 比較 を 明確 に する こと は 大 い に 興 味 の あ る こと で ある . と の た め 
に , 次 の 術語 を 導入 する . 与え られ た プロ セッ サ 数 に 対し , 1) 与 えら れ た グラ 
フ に つい て 規律 の 。 に 従う どの よう な スケ ジュ ー ル に 対し て も 規律 の ,」 に 従う 
高々 同じ 長 さ の スケ ジュ ー ル が 存在 し , か つ , 2) あ る グラ フ が 存在 し て , 
の 」 に 従う その 最適 スケ ジュ ー ル が , の 。 に 従う どの よう な スケ ジュ ー ル より 
も 短く な る と き , し か も その と き に の み か の は の 。 より も 有効 で ある (more 
effective) と いう . 全て の グラ フ に 対し , か と 7。 の 規律 に 従う 最適 スケ ジュ 
ー ル が 同じ 長 さ に な る と き , の と の > は 同等 に 有効 で ある (equally effective) 
と いら ヶ 。 

図 3.6-3 は , プロ セッ サ 共 有 あ り の (し た が っ て 一 般 の ) ス ケ ジ ュ ー リ ング は 
横取り 権 の な い ス ケ ジ ュ ー リ ング より も 有効 で ある と と を 示し て いる . また , 
図 3.6-1 は , 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー リ ング は 横取り 権 な し より も 有効 で ある 
こと を 示し て いる . 次 の 結果 は , プロ セッ サ 共 有 , 横取り 権 あ り , お よび 一 般 
スケ ジュ ー リ ング を 比較 し た も の で ある [10]. 


定理 3.6 

1. 一 般 ス ケ ジ ュ ー リ ング 規律 と 横取り 権 の ある 規律 は 同等 に 有効 で ある . 

2. 横取り 権 の ある (し た が っ て 一 般 の ) ス ケ ジ ュ ー リ ング 規律 は , プロ セッ サ 
共有 の 規律 より も 有効 で ある . 


証明 1. 与え られ た グラ フ で に 対す る プロ セッ サ 7 台 の 任意 の 一 般 ス ケ 
ジュ ー ル が , で に 対 する 同じ 長 さ の 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル に 変換 で きる こ 
と を 示す こと が で きれ ば 十分 で ある . ぐ を で に 対す る 一 般 ス ケ ジ ュ ー ル と し , 
ざ で タス ク の 割当 て が 変化 する 時 刻 の 系 列 を な ね ム く ぁ く ・…・ ぐ く な と する . た と 
えば, 図 3.6-4 で , ん ー4. ねー1 ラ , ち 三 2 テ ねー5.aー6 で ある . 区 間 (0. 
ヵ ) (ね , 5)…・( な -1 な ) に は , 同じ 区 間 に 割 当て られ て いる 任意 の 二 つ の タス ク 
は 独立 で な けれ ば な ら な いと いう 性質 が ある . な ぜ な ら , も し そちら で な けれ 
ば , その タス ク の うち の 一 つ は その 区 間 内 で 完了 し な けれ ば な ら ず , と の こと 
は 系 列 .. な の 定義 に 矛盾 する . 

区 間 ( な を 考え , 人, 人 の, 7, が この 区 間 内 で それ ぞ れ 計算 能力 割 
当て 量 jc..., gi で 実行 きれ て いる と する . つま り , タス ク グ 宙 (1 ミ 
7 く $) は (な お, な 内 で oi,( な ュー な ) 単位 の 実行 時 間 を 得る こと に な る . さて , 
実行 時 間 zj,( な 1 一 な ) を 使っ て こと の 区 間 に 対 する 同じ 長 さ の 横取り 権 あ り の ス 
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ケ ヶ ケ ジ ュ ー ル を 生成 する た め に , 定理 3.5 の 構成 法 を 単純 に 適用 する . これ を 全 
て の 区 間 ( 記 な 1) に 対し て 行え を ば , も と の 一 般 ス ケ ジ ュ ー ル は , 長 さ が 同 じ で 
あり どの 先行 関係 の 制約 に も 違反 し な いで どの 横取り 権 あ り ケ スジ ュー ル に 変 
換 さ れる . 

2. 上 述 の 1. は , プロ セッ サ の 共有 は 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル より も 有 
効 に は な り 得 な いこ と を 示し て いる か ら , 最適 の 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル が 
最適 の プロ セッ サ 共 有 ス ケ ジ ュ ー ル より る 短い 例 を 一 つ 与 えれ ば 十分 で ある . 
その よう な グラ フ の 例 と それ に 対す る 最適 の 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル を 図 
3.6-5 に 示す . 最適 の プロ セッ サ 共 有 ス ケ ジ ュ ー ル は , と の 最適 横取り 権 あり 
スケ ジュ ー ル を 越え る 長 さ に な る こと を 確か め る の は 難しく な い . | 


次 に 示す 結果 で は , 横取り 権 の な い ス ケ ジ ュ ー リ ング と 比べ た と き , 横取り 
権 の ある (し た が っ て 一 般 の ) ス ケ ジ ュ ー リ ング に 改め る と と に よっ て 得 ら れる 
最大 の 改善 度 の 上 界 を 示す [3, 101. し か し , まず 最初 に , 道 の 長 さと レベ ル の 
定義 を つぎ の よう に 拡張 し て お こう . 。 7 の, を ある 与え られ た 連鎖 
(また は 道 ) 内 の タス ク と する . と の と き , と の 連鎖 の 道 の 長 さ は 史 た 」c, で あ 
る . 前 と 同様 に ,G 内 の タス クア の レベ ル は , 分 か ら で の 終端 タス ク ま で の 最 
長 の 道 の 長 さ で ある . 今回 の 定義 は , 全て の ? に 対し て <, = 1 と 仮定 すれ ば , 
も と の 定義 と 一 致す る こと に 注意 し ょ よう. 


25.1 彼 3 


lsls「 ュ レノ 


最適 な 横取り 権 あり スケ ジュ ユー ル 


図 3.6-5 横取り 権 あ り 対 プロ セッ サ 共 有 
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定理 3.7 
任意 の グラ フ C お よび w(>1) 台 の プロ セッ サ に 対し , 最適 の 横取り 権 な 
この と き , 次 式 が 成り 立つ . 
4 


(3.6.2) テー 等 2 一 


P 


き | ロ 


し か も ゃ も , 上 式 は 可能 な 限り の 最良 の 上 界 を 示し て いる 1!. 


証明 w の 上 界 と な の 下界 を 比較 し な が ら 進 め ょ う . 

ぐ を で に 対す る 任意 の リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル と し , ぐ に お ける (全て の プロ 
セッ サ の ) 空 き 時 間 の 合計 を 7 で 表す . 補題 3.38 より , で 内 の タス ク の ある 連 
鎖 が 存在 し て , ある プロ セッ サ が ぐ で 空い て いる と き は 必ず この 連鎖 内 の タス 
ク が 他 の プロ セッ サ 上 で 実行 中 で な けれ ば な ら な い . この 連鎖 の 長 さ は , 高々 
@ の 最長 の 道 の 長 さ で ある か ら 次 式 を 得る . 


7 マミ (一) ん 
つき の 等 式 
7 十 区 2 
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三 
か ら ( 全 て の スケ ジュ ー リ ング 規律 に 対し て ), 次 式 が 得 ら れる . 


2 ee 十 (の 一) 万 
(3.6.3) ーー 

さて , 本 章 で 議論 し た スケ ジュ ー リ ング 規律 の どれ に 対し て も , スケ ジェ ュー 
ル ぐ の 長 さ は 最長 の 道 の 長 さよ りゃ も 短く な り 得 な た いし, スケ ジュ ー ル ぐ は 全 
て の プロ セッ サ を 四 六 時 中 働か せ 続 ける より も さら に 効率 的 で は あり 得 な い . 
ゆえ に , 


† 訳注 ここ で は リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング に よる 横取り 権 の な い ス ケ ジ ュ ー ル に 限定 され る . 
な お , 3.1 節 の 末尾 を 参照 せよ . 

†T し か し , 実行 で きる タス ク が ある の に ブロ セッ サ が 空い て いて も 良い と いう 横取り 権 な し スケ 
ジュ ー ル に 対し て は 式 (3.6.2) は 可能 な 限り の 最良 の 上 界 で は な い . 図 3.1-2 と 問題 3.16, 3. 
17 参照. 
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潮 で 
(3.6.34) な > max z me 


式 (3.6.3) と 式 (3.6.4) か ら 
2 十 (%w 一 ) 


人 
72・TmaX テ 


この 比 は , (1/7) 2 r: ニア で ある と き に 最大 に な る こ と が 分 る か ら , これ を 
代入 する と 式 (3.6.2) の 結果 が 得 られ る . 

これ が 実際 に 可能 な 限り の 最良 の 上 界 で ある こと と は , 例 に よっ て 示す と と が 
で きる . 図 3.6-6 に , 長 さ が それ ぞ れ (2②w 一 1 十 s) お よび (7 十 2e) で あ 
る 最適 な 横取り 権 な し お よび 横取り 権 あ り の スケ ジュ ー ル に 対す る グラ フ が 示 
され て いる . し た が っ て , 


と な り , s の 選び 方 次 第 で いく ら で も ゃ も 式 (3.6.2) の 上 界 に 近づけ る と と が で き 
る . 邊 


定理 3.4 と 同じ 見 地 に 立つ と , 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル か ら 横 取り 権 を 取 
除い た と き の 最 大 の 影響 が , や は り 式 (3.5.1) (%/ = 7% と し て ) で 表現 され る 
ー つ の “変則 ” を 作る も の と 見 な す と と が で きる の は 出 味 深い . 

特定 の 横取り 権 の ある スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 紹介 する 前 に , 実 
行 時 間 が 全て 等 し い タ スク の グラ フ に 対し て 3.3 節 で 述べ た スケ ジェ ュー ル 長 お 
よび 最小 の プロ セッ サ 数 の 下界 ( 式 (3.8.1) お よび 式 (3.3.2) ) を 拡張 し ょ うら. 基 
本 的 に は , 必要 な と と は レベ ル の 一 般 化 で ある . 旭 か ら 終 端 タ スク まで の 最 
長 の 道 の 長 さか ら 分 の 実行 時 間 を 差引 いた も の を (7) = (の) 一 zi と 表 
す . 9 ヶ (0 く < ッ ミィ ァ :) に 対し , 人 7 は が (人 ) タッ 以上 の レベ ル に (< 一 の 単位 の 
処理 量 を 持つ と いう . z 以上 の レベ ル の G 内 の 総 処 理 量 を 史 。 で 表し , 次 の 
よう に 定義 する . 


1 を 王 {| 巡 で かつ (7) 和 が SS が (5) 圭 ィ 
導 も 。 
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図 3.6-6 横取り 権 あ り 対 横取り 権 な し スケ ジュ ー リ ング 


A={【 包 | 究 E@ か つが の) > 
と する . この と き , 次 式 が 成り 立つ . 
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3.6 横取り 権 の ある スケ ジュ ー リ ング と プロ セッ サ の 共有 
(3.6.5) 玉 ニ ダァ 十 多 [ 芝 ( 爺 ) 一 幻 
ゲス, 7 


この 一 般 化 され た レベ ル の 概念 を 用 いて , 式 (3.3.1) と 式 (3.3.2) を 確立 する た 
め に 用 いた の と 同じ 議論 が 展開 で きる [11]1. た と えば , ん を 与え られ た グラ 
フ の 最長 の 道 の 長 さと し た と き , #(> 也 ) 時 間 単 位 内 で グラ フ を 実行 する た め 
に 要する 最小 の プロ セッ サ 数 の 下界 は 次 式 で 与え られ る . 


ー テ レル > の ) 


(3.6.6) 72min 己 maX | に 


0 く ヶ ママ ア 

こと で 一 般 化 され た レベ ル を 表す z は , 閉 区 間 [0, ] の 上 の 連続 変数 で ある . 
プロ セッ サ 数 を 与え られ た 台数 7% に 固定 し た と き の 計 算 時 間 の 下界 も 同じ 様 
に し て 一 般 化 で きる !. これ ら の 新しい 下界 は , これ まで 論じ し て きた どの スケ 
ジュ ー リ ング 規律 に 対し て も , また , タス ク の 実行 時 間 が 任意 で ある グラ フ に 
対し て も 有効 で ある . これ ら の 下界 は , 横取り 権 あ りお よび 一 般 の スケ ジュ ー 
リン ダグ 規律 に 対し て は 明らか に 式 (3.3.1) お よび 式 (3.3.2) より も 良い . タス ク 
の 実行 時 間 が 等 し い 場 合 に は , この 新しい 下界 は 前 の 離散 型 版 と 同じ 結果 に な 
る こと を 確か め る の は 難し いこ と で は ない. 

さて , タス ク の 実行 時 間 が 任意 で ある と いう 点 を 除い て 3.2 節 ま た は 3.3 節 
の 条件 が 成り 立つ な ら ば , 最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー リ ング を 生成 する 
アル ゴリ ズム を 紹介 し よう . すなわち , 任意 の グラ フ に 対す る プロ セッ サ 2 台 
の 場合 お よび 木 構造 の グラ フ に 対す る 任意 の プロ セッ サ 台 数 の 場合 を 考え る . 
この 横取り 権 あ り の アル ゴリ ズム は , 平たく いう と , アル ゴリ ズム A と B の 
極限 , すなわち , 4- ス ケ ジ ュ ー ル と 太 - ス ケ ジ ュ ー ル を 生成 する アル ゴリ ズム 
と し て 開発 さん る で あろ うら. アル ゴリ ズム A か ら 開 始 し , 以下 に 述べ る よう 
な 極限 を と る 操作 に 基づい て 最終 的 に 得 ら れる アル ゴリ ズム は , 木 構造 か つ プ 
ロ セ ッ サ (と 2) 台 の 場合 に も 適用 され る こと が 分 る . 

実行 時 間 が それ ぞ れ ri, rs, ..., c。 で ある タス ク の 任意 の グラ フ で C が ある と 
仮定 する . ri(1 く ? <%) は , 互い に 通 約 的 (mutually commensurable) で あ 
る , すなわち , ある 正 の 実数 ゅ が 存在 し て 各 タ スク の 実行 時 間 は ゅ の 整数 倍 
で ある と いう 条件 の 下 に 任意 で ある と 仮定 する . (今後 , ゅ は その よう な 数 の 
中 の 最大 の も の と し よう.) こ の 通 約 性 の 仮定 は , 実際 的 な 見 地 か ら は 大 し て 重 


† 訳注 すなわち , fmm max | ェ ォ ーー ト 
トト マカ /】 


†† 訳注 定理 3.6 に よっ て , 最適 な 横取り 権 あり スケ ジュ ー ル の 生成 は , 同時 に , 最適 な 一 般 
スケ ジュ ー ル の 生成 を も 意味 する . 
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要 で は な い . な ぜ な ら ば , r, の 任意 の 集合 は , 互い に 通 約 的 な 集合 で いく ら 
で も 密 に 近似 で きる か ら で あ る . 

の を 用 いて , 各 タ スク 旬 (<: 三 7 の) を 時間 単 位 の 実行 時 間 を 持つ z: 個 
の 部 分 タス ク 7 ..…, 旭 。 の 連鎖 で 置換 える こと に よっ て か ら 得 られ る グ 
ラフ を で 。 と 定義 むす る . た と えば , 図 3.6-7(a) において, ゅ = テ 1 と 選ぶ と 図 3. 
6-7(b) の グラ フ G」 が 得 ら れる . @G。 に 対す る 最適 の 横取り 権 な し スケ ジュ ー 
ル ( た と えば , 2% 三 2 の と き は アル ゴリ ズム A を 使っ て 得 ら れる ) は , 横取り 
が 時 刻 ゅ , 2%, 83, .. で し か 許さ れ て いな い ン シス テム を 仮定 し た と き の @ に 
対す る 横取り 権 あ り の スケ ジュ ー ル と 考え る と と が で きる . 図 3.6-7 に は , 各 
単位 区 間 の 終り で の 割込み を 許し た た め に 比率 7/6 の 改善 が 可能 に な っ た で の 
最適 スケ ジュ ー ル も ゃ も 示し て ある . 

次 に , 任意 の プロ セッ サ 数 (> 2) を 仮定 し て , (整数 ) ヶ oo の と き の グ ラ 
フ G/. に 対す る アル ゴリ ズム A で 生成 され る 順序 付け を 考え よう . アル ゴリ 
ズム A は 決定 する べき 各 時 点 で は 常に 実行 可能 な 最高 レベ ル の タス ク を 最初 


09 2 5 る 1 2 


7 っ, 1 


EE 
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回 上 ノロ ノー 
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図 3.6-7 G。 の 例 
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順序 付け する こと を 思い 出 そ う . で G の 与え られ た タス ク は , その スケ ジュ ー 
リン ダ 優 先 度 を @。, に お いて は 各 時 間 間 隔 ゅ /7 の 上 で し か 保持 で き な い か 
ら , G// に お ける 同 レ ベル の 部 分 々 スク に 対し て 付与 され た ラベ ル の 順位 は 
の /7 が 小さ く な る に つれ て あま り 意 味 を 持た な く な っ て くる . し た が っ て , 最 
高 レ ベル 順 と いう 性 質 か ら , 極限 に お いて アル ゴリ ズム A は , 各 時 点 に お い 
て グラ フ で の 未 実行 タカ スク の うち , 最高 し レベル に ある 全て に 最高 の 優先 度 を 
与え る よう な アル ゴリ ズム に だ 収束 する こ と は 明らか で ある . %/7 一 0 で ある か 
ら , 最高 レベ ル の タス ク が 二 つ 以 上 ある と き は , こと これ ら の タス ク が 前 述 の プロ 
セッ サ 共 有 の 方 式 で 7% 台 の プロ セッ サ を 効果 的 に 共有 する こと も 分 る . 特に 
極限 に お いて は , 次 の 一 般 ス ケ ジ ュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 得る . 


アル ゴリ ズム C 


最高 レベ ル ん の タス ク か ら プ ロ セ ッ サ を 1 台 ず つ 割 当て る . 最後 の c 台 の 
プロ セッ サ 人 対し て 0 個 (《 この の タス ク が (同じ レベ ル に ある た め に ) 互 角 
(に な っ て いる な ら ば , og/5 台 の プロ セッ サ を と れ ら の 5 個 の タス ク に 割当 て 
る . 下記 の 二 つ の 事象 の いずれ か が 生じ た と き に は いつ も ゃ も , 上 記 の 規則 に 従 
っ て グラ フ @ の 未 実行 の 部 分 に プロ セッ サ を 割当 て 直す . 


事象 1: ある タス ク が 完了 する . 

事 朱 2: も し 現在 の 割当 て を 継続 する と すれ ば , より 低い レベ ル の ある 
タス ク を 他 の より 高い レベ ル の タス ク よ りゃ 速い 速度 で 実行 す 
る と と に な る と いう 時 点 に 到達 する . 


定理 3.5 で 述べ た 手続 き に 従っ て 得 ら れる 等 価 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル 
と 共に , 図 3.6-8 に その 一 例 を 示す . この 図 か ら , # = 1 で 事象 2 が 発生 し て 
いる と と が 分 る (これ が その よう な 事象 の 唯一 の 発生 で ある ). スケ ジュ ー リ ン 
グ の 目的 に と っ て , グラ フ 内 の 最長 の 道 を 臨界 道 (critical path) と 呼ぶ と と は 
自然 で あり , と の 意味 で アル ゴリ ズム C を 臨界 道 ア アル ゴリ ズム と 呼ぶ こと が 
で きる (問題 3.8 も 参照 の こと ). 

3.3 節 に 関連 し て , 木 @』/, に 適用 され た アル ゴリ ズム B も 7 一 oo の と き , 
(@ に 適用 され た ) ア ル ゴ リ ズム CO に 収束 する と と は 容易 に 示さ れる . 以上 に 
より , アル ゴリ ズム 〇 C に 関す る 次 の 定理 を 非 形式 的 に 示し た と と に な る . 


定理 3.8 
アル ゴリ ズム CO は , % 三 2 の 場合 また は グラ フ が 木 で ある 場合 に は 最短 ス 
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| っ 7 , 1 7。, 1 7。、 1 


アル ゴリ ズム C に よる スケ ジ ユ ー ル 


最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ユー ル 


図 3.6-8 アル ゴリ ズム C の 例 


ケ ジ ュ ー ル を 生成 する . 


この 定理 の 詳細 な 証明 は 実に 長い [10, 12] の で , 前 述 の 極限 を と る 操作 を 
与え た 議論 で 止め て お く . 任意 の グラ フ に お いて , プロ セッ サ (>2) 台 に 
対し て アル ゴリ ズム CO で 与え られ る スケ ジュ ー ル が 必ず し ゃ 最適 に な る と は 
限ら ちな いこ と と を 示す 例 が 図 3.6-9 に 与え を られ て いる . アル ゴリ ズム C に だ 従え 
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| 32 廊 


テロ パ 2 パ 訪 ー ュ 


単位 実行 時 間 , プロ セツ サ ヵ 人 癌 
図 3.6-9 アル ゴリ ズム C の 反 例 


ば , sr, .……, sz お よび .……, 7m-1 は 全て 並行 し て 実行 され る こと に な る . そ 
の 後 , ぬ と 4s の 同時 実行 が あり , 引 続 いて zi, ..., zz-1 お よび が, ..…, 9 
の 並列 実行 が ある . これ は 5 一 2/% の スケ ジュ ー ル 長 に な る の に 対し , 最適 
スケ ジュ ー ル は 長 さ 4 に よる こと は 容易 に 分 る . 

まだ 言及 し て いな い 問 題 が ー つ あり , それ を 以下 に 示す . ある > と 1 に 対 
し , Grrp の 最適 な 横取り 権 な し スケ ジュ ェ ュー ル が , Gu の 最適 な 横取り 権 な 
し スケ ジュ ー ル より も 短い よう な グラ フ @ を , 各 7 ヶ 1 に つい て 見 つけ る こと 
が で きる で あろ うら か と いう 問題 で ある . プロ セッ サ 2 台 の 場合 に つい て は その 
答 は 否 で ある こと が 知ら れ て いる . 特に , Cu の 最適 な 横取り 権 な し スケ ジュ 
ー ル は , で の 最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル と 正確 に 同じ 長 さ に な る と と が 
知ら れ て いる (この 事実 を 理解 する た め に 図 3.6-7 と 図 3.6-8 参照 し た が っ 
て , プロ セッ サ が 2 人 台 の 場合 に 対し て は , 任意 の グラ フ の 最適 な 横取り 権 あ り 
スケ ジュ ー ル を 計算 する 代替 手段 が あめ る こと に な る . アル ゴリ ズム A が の 2 
に 適用 され る か , アル ゴリ ズム 〇 が で に 適用 され る か で ある . プロ セッ サ 
(> 2) 台 へ の 拡張 と し て , @ の 最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル は , G。/。 の 
最適 な 横取り 権 な し スケ ジュ ー ル と 長 さ が 同じ で ある と 推測 され て いる [111. 


3.7 役割 の 異な る プロ セッ サ か ら 成 る シス テム 


役割 が それぞれ 異な る 多数 の プロ セッ サ に よっ て タス ク ・ シ ステ ム ( ジ ョ ブ ) 
が 処理 され て いく よう な 重要 な 応用 が 沢山 ある . 中 央 処理 装置 (CPU) 群 と 入 
757 


第 8 章 プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 決定 性 モデ ル 


出力 装置 群 か ら 成 る ンス テム は その 典型 的 な 例 で ある . それ ぞ れ 異な る プロ セ 
ッ サ を 必要 と し , ジョ ブフ 毎 に 処理 順序 が 指定 され て いる 高々 7 個 の タス ク か 
ら 成 る タス ク ・ シ ステ ム の 集合 を 考え る . これ に 対応 する 最短 スケ ジュ ー ル を 
求め る 問題 は , 全て の タス ク の 実行 時 間 が 予め 分 っ て いる こと と を 前 提 に する 
と , 産業 へ の 応用 が 多数 ある こと か ら , 通常 ,. ジ ュ ブ ・ シ ョ ッ プ 問題 (job-shop 
problem) と いわ れ て いる . この 一 般 の 問題 を 解決 する 数 を え 上 げ 法 で な い 手 続 
き は , %w 三 2 と いう 自明 で は な い 最 も 単純 な 場合 に 対し て さえ も , まだ 知ら 
れ て いな い . し か し , 同じ よら に 重要 な 他 の 組合 せ 問 題 と 同様 に , 発見 的 手 
法 , 分 岐 限定 法 (branch-and-bound), お よび 様々 の 計画 法 的 な 手法 が 効果 的 
に 適用 され て き て いる . 分 り 易 い 議 論 が 文献 [ 2 ] で な され て いる . 

ジョ ブ ・ シ ョ ッ プ 問題 の 一 つの 重要 か つ 特 別 な 場合 が 生ずる の は , プロ セッ 
サ に は 線形 順序 が 付け られ , 与え られ た タス ク ・ シ ステ ム の タス ク は と この 線形 
順序 に よっ て 定まる 順に 実行 され な けれ ば な ら な いと いう こと を 仮定 し た と き 
で ある . つま り , た と えば , 入力 タス ク は 最初 に 入力 プロ セッ サ 上 で 実行 さ 
れ , CPU タス ク が 次 に 実行 され , 最後 に 出力 タス ク が 出力 プ ビ セッ サ 上 で 実 
行 さ れる こと と を 仮定 する 必要 が ある 場合 が あら ろう . ジュ ブ ・ シ ョ ッ プ 問題 の こ 
の 特殊 化 は , フロ ー・ シ ョ ッ プ 問題 (How-shop problem) と し て 良く 知ら れ て 
いる . この 問題 に 対し て 知ら れ て いる 最も ゃ 一 般 的 か つ 効 率 的 な 解法 [183] は , 
72 三 2 に 限定 され て いる . この 古典 的 な 結果 を 示し た 後 , この 型 の 解法 が 適 
用 し 易く , し か も 計算 機 へ の 応用 で 意味 を 持つ よう な 二 つ の 特殊 な 拡張 を 述べ 
汰 ②。 

プロ セッ サ 92 台 の フロ ー・ シ ョ ッ プ 問題 に 対し , {OiI1 <? < %}】 を それ ぞ れ 
二 つ の タス ク か ら 成 る 連鎖 の 集合 と し , C: の 第 1 お よび 第 2 の タス ク の 実行 
時 間 を 4: お よび 太 : で 表す . C: の 第 1 の タス ク は プロ セッ サ アア 上 で , 第 2 
の タス ク は プロ セッ サ ア 。 上 で 実行 され な けれ ば な ら な い . プロ セッ サ ア お 
よび ア 。 に 割当 て られ た ? 番目 の タス ク の 実行 時 間 を それ ぞ れ ai お よび 8: と 
表し た と き の ス ケ ジ ュ ー ル の 一 例 が 図 3.7-1 に 示さ れ て いる . (w お よび 8 の 
系 列 は , それ ぞ れ , 4, 45, ..… 4。 お よび 太 :, お >, ..…, 万 。 の 単なる 置換 で あ 
る ). まず , プロ セッ サ 2 台 の 場合 に つい て , 吟味 する 必要 が ある スケ ジュ ー 
ル の クラ ス を 著しく 狭い 範囲 に 限定 で きる こと を 示 そ う . 


補題 3.4 
プロ セッ サ 2 台 の あら ゆる フロ ー・ シ ョ ッ プ ・ ス ケ ジ ュ ー ル か ら 次 の 性 質 を 
持つ 高々 同じ 長 さ の スケ ジュ ー ル を 構成 する と と が で きる ,. 
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$ 10 15 20 29 30 39 


(4。 訪 )) (23.7) (10,13) (9,2) (10,2) (4, 7) 


(Qi, 褒 ): (4, >) (4。, g。 ) (4」, 」 ) (43, 3 ) (44, g。 ) 
図 3.7-1 スケ ジュ ー ル 例 


1. ど ちら の プロ セッ サ も それ に よっ て 実行 可能 な タス ク が ある と き は 決し て 
空き に は な ら な い ( 空 き 時間 を 導入 する 必要 は 全く な い ). 

2.2 台 の プロ セッ サ 上 に 現われ る タス ク ・ シ ステ ム の 系 列 は 互い に 同じ で あ 
る (すなわち , 第 1 お よび 第 2 の プロ セッ サ 上 の ? 番 目 の タ スク は 同じ タ 
スク ・ シ ステ ム に 属し て いる ). 


証明 ここ と では, 2 を 証明 し , 1 の 証明 は 読者 に 任せ よう. 

図 3.7-2(A) に 示す よ うに , Oi( の 第 1 タスク) が,( の 第 1 タスク) に 上 
で は 先行 し て いる が ア 。 上 で は 後続 し て いる スケ ジュ ー ル ぐ が ある も の と 仮 
定 す る . 明らか に , 先行 制約 を 乱す こと な く , 上 の タス ク を 並べ 替え て 
を 図 3.7-2(bD) の スケ ジュ ー ル ぐに 変換 する と と が で きる . すなわち , CO: と 
C, の タス ク が 隣り 合う よう に と これ ら の タス ク 間 に ある 全 タ スク を 左 へ 動か す . 
最後 に , ぐ ′ は 図 3.7-2(c) の スケ ジュ ー ル ? 変換 で きる と と は 一 目 で 分 る . 
し た が っ て , 帰納 的 に , 両 プ ビ セ ッ サ 上 で タス ク ・ シ ステ ム の 系 列 が 同 じ で あ 
る スケ ジュ ー ル を 構成 する と と が で きる . | 


第 1 の 性 質 か ら , 考え る 必要 の ある スケ ジュ ー ル は , アア 」 上 の 割当 て が 図 3. 
7-1 の よう に 左 詰め に 揃え られ た も の だ け で 良い こと が 分 る . 第 2 の 性 質 か ら 
は , 2- プ ロ セ ッ サ 問題 で は , 同一 系 列 が P」 と アア の 両方 に 適用 され る と いう 
了解 の 下 に 一 つの 系 列 に つい て 考え れ ば 良い (実際 . そう する こと に な る )。 補 
題 8.4 の 第 1 の 性 質 は , 任意 の プロ セッ サ 数 に 対し て 容易 に 一 般 化 され る . 第 
2 の 性 質 は , プロ セッ サ アア 。」 と ア 。 に 対し て 対称 的 に 適用 する こと で 少し ば 

り 一 般 化 で きる . すなわち , 7- プ ロモ セッ サ の フロ ー・ シ ョ ッ プ 問題 に 対 
し , P, と アア 。 の 上 の タス ク の 系 列 は 同じ に で きる し , さら に ア 。』-」 と ア 。 上 の 
系 列 も 同じ こ に できる. 3- プ ロ セ ッ サ の 場合 は (2- プ ロ セ ッ サ の 場合 と 同様 に ), 
全て の プロ セッ サ 上 で 同じ タス ク ・ シ ステ ム の 系 列 を 持つ スケ ジュ ー ル だ け を 
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(c) 
3.7-2 アア, と > 上 に 同じ 系 列 を 作り 出す 方 法 


考え れ ば 良い . 問題 3.15 は, この “順序 保存 ” の 性 質 が >3 の と き の 全 プ 
ロ セ ッ サ に 拡張 で き な い こと と を 証明 する %x 三 4 に 対す る 例 を 示し て いる . 次 
に 主要 な 結果 を 示 そ う . 


定理 3.9 

ぐ を 2- プ ロ セ ッ サ の フロ ー・ シ ョ ッ プ 問題 に 対す る 一 つの スケ ジュ ー ル と 
し , は 補 題 3.4 で 述べ られ て いる 性質 を 持つ も の と 仮定 する . 全て の ? お よ 
び 7 に 対し て , min(4:, ) く min(4, お ) で ある と き は いつ も Ci が の , に 先 
行 し て いる な ら ば , ゞ は 最短 で ある . 


証明 上 の (内 部 の ) 空 き 時 間 が 最小 で ある と と を 示す と ざ が 最短 で ある 
こと が 証明 され る と こと に な る . し た が っ て まず 最初 に , この 空き 時 間 を gi や 
8 を 用 いて 表現 する こと か ら 始 め よ ょ よう. 

P」 上 で ? 番目 の タ スク が 実行 し て いる 間 の ア 。 の 空き 時 間 を 刺 , と 定義 す 
る . 図 3.7-1 の 例 で は , 10, ぷぅ = 2 エミ = 0, ぷ 4 0, 3%』 = 5 で あ 
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る . そ :> 0 で ある た め の 必 要 十 分 条件 は 次 式 が 成り 立つ こと と で ある こと と は す 
ぐ 分 る . 


#ー1 る ー ョ 1 も 
(3.7.1 如 十 分 訪 く ん の 
こと の こと か ら 次 式 が 得 ら れる . 
3.7.2) 麗 = max 0. さる ー どー の | 


この 式 (3.7.2) を 解く た め に , まず 両辺 に 
(3.7.3) 太 - ュ ニ 2 


を 加え る と , 次 式 を 得る . 
(3.7.3) 束 : max アア] (2 >1) 


た だ し , 玉 」 ニーai で あり , 
# る ー1 
(3.7.5) アー を 9 = 2 ? >1 
すけ = 了 = 


で ある . し か し , 式 (3.7.4) は , 次 の 関数 の 池 化 式 で ある こと と が 容易 に 理解 で 
きる . 


(3.7.6) 厚 , 三 max アア 5 アダ 


この こと か ら , の 長 さ は , 避 (1 く 2? く < な が ) の 最大 (すなわち 刀 。) が 最小 化 さ 
れる と き に 最短 と な る . min(4。:, 万,) く min(4, 万 )) の と き C: を の O, に 先行 さ 
せる な ら ば , 刀 。 が 最小 に な る こと を 証明 し よう . 簡単 の た め 全 て の ?, 7 に 対 
し , min(4:, ,) 地 min (4 )) で ある と と を 仮定 し て 始め ょ よう. 

既に P」 と アア 。 上 に (一 1) 個 の タス ク ・ シ ステ ム を 割当 て て あり , スケ ジ 
ュー ル 上 で ん 番目 と (& 十 1) 番 目 の 場所 に は C, と で C, が 考え られ て いる も の 
と 仮定 する . O: が 番目, C, が (z 十 1) 番 目 の 場 所 を 占め る と 仮定 する な ら 
ば , 式 (3.7.5) か ら 次 式 を 得る . 


(3.7.7) = ニ 4ー 衣 ュ 十 撤 1) - 衝 ュ コ ニ 4 オー 刻 十 字 


C, と G: の 順序 を 入れ 替え る と , 新しい 系 列 に 対し て 次 式 が 得 ら れる . 
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(3.7.8) 7 ー4 一 太 コ 雨 ーー ュー 邊 一 計 十 アダ 
式 (3.7.7) と 式 (3.7.8) か ら , 
max( 宙 。 和 ) く max( ア 1) 
と な る の は , 
min( 一 アー アル 0) く min( 一 一 一 和 1) 
と な る と き , すなわち , 
min( 一 お 一 4ー ダリ) く min( 一 匠 お 一 4 一 や ) 


と な る と き で ある . 全て の 項 に 4, 十 妨 を 加え る と , 不等式 は 次 の よう に な 
る . 


min( ア 一 アタ ア 十 4。 入 ーT タ ルー(4: 一 4) 十 戸 ) く min(4 ヵ ) 
式 (3.7.7) と 式 (3.7.8) か ら 得 られ る 関係 一 アル テ 4 一 4 を 代入 する と, 
次 式 を 得る . 
(8 が 29) min (4 ) こく min(4), >) 


し た が っ て , 式 (3.7.9) が 成立 する な ら ば , C: を C, の 前 に 置い た と き に 上 
記 の 二 つ の 台 : の 値 の 大 きい 方 が (C, を C: の 前 に 置い た と き に 比べ て ) より 小 
さく な る . と の と と か ら , 任意 の スケ ジュ ー ル に お いて 条件 (3.7.9) に 違反 
し て いる よう な 隣接 し た タス ク の 位置 を 入れ 替え る と と に より , maxt 
7 は 減少 する の みみ で ある と いう こと に な る . も し ゃ 式 (3.7.9) に よ 
っ て 定義 され る 関係 が タス ク ・ シ ステ ム 間 の 線形 順序 を 構成 する こと を 論証 す 
れ ば , それ で 証明 は 完結 する . な ぜ な ら , と これが 論証 され た 場合 , 定理 の 記述 
を 満た す ス ケ ジ ュ ェ ュー ル は 常に 存在 し , し か も た だ 一 つ で な けれ ば な ら な いか ら 
で ある . し か し な が ら , この 関係 は , 推移 的 で ある こと さえ ぇ 証明 され れ ば 明 ら 
か に 線形 順序 で ある . この 証明 は 少し 面倒 で ある が , 場合 分 け で 行え る か ら , 
詳細 は 読者 に 任せ よう 1!. 

† 訳注 以下 に 証明 を 述べ る . 

Cr と 6, が 式 (3.7.9) を 満足 する と き , し か も その と き に 限り , Cr - O, と 書 こう . 


命題 関係 こ は 推移 的 で ある . すなわち , Ci - C, か つ O, = Cz な ら ば , Oi- Cx で ある . 
証明 まず , 二 つ の タス ク ・ シ ステ ム C。,C。 に 対し て , 関係 C。 - C。 を 用 いて 行っ た (4 ヵ , P。) プ 
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min(4, 万 )) = min(4, 太 ) で ある ? と 7 が 存在 する と き , と の よら な Gi 


と O, の どちら が 先行 し て も maxf{ 質 , 5, .……, 宮 】 は 影響 を 受け な いこ と と が 容 
易 に 確か め ら れる . し た が っ て , 一 般 に は , 二 つ 以 上 の 最短 スケ ジュ ー ル が 存 
在 し 得る . 邊 


計算 機 へ の 応用 に と っ て は , 時 間 的 に 重 な ら な い 入 力 , 実行 お よび 出力 の 3 
段階 が 順 々 に 実行 され る ジョブ 処理 の 形態 を 取扱 える よう に 上 述 の 結果 を 拡張 
する と と は 明らか に 望ま し い . この 拡張 は , 一 定 の 限度 まで 可能 で ある . 特 
だ , 7 三 3 の 場合 を 考え ん, 4,, : お よび の, は それ ぞ れ ど , P。 お よび 7 上 
の 実行 時 間 で ある と 定義 むせ する . タス ク ・ シ ステ ム は , プロ セッ サ >。 お よ 
び ア 』 上 で と の 順に 実行 され な けれ ば な ら な いも の と 仮定 する . 上 述 の 定理 の 
証明 と よく 似 た 手法 を 使う 9 こと に する と , min{4jj >max( ぢ 計 ま た は min 


9 と (4。, 万 。) の 関係 の 場合 分 け を 表 C.1 に 示す . た と えば , min(4。, 。) ーー 4。, min(4。, ぢ 。) 三 
jp。 な ら ば , 関係 4。 < 。 ミ 4, が 成立 する こと が 表 C.1 中 の 見 出し の 下 の 第 2 行 に 記入 され て い 
る . 


表 C.1 関係 C ょ ご C。 に よる (4 gz) と (4。, 。) 


の 関係 の 場合 分 け 
痢 as 4。 4 くく 4 お, 
4 ち 4 くく 4 
ぢ ヵ 4 お く 4』 く の 
9 5 か くく 4。 


次 に , O, べ C ヵ 07 Ok で ある と き , 表 C.1 を 用 いて 得 ら れる (4。, gz) と (4,, の 関係 の 場合 
分 け お よび (4 7) と (4 ぇ , gz) の 関係 の 場合 分 け の 組合 せ に 対し て さら に 得 ら れる (4。, g。) と (4 ヵ , 
g) の 関係 を 表 C.2 に 縄 め て 表示 する . た と えば , 場合 (4 < z < 4 と 場合 (Bz く ぢ , ミ 4 ヵ ) の 
組合 せ に 対し て , 4。 < , か つ gz ぐ 4 が 成立 し て いる こと が 同 表 中 に 示さ れ て いる . し か し , 場 
合 (g ヵ < 47 < 。) と 場合 (4, く 4 を < の 組合 せ 等 に 対し て は , ぢ ヵ く 4, かつ 47 く ぢ , と いう 矛 
盾 が 生 し る か ら , こと の よう な 組合 せ は 存在 し な い . 


表 C.2 Ci ご C ヵ CO7 ご Cg で ある と き の (4: 刀 ) と (4 
の 関係 の 場合 分 け お よび (4 ヵ 刀 ) と (4x。 ) の 関係 の 場合 分 
け の 組合 せ に 対す る (4:, 九 :) と (4 ヵ ) の 関係 


| 4c4gS8, | 4j<』<4。 | gk<44<B, | ga<Bj<44 
4<4S8』 | 4K4 ぁ の | 4K4% 太 信久 久作 
g ヵ 
4iKBi<4, | 4Kgi く 4 ょ | 4i<Bi<4 ぁ 放 訪 
<4 S ぢ 』 4 拓 衣 か つ ぢ お 4 7( 角 慎 ) gk< く 4 が <: | < く 4 
で ある か ら こ の 組合 せ は 
くく 4) 存在 し な い Pk< く 4 | gk く 4 


表 C.2 を 視察 すれ ば 分 る よう に , 矛盾 の 生 し な い 全 て の 組合 せ に 対し て , min(4, gz) く min 
(4 /), すなわち Oz Oz が 成立 する こと と は 明らか で ある . | | 
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{の j) > max{ ぢ ji を 仮定 する な らい ば, 
(3.7.10) min(4: 十 刀 , 万 : 十 の )) く min(4, 十 万 : 十 万) 


が 成り 立つ と き は いつ ゃ , C: を で, の 前 に 置く こと に より 最短 スケ ジュ ー ル が 
得 ら れる と と が 証明 で きる . つま り , この 特別 な 場合 に は , 4: が 4: 十 万 : で , 
万: が 万: 十 の : で 置換 % え られ て いる こと を 除い て , 定理 3.9 に 示さ れ て いる の 
と 同じ スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 用 いれ ば 良い の で ある . さら に , アア 
上 の 実行 時 間 は , また は ア 7 上 の 実行 時 間 以 下 に 完全 に 抑 えら れ て いる と い 
5 条件 が 必要 で ある こ と に 注意 し よう . も し ゃ , 4: お よび 万 : が 入力 お よび 
出力 の 処理 に 対応 し , : が CPU の 活動 を 表す と する と , 入出 力 制約 の シス 
テム を 含む いく つか の 重要 な 応用 で は 上 記 の 条件 が 極め て 良く 満た され る と 思 
われ る . 実験 的 な 研究 [2 ] で は , ぢ : が 4: に も の : に も 抑え られ て いな い 場 合 
で さえ ぇ えも, 式 (3.7.10) は 優れ た “第 1 近似 (Hrst cut)" の スケ ジュ ー リ ング の 
指針 で ある こと が 示さ れ て いる と いら こと は 指摘 し て お くだ け の 価値 が ある . 
最後 に , Jackson [141 は , 各 タ スク ・ シ ステ ム の 1 番目 と 3 番目 の タス ク は 
全て 同じ プロ セッ サ 上 で 実行 され , 2 番目 の タス ク は タス ク 毎 に 異な っ た プロ 
セッ サ 上 で 実行 され る よう な モデ ル を 吟味 し て いる . 4:, 万 , お よび 万 : を 前 と 
同じ ょ うに 定義 すると, や は り 式 (3.7.10) の 規準 は 最短 スケ ジュ ー ル を 導き 出 
す と いら と と が 証明 され て いる . 


3.8 平均 流れ 時 間 を 最小 に する スケ ジュ ー リ ング 


スケ ジュ ー ル 全体 の 長 さ の 他 に , 興味 の ある 主 な スケ ジュ ー ル の 尺度 は , 平 
均 の 流れ 時 間 (How time, また は シス テム 内 時 間 ) で ある . より 正確 に いえ ば , 
2 個 の タス ク を 持つ タス ク ・ シ ステ ム で C の スケ ジュ ー ル に 対し て , タス ク 宴 
の 完了 時 刻 を な で 表し た と き 。, 平均 流れ 時 間 は 次 式 で 定義 され る . 


さ | ロ 


3.8.1) 了 = ぁ 

この 尺度 が 重要 で ある こと の 主 な 理由 は , スケ ジュ ー ル 開始 時 刻 0 か ら 完 了 時 
刻 な 。。 ニ maxt} ま で の 区 間 上 の 未完 了 タ スク 数 の 平均 と の 関連 に ある . 
⑧8 。。。 お よび 婦 は スケ ジュ ー ル が 異な れ ば 値 も 変り 得る が , 本 節 で は 曖昧 さ 
が 生じ な い 限 り そ れ ら の 記号 に こ の 依存 関係 を ー 々 明示 し な い ). 考察 中 の 応 
用 問題 に 対し て , 未完 了 タ スク の 数 は 時 間 の 関数 と し て の 離散 過程 に な る . 特 
に , その 数 は 7 一 0 の % か ら 7 一 。。。 の 0 まで , 高々 z 回 離散 的 に 変動 する . 
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さて , 与え られ た スケ ジェ ュー ル に 対し , 完了 の 順番 に よっ て タス ク を 順序 付け 
よら. た だ し , 二 つ の 以上 の タス ク が 同時 に 完了 する 場合 は , どちら を 前 に し て 
も よい . こと の 順序 に 従っ た タス ク の 完了 時 刻 を 1) <7②) < く …・ く が 7) で 
表す . (0) = 0 と 定義 する と , 次 式 を 得る . 


と 、 守 ぬ ー の MG+ せ サーw91 


ね ax ?=0 


(3.8.2) 7 三 
これ ら の 定義 を 説明 する 例 が 図 3.8-1 に 与え られ て いる . 

式 (3.8.2) を 二 つ の 総和 の 形 に 展開 する と 次 の よう に 書け る . 

1 


ax 


2 三 


| 才 (% 一 ? 十 1)7⑰ 一 紀 ゅ ー94⑳| 三 


ax ?=1 


し か し , 


で ある か ら , 次 式 を 得る . 


欠 
(3.8.3) の 


こと この よう に , 平均 未完 了 タ スク 数 の 最大 タス ク 数 に 対す る 比 は , 平均 流れ 時 間 
の 最大 流れ 時 間 ( ス ケ ジ ュ ー ル 長 ) に 対す る 比 と 同じ こ に なる . 与え られ た タス ク 


1 2 3 に! の ) 6 


1+ 2 は +3+5#+6+6 
=*4 
6 


ヵ = を 】6x1+Sx1 は +4x4+3x2 は 3+2x1 は 1 =4 
図 3.8-1 {と の 例 
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の 集合 と スケ ジュ ー ル 長 に 対し , 式 (3.8.8) は 平均 流れ 時 間 が 未完 了 タ スク 数 
の 平均 に 直接 比例 する こと と も 示し て いる . 

この 重要 な 関係 は , スケ ジュ ー リ ング の た め に 全て の タス ク が 同時 に 提示 さ 
れる と いら 仮定 を 取 除 いた 動 釣 シス テム に も 拡張 され る . と くに 長期 間 走 行 に 
お いて , 完了 し た タス ク 数 と 到着 し た タス ク 数 の (期間 ) 平均 が 等 し いと いら 一 
般 平 衡 性 の 仮定 の 下 で は , 7 と 一 と の 間 の 線形 関係 が 成立 する . この 結果 の 持 
つ 一 般 性 は 強調 され る べき で あろ う . 実効 的 に は , プロ モッ サ と 順序 づけ の ア 
ル ゴ リ ズム を 包含 する シス テム は プラ ッ ク ・ ボ ックス と 見 な し 得る . 定常 状態 
を 仮定 する と , ブラ ッ ク ・ ボ ックス の 内 部 構造 や タス ク 自 体 の 性 質 ( お よび 分 
っ て いる と 仮定 され る それ ら の 特性 ) は この 結果 の 正 し さ に 影響 を 与 を な いで 
あろ う . 第 4 章 で は , こと の 7 と 免 の 間 の 関係 が か ある 種 の 確率 モデ ル の 解析 を 
簡単 に する の に 大 い に 役 立つ こと に な る . 

単 一 プロ セッ サ の スケ ジュ ー リ ング 問題 で は , 空き 時 間 を 導入 し て も 何 の 利 
益 に も ゃ ならない. し た が っ て , 式 (3.8.3) の な 。。。 は 定数 (タス ク の 実行 時 間 の 
欠 和 ) で あり , さら に 平均 流れ 時 間 を 最小 (最大 ) 化 する どの よう な 手続 きも ンス 
テム 内 の 平均 の タス ク 数 を 最小 (最大 ) 化 し , また その 逆 も 成り 立つ . 以下 で は , 
単 一 プロ モッ サ の 特別 な 場合 に つい て , 等 価 な 問題 で ある 平均 流れ 時 間 最 小 化 
問題 と ンス テム 内 平均 タス ク 数 最小 化 問題 を 解く と こと に し ょ うら . 最後 に , 前 節 
まで の 多重 プロ セッ サ ・ モ デル に 対し て 得 ら れる 同様 の 結果 に つい て の 若干 の 
注意 で 本 節 を 締め くく ろう . 

プロ セッ サ を 1 台 に 制限 し た と き , と 4。。 を 最小 に する た め に は , タス ク 
か ら の 横取り を 考え る 必要 が な いこ と を 証明 する こと と は 難し いこ と で は た ない . 
空き 時 間 を 導入 する こと と も 決し て 利益 に な ら な いか ら , 置換 (permutation) ス 
ケ ジ ュ ー ル の クラ ス の み を 考察 すれ ば よい と と に た なる. 思 換 スケ ジュ ー ル は , 
実行 され る べき タス ク の 置換 に よっ て 完全 に 定義 る 8 れる. そこ で は , 与え られ 
た 思 換 に よっ て 決ま る 系 列 に 従っ て 左側 か ら 順 に 完了 する よう に タス ク を 一 つ 
ずつ 実行 する こと が 仮定 され て いる . 次 の アル ゴリ ズム D は , 先行 関係 を 与え 
て いる 順序 構造 を 1 本 の 系 列 に 織り 込ん で 行く と と に よっ て , 最小 平均 流れ 時 
間 を 与え る 系 列 を 効率 的 に 決定 する [2]. [一 般 化 に つい て は 問題 3.21 参照.] 

C を 次 式 の よう な 7 本 の 独立 な 連鎖 か ら 成 る 々 スク ・ シ ステ ム と する . 


(3.8.4) = 7n75… 7 人 (1 その 


すなわち , 各 ? に 対し て , 7 く 7 の 2 く ー・ ぐ の で ある . 旋 ) の 実行 時 間 を 
<j で 表し , みみ 三 る 婦 と すず る 。 
76 の 
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アル ゴリ ズム D 


段 1. 各 タ スク に 対し て , 克 』 ニ (ca)/7 を 計算 し , 次 に 各 軍 鎖 に 対し て , 
る (な ) 三 min [2 6 を 計算 する . た だ し , と ここ で ん は 最小 の 値 
(% ヵ 。) を 指す 指示 子 で ある . 

段 2. zz() S ez(%:) (1 く ? く 7) で ある よう な 連鎖 C を 一 本 選び , 部 分 連 
鎖 7 7 を 系 列 の 先頭 と する (また は 系 列 の 後 尾 に 付加 する )、. 

段 3. か ら 段 2 で 割当 て られ た タス ク を 取 除 き 。 と の 新しい 連鎖 C。 に 対 
する zz( 刀 ) を 計算 し 直す . 

段 4. 全て の タス ク が 系 列 に 加え られ る まで 段 2 と 段 3 を 繰 返 す . 


この アル ゴリ ズム が 平均 流れ 時 間 を 最小 に する 系 列 を 生成 する こと を 証明 す 
る の に 次 の 補題 が 役に立つ . 


補題 3.5 
cn, 2, っ 7 は 次 の 性 質 


に 


(3.8.5) 上 テーク SA く の 

?=1 ? ニ 1 
を 持っ た 正 整 数 で ある と し , 4 め , の 5, ..…, の 。 は , の の 2 くく の 。 か つ の た Wi 
三 1 を 満た す 非負 の 数 と する . こと の と き , 次 式 が 成り 立つ . 


(3.8.6) まあ こら ar 
7 = ュ 4=1 


すなわち , 式 (3.8.6) の 右辺 の 和 は , ww: = ニ 1/%(1 <? <?) と 選ぶ と と に よ 
り 最大 に な る . 


証明 4 め , の 5 ..…, の 。 を 補題 の 条件 を 満た す 重 み の 任意 の 集まり と し , x+1 
三 の kr2 ニー・ 三 ⑳。 で ある よう な 最小 の 整数 を ん を くみ 一 1 と 定義 する . 今 , 
> 0 で ある と 仮定 する . この と き , 4, .…, ゅ k。 を それ ぞ れ s だ け 増 や し , 
の xr1, ・, 0。 を それ ぞ れ ん s/(% 一 人) だ け 減 ら す こと が で き , さら に , 0 く 4m 
く ws く … く w。 か つ 史生 1 と いう 性質 を 保存 する よう な 最大 の g>0 が 
存在 する こと は 明らか で ある !. これ ら の 操作 を 行う こと に よっ て め 計 oizi 内 
に 生ずる 変化 は , 


† 訳注 最大 の s を 用 いた この 増減 操作 に よっ て xx = wx+1 三 ゆめ 。 と な る こと に 注意 . 
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A=| ぇ ( ・ ト ) ェ ト メ ( ーー |- pa 

ー| 馴 0 9 ル 】 の 」 《⑰ ぉ ヵ ー た 1 の is 
すなわち , 


(3.8.7) A= | ぁ ーー = ヌ | ーー | 財 の を きま 2 | 


2 一 ん に 計 ュ = ル +1 


で 与え られ る . A> 0 で ある こと を 証明 する に は , 


を 二 1 4=1 


で ある と と に 気がつき さえ すれ ば よく , この こと か ら 式 (3.8.5) を 使う と 次 式 
を 得る . 
(3.8.8) % し jmad - ES 


1= ル +1 /2 1 ニュ 


不等式 A > 0 は , この 式 (8.8.8) か ら 直 接 導 か れる . この 変換 の ( 回 の ) 繰 返 
し は , Leiri が の 三 の ir1(1 <? くみ 一 1) の と き に 最大 に な る こ と を 示し 
て お り , 以上 の こと と か ら wi: 三 1/z(1 <? く <%) が 得 ら れる . 邊 


定理 3.10 

アル ゴリ ズム D の 対象 と し て 定義 され た タス ク ・ シ ステ ム を 考え , この ア 
ル ゴ リ ズム に よっ て 生成 され る 系 列 を の 。 で 表す . こと の と き , の o に 対す る 平 
均 流 れ 時 間 は 最小 で ある . 


証明 タス ク ・ シ ステ ム C に 対す る 任意 の 最適 な 系 列 は どれ も , 平均 流れ 
時 間 を 増加 させ る と と な し に , アル ゴリ ズム D に よっ て 生成 され る 正当 な 系 
列 に 変換 で きる と いう こと を まず 証明 し よう . 

の = 7(1) 7⑫②) …・7(2) は , アル ゴリ ズム D に よっ て 最初 に ( 段 ? の 1 回目 
の 実行 に よっ て ) 生 成 さ れる 部 分 連鎖 あ が そ の 先頭 を 占め て いな い 最 適 な 系 列 
で ある と し , = 7*」7*s…・7*。 と する . また , fc*』J を それ ぞ れ の 実行 時 間 と 
する . の に 関し て , 5 内 に な い タ スク が りり の タス ク 7*,」 と 7*, の 間 で 実行 
し て いる 時 間 間 隔 (0 も あり 得る ) を %,(2 く ? く の と 定義 むせる. また , え 」 を 
0 か ら 7 の 開始 時 刻 に 至 る 間隔 と し , そ ,.1 を 7*。 の 終了 時 刻 か ら の の 完 
了 時 刻ま で に 至る 間隔 と する . 図 3.8-2 は , ヵ ?=3 の 場合 の 例 を 示し て いる . 

さて , 部 分 連鎖 0 を 左 に 移動 させ て 6 が 変換 後 の 系 列 の の 先頭 に な る よ 
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le 


に 関し 旨 | 関 。 」 
+ テ 


関 受 | _ 1 | | !1 
ーーーー ン ーーーー ハ ーーーー ハ ーー ンー 
イ 」 あの 3 あの 


3.8-2 定理 3.10 の 例 ( ヵ ? 三 3) 


うら に し よう . 各 間 隔 , は それ に つれ て 右 に 移動 する が , それ ら の 相対 的 な 順 
序 は 変 ち な い . と の 人 簡単 た 変換 は 図 3.8-2 に 図解 さん て いる . 証明 し た い の 
は , の に 対す る 平均 流れ 時 間 #ー (1/%) に な は , 少な く と も の ′ に 対す る 
平均 流れ 時 間 = (1/%) 2 た な と 同じ 大 き さ で ある こと で ある . 

最初 に , が を の の な で 表現 する . この た め に は , 叉 , 内 の タス ク の 完了 時 
刻 は の 内 の な か ら の 内 の な 十 多 先 < に 増え て いる こと に 注意 し よう . 図 
3.8-2 を 参考 に する と 次 式 を 得る . 


共 ル 』 
3.8.9) うな = の ー? 寺 < 皇 十 兄 誠 圭史 
? ニ 1 # ニ 1 1 タバ 4 こ 1 
の 
填 孝 協 あお ゃ で 員 す *“ 寺 提 還 土手 肝 人 
7 まそ 3 ?=2 7 まそ 47 Ta 


叉 , 内 で 実行 され る タス ク 数 を : と 表し , = U 活 宛 , と する と , 式 (3.8.9) 
は 次 の よう に 書け る . 


(3.8.10) %= あ @ー6+Dw 二 5 双 92 

前 と 同様 に , の 内 で 実行 され る 7 番目 の タス ク の 実行 時 間 を z(⑰) と 表す . こ 
の と き , 間隔 内 の タス ク と 0 内 の タス ク と を 区 別して 扱う と 次 の よう に 書 
く と と が で きる . 
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3.8.11) 好 = 兄 8 二 に 生 二 兄 < の 1]+E 二 e5 十 < の ] 
We 4 た SN りさ ア ョ 
十 …・ 士 [<*」 十 1 十 <*。 十 る <(⑦] 
7 


A=%⑰ 一 の を 計算 する と 次 式 を 得る . 
(3.8.12) A= 2 【@ー?+1 <⑦1 一 (0 が 


今や , 目標 は A>0 を 示す こと と で ある . 要素 (タス ク ) の 終了 時 刻 が 間隔 世 , 

っ そ 。 の 和 集 合 Y。 に 含ま れる よう な ( 各 連 鎖 C: の 最大 長 の ) 部 分 連鎖 の 集 
合 を 及 と する . 式 (3.8.12) 中 の 和 刀 [(⑦ー? 十 1) 人 <⑦] は 全体 の 上 で 
と られ て お り , 項 z(⑰(7 と ) が 全て 使い 尽 さ れ て いる こと の 認識 か ら 始め 
よう . 言い 換え る と , 式 (3.8.12) は 内 の 部 分 連鎖 の 上 の 和 に 分 割 で きる . 
式 (3.8.12) に お いて , 内 の 任意 の 部 分 連鎖 に 対応 する 部 分 [すなわち , 任意 
の 部 分 連鎖 に 限定 し た 式 (3.8.12) 内 の 和 で あり , 後述 の Ai] が 非負 で ある な ら 
ば , A は 非負 の 項 の 和 ( 非 負 ) と なる. そこで, 内 の 任意 の 部 分 連鎖 に 限定 
し た 式 (3.8.12) が 実際 に 非負 で ある こと を 証明 し よう . 

? 番目 の 連鎖 C: の 次 の よう な 部 分 連鎖 


3.8.18) (0< く 太く es く …・ く ん) 


が 内 の 部 分 連鎖 の 一 つ で ある と 仮定 する . た だ し , 便宜 上 を o 三 0 と する . 
an 7 。 は , 7 番目 の 連鎖 の jr(0 く <7 く ヵ ー1) で 実行 され る 部 分 で 
ある と し , も し も ゃ na 大 : な ら ば , ギュ で 実行 する ? 番目 の 連鎖 の 部 分 は 
な い ( 友 ニニ … ニ 007 と や で ある こと と は その 部 分 連鎖 が ,」 内 で 実行 
を 開始 する こと を 意味 する ). 式 (3.8.12) を 部 分 連鎖 (3.8.18) 内 の 各 タ スク が 
寄与 する 項 に 特殊 化す る た め , z: を (一 計 - ュ ) で 置換 を える. そう する と , 式 
(3.8.13) 内 の タス ク の み に 限 定 し た 和 が 次 の よう に 再 構成 され る . 


Mo Ei ね 
(3.8.14) Ai= の < 十 2 て 十 …・ 十 る ィ 7 一 大 < 一 sz 

21 2 ニ ナニ 

ー ェ ュー 4。 


と ころ で , アル ゴリ ズム ょ D の 記述 か ら 
1 上 3 8 
本 
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3.8 平均 流れ 時 間 を 最小 に する スケ ジュ ー リ ング 
すなわち , 


2 ヵ の 
(3.8.15) 2g ッ る (1< ヵ < の ) 


式 (3.8.15) の 右辺 を 式 (3.8.14) の 各 和 に 代入 する と , A: >0 な ら ば Ai>0 で 
ある と いう こと と が で きる . た だ し , 


(3.8.16) 


の 1, ..。 ⑦⑰。 は 非 減少 で あり , その 総和 は 1 で ある . さら に , 補題 3.5 の 式 (3. 
8.5) の 成立 が アル ゴリ ズム D の 記述 に お いて 仮定 され て いる . し た が っ て , 式 
(3.8.16) の 不等式 , AA > 0 お よび Ai > 0 は 全て 成り 立つ . 

の 上 で 行っ た 上 述 の 変換 を ,。 アル ゴリ ズム D の 実行 に よっ て 選ば れ た 2 番 
目 の 部 分 連鎖 に 対し て さら に の ′ 上 で 繰 返 す こと が で きる と いう ら こ と の 考察 が 
まだ 残さ れ て いる . 帰納 法 を 使う と , の 。 を 得る まで この 変換 を 繰返し た 後 で 
ゃ 平均 流れ 時 間 が の の それ を 越え な いと いら こと と が 容易 に 確か め ら れる . 血 


アル ゴリ ズム D は , CO が 独立 な タス ク の 集合 か ら 成 っ て いる 特別 な 場合 に 
は 全く 人 科 単 な も の に な る . 特に , 次 の 系 を 得る . 


系 3.1 

。 は 単 一 プ ビ セッ サ に 対す る 独立 な タス ク の (有限 長 の ) 系 列 で ある と する . 
の o に 対応 する 実行 時 間 の 系 列 が 非 減少 列 で ある な ら ば , の o の 平均 流れ 時 間 
は 最小 で ある . と の よう な 系 列 を 作り 出す 機構 は 最短 処理 時 間 順 (shortest- 
processing-time, SPT) 規 則 と 呼ば れ て いる . 


系 3.1 の 別 証 は , 次 式 の よう な 重み つき の 和 ( 重 み (% 一 ? 十 1) は 減少 列 を な 
し て いる ) が (1) <z(②) く … く <(2) と な る よう に 系 列 を 選ぶ と と に より 最小 
化 さ れる と いう 良く 知ら れ た 事実 か ら 得 られ る . 


縮 呈 條 一 を 十 30e 全 
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一 般 に は , タス ク の 連鎖 に 対し て , どの タス ク の 終了 時 に も 横取り が 許さ れ 
て いる と は 仮定 で き な い で あろ う . し か し , 全 タ スク ある い は 一 部 の タス ク の 
終了 時 の 横取り 割込み が 認め られ て いな いと いう 比較 的 一 般 の 場合 に は , 与え 
られ た 条件 に よっ て 終了 直後 に 横取り が 許容 され る 部 分 連鎖 に 対し て の み 名 
を 計算 する よう に アル ゴリ ズム D の 段 1 を 改訂 する こと が で きる . 次 の 重要 
か つ 特 別 な 場合 が 得 ら れる . 


系 3.2 

同じ 連鎖 の どの 2 タス ク 間 で も る 横取り は 許さ れ て いな い ( し た が っ て , の は 
単なる 連鎖 の 置換 に な る ) と 仮定 する . の の 平均 流れ 時 間 が 最小 化 さ れる べき 
で ある と する と , 全て の ?, 7 に 対し て 次 式 が 成り 立つ な ら ば , の 内 で G は 
に 先行 し な けれ ば な ら な い . 

SPT に よる 順序 付け は , 全 タ スク が 独立 で ある と 仮定 し た と き の 多 重 プ ロ 
セッ サ の モデ ル に 容易 に 拡張 で きる . この 特別 な 場合 に 対し て , 規則 は 次 の よ 
うら に な る . プロ セッ サ が 空い た と き は いつ も ゃ も, 残っ て いる タス ク の うら も 実行 
時 間 が 最小 の も ゃ の を 割当 て る . この 規則 は 3.4 節 で 議論 し た 最大 処理 時 間 順 
(LPT) ス ケ ジ ュ ー リ ング 規則 の 正反対 で ある こと と に 特に 注意 し よう . 全て の 
721 に 対し て , LPT は た と え ぇ 最短 で は な い に せ よ “ ま ず ま ず ” の スケ ジ 
ュー ル を 生成 する けれ ども ゃ , 平均 流れ 時 間 を 最小 に する た め の 規 律 と し て は あ 
り 得 る 最悪 の も の と な る . 後者 の た め に は SPT が 最善 で ある けれ ども , 特に 
実行 時 間 に 大 き な ば ら つ き が ある 場合 に , スケ ジュ ー ル 長 を 最短 に すべ く 直 和 観 
に 頼っ て LPT を 用 いた が る 傾向 か ある の で ある . 


演 泊 問 題 


3.1 グラ フ @ 内 の 7 の レベ ル を (7) と 表す . @C は 3.2 節 の アル ゴリ ズム 
に よっ て ラベ ル 付 けさ れ て いる と 仮定 する . @ 内 の 任意 の 二 つ の タス クア 
と 7 に 対し て , ん (7) > (7) な ら ば oe(7) > gz(7)) で ある と と を 証明 
せよ . 


3.2 3.2 節 の プロ セッ サ 2 台 の 問題 を 考え る . 次 の 性 質 を 持つ 別 の ラベ ル 付 け 
アル ゴリ ズム が ある と 仮定 する . 7 と 7" は ラベル 付 き グ ラフ @ の 任意 
の 二 つ の タス ク で ある と する . この と き |S(7)|1 > IS(721 な ら ば g( の 7) 
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> eg(7) が 成り 立つ . 上 記 の 性 質 を 持つ ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム は 最適 で 
な いこ と を 示す グラ フ を を 見 つけ よ . 

3.3 問題 3.2 に 述べ られ た 性 質 の 代り に 次 の 性 質 を 持つ 新しい ラ ベル 付け ア 
ル ゴ リ ズム を 考え よう . の (7) は 7 の 全て の 後続 メス ク の 集合 を 表す も の 
と する . この と き , ラベ ル 付 き グ ラフ の 任意 の タス ク の 対 7 に 対し 
て | の (7)| > 1 の (7 1 で ある な ら ば oc( の 7) > g(7) が 成り 立つ . 図 P3.3 
の グラ フ は , その よう な ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム の 最適 性 に 対す る 反 例 を 
与え て いる こと を 示せ . 


図 P3.3 


3.4 3.2 節 の プロ セッ サ 2 台 の 問題 に 対す る 次 の よう な も っ と 単純 な アル ゴ 
リズ ム を 考え る . プロ セッ サ が 空い た と き , 次 に 割当 て られ る タス ク は 必 
ず 下 記 の 条件 を 満た す 未 実行 タス ク の 一 つ で ある . 
1. 最高 位 の レベ ル に あり , か つ , 
2. その 後続 タメ スク の 集合 は 他 の 任意 の 未 実行 タメ スク の 後続 タス ク の 集合 


に 真 に は 含ま れ て いな い . 
互角 の も の の 順番 を 決め る た め に 任意 の 規則 を 想定 し て 良い . 図 P3.4 の 


図 P3.4 
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グラ フ は , 上 記 の アル ゴリ ズム が 必ず し ゃ 最短 スケ ジュ ェ ュー ル を 生成 する と 
は 限ら ちら な いと いら こと を 示し て いる . こと の こと を 確か め よ . 


3.5 与え られ た グラ フ に 対す る 2- プ ロ セ ッ サ の ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム の 実 
行 を 考え る . S(7) 内 の タス ク の ラベ ル 付 けが S(72) 内 の タス ク の ラベ ル 
付け より 前 に 完了 する な ら ば eg(7) こく g(7) で ある こと と を 示せ . この 人 性質 
は アル ゴリ ズム の 次 の よう な 簡単 化 を 可能 に する . ある 時 点 で ラベ ル 付 け 
可能 で ある の に 未だ ラベ ル の 付い て いな い タ スク の 集合 を ひで 表す . す 
な わ ち , 全て の 7 三 ひび ひ に 対し て S(7) 内 の あら ゆる タス ク は ラベ ル 付 け 
され て いる . ひ に 属す る タス ク 間 に , 減少 列 (7) (7 と の) に よる ( 半 )! 
順序 を 導入 し , これ に 従っ て ラベ ル 付 け を 行う こと が で きる . ひ の 全 て 
の タス ク が ラベ ル 付 けさ れ て し まう 前 に . ひび の タ スク の いか な る 先行 者 
も ゎ ゃ 取り上げ る 必要 は な い . ひ 内 の すべ て の タス ク が ラベ ル 付 けさ れ た 後 
で , 新しい 集合 0/ が 定義 され る . この 過程 は 全て の タス ク が ラベ ル 付 け 
され て し まう まで 繰 返 さ れる . 


3.6 適当 な 代表 と し て の グラ フ の クラ ス を 選び , この クラ ス に 対し て は , 実行 
時 間 が タス ク 数 (2) の 2 乗 に 比例 する よう な 2- プ ロ セ ッ サ の ラベ ル 付 け ア 
ル ゴ リ ズム を 詳細 に 示せ . とこ の アル ゴリ ズム は , 半 順 序 が 定義 され る た め 
に は 高々 2/4 まで の 枝 し か 持ち 得 な い (問題 2.9 より ) と いら 意味 で , 2- 
プロ セッ サ の スケ ジュ ー リ ング 問題 の 複雑 さ の 下界 を 提示 し て いる こと に 
注意 し ょ う . 


3.7 任意 の 先行 ゲ アラ フ で と (>1) 台 の プロ セッ サ を 考え , ぐ を に 対す る 
ーー つの スケ ジュ ー ル と する . ぐ 『* を ぐ の 逆 (reverse) ス ケ ジ ュ ー ル と 定義 
する . すなわち , の 完了 時 点 が ぐ * の 開始 時 点 で あり , ぐ * 内 の タス ク の 
系 列 は , を 右 か ら 左 に 読む こと に よっ て 作ら れる . @ の 全て の 先行 制 
約 ( 枝 の 向き ) を 逆 に し て 得 ら れる グラ フ を G『 で 表す . すなわち , G に 対 
する 半 順 序 で の 攻 < 軌 は, GY に 対す る 半 順 序 で は 7 く 旬 と な る . S 
が G に 対す る 最短 スケ ジュ ー ル で ある と き , し か も その と きのみ ぐ Y も 
G『 に 対し て 最短 で ある と と を 証明 せよ . 


3.8 任意 の メス ク ・ シ ステ ム の 各 タ スク に その レベ ル を ラベ ル と し て 付け る 
アル ゴリ ズム を 設計 せよ . (8.6 節 で 与え た 一 般 化 され た レベ ル の 定義 を 使 


† 訳注 7,7' 三 びに 対し , 8(7) = S(7) な ら ば W(7) ニ W(7) で あり , 7 と 7 の 問 に は 順 
序 関係 は な ない. し た が っ て , この 場合 , ひ は ( 全 ) 順序 集合 と は な ら な い . 
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用 せよ .) 

この アル ゴリ ズム は , プロ セッ サ の 台数 が 無制限 の と き の タ スク ・ シ ステ 
ム の スケ ジュ ー リ ング に 関係 の ある いわ ゆる 臨界 径 路 解析 (critieal route 
analysis) [15] と 密接 な 関連 か が あ る. ある タス ク の 実行 時 間 を 与え られ た 
量 だ け 増 や し た と き に その タス ク ・ シ ステ ム の 最短 実行 時 間 も そ れ と 同じ 
量 だ け 増 える な ら ば , その タス ク は 了 臨界 的 で ある と いう と と に し よう . プ 
ロ セ ッ サ 数 に 制限 が な けれ ば 最長 の 道 は 全て 了 臨界 径 路 で ある . こと これら の 道 
上 の あら ゆる タス ク は 了 臨界 的 で あり , これ ら の 道 の 長 さ が 実 現 可能 な 最短 
スケ ジュ ー ル の 長 さ を 決定 する . 上 で 求め られ た ラベ ル 付 け ア ル ゴ リ ズム 
を , 与え られ た グラ フ 内 の 全て の 了 臨界 径 路 を 見 つけ る アル ゴリ ズム に 拡張 
せよ . 


3.9 次 の よう な グラ フ で お よび 対応 する タス ク の リス トル ん を 見 つけ る こと 
が 問題 で ある . すなわち , @G 万 か ら あ る タス ク 7( お よび こと の タス ク を 
項 と し て 含む 全て の 先行 関係 ) を 取 除 いて 得 ら れる 新しい グラ フ を で @, 対 
応 す る リス ト を アア と し よう . も と の で お よび ん に 対す る リス ト ・ ス ケ 
ジュ ー ル より も ゃ も で お よび アア に 対す る リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル の 方 が 長い 
よう な 例 を 見 出せ . (この 変則 と , 実行 時 間 を 減ら すこ と に よっ て 生ずる 
変則 と の 関係 に 注意 せよ . ) 


3.10 この 問題 で , 式 (3.5.1) が 可能 な 最良 の 上 界 で ある と と の 証明 が 完結 す 

る . ( 図 3.5-6 は , 優先 順位 リス ト の 変更 は (2 一 1/7) 倍 まで の スケ ジュ ー 
ル 長 の 変化 を 生じ させ 得る と と を 示し て いる .) 

a. 実行 時 間 を 減ら す と (2 一 1/7) 倍 に いく ら で も 近い 値 に スケ ジュ ー ル 
長 を 変化 させ 得る こと を 示す た め に 図 8.6-6 を 使用 せよ . 変更 後 の 値 と 
し て , 図 3.6-6 で 与え られ て いる {<z 沢 を 用 い , も と の 値 と し て は r, = 
2 (1 <?7 ぐ く 7) と て: ティ な (722 2? く 8) を 用 いよ . 

p。 ゲ 三 75 2 に 7xa-nfa。 で ビー 【(25. 5)。 (2 5 、。。。 (5 
7&w-n+0 す か つ , 


e (? 三 }) 
sz 三 (1 2 く <?2 く が (一 1) 十 ]) 
722 (? 三 (一 1) 土 ②⑫) 
で ある よう な タス クシ ステ ム C=(, <) を 考え ん えよ. リス ト ア = 
(7 aw-D 2) を 用 いる と と に より , も し も ぐ 内 の 全て の 先 
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行 関係 が 取 除 か れ た な ら ば リス トス ケ ジ ュ ー ル の 長 さ は ②⑫②ー1/w) 倍 に 
いく ら で も 近い 値 に 増 力 する こと を 示せ . 

. 図 P3.10 に 示し た グラ フ に お いて , み 三 722 一 2 士 み 士 2 か つ 
2 > ンー1 と する . また , 実行 時 間 は 次 の よう に 与え られ る と 仮定 す 
の 。 


<) 


e (1 く <? く % 十 1) 
rg 三 (1 (7 十 2<2 く 7277 一 22 十 22 十 せ ) 
272 (2? 三 7222 一 7 士 72 十 ②) 
プロ セッ サ 数 が の と き と %/ の と き の ス ケ ジ ュ ー ル 長 の 比 は , 式 
(3.5.1) に いく ら で も 近づけ る こと が で きる と いう こと を 証明 せよ . 


7 一 一 ーー テーーーーーーーー 7 


7 三 7277 一 7 の 7 十 77 寺 2 


図 P3.10 


3.11 (納品 時 に よる 順序 づけ [2]). 単 二 プロ セッ サ 上 で スケ ジュ ー ル され る 
べき , 実行 時 間 が {czjJ た 」 で ある z 個 の 独立 な タス ク の 集合 を 考え る . (も 
し 可能 な ら ば ) タ スク の が 丁度 終了 する べき 時 刻 で ある と 解釈 され る 旭 
の 納品 時 (due date) を 規定 する 正 数 を (1 <? く %) と し よう . 任意 に 与 
えら れ だ た スケ ジュ ー ル に 対し て 人 7: の 完了 時 刻 を な で 表す と き , (一 の ) 
を の の 遅延 (lateness) と いい , max{ な 一 @:, 01 を その 遅刻 (tardiness) と 
いう . 納品 時 の 非 減少 順に 従っ て タス ク を 順序 づけ る とこ と に より , 最大 の 
タス ク 遅 延 お よび 最大 の タス ク 遅 刻 は 最小 化 さ れる こと を 証明 せよ . す な 
わ ち , ? 番目 に スケ ジュ ー ル され た タス ク の 納品 時 を [2?] で 表す と , 9 [11 
く g[2] <… <g[x] で ある と と が 遅延 と 遅刻 の 今 述べ た 性 質 の 成立 を 保 
証する . (定理 3.9 の 証明 で 描い た よう な "交換 “ の 論法 を 用 いよ ょ .) さ ら 
に , SPT に よる 順序 づけ が 遅延 の 平均 を 最小 に する こと を 確か め よ . 


3.12 単 一 プロ セッ サ と 問題 3.11 で 与え られ た 定義 を 考え る . スケ ジュ ー ル 
S 内 の 任意 の 時 点 #( に お いて , 急 , の 獲 予 時 間 (slack time) を (@⑦: 一 r: 一 の 
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で 定義 むす る. 直観 的 に は , 任意 に 与え られ た 決断 の 瞬間 に お いて , それ ぞ 
れ の 納品 時 に 問 に 合わ せる た め に は 猫 予 時 間 が 最小 の 未 実行 々 スク を 次 に 
スケ ジュ ー ル する こと が 最も 差 迫 っ て いる よう に 思わ れる . 7 は 猫 予 時 間 
の 相対 的 な 関係 に は 影響 し な いか ら , 最小 の 猫 予 時 間 と いう 基準 を 全体 の 
スケ ジュ ー ル に 適用 する と と は , 次 の 性 質 を 持っ た 順序 づけ を 意味 し て い 
る . 


@[1] 一 < く g[2] 一 zI21 く … Sg[] 一 rj 


と の よう な 順序 づけ は , 最小 の タス ク 遅 延 お よび 最小 の タス ク 遅 刻 を 最大 
に し て し まう ら と いう ら ( い くら か 期待 外れ の ) 結 果 に な る こと を 証明 せよ . 
(問題 8.11 の 証明 と 平行 し て 行え ば 証明 し 易い . ) 


3.13 納品 時 と 実行 時 間 が 下記 の よう な 四 つ の タス ク の 例 を 考え る . 


の : 1.2.4.6 
て の 。 4 8, 中 


平均 遅刻 が 最小 に な る 単 二 プロ セッ サ の スケ ジュ ー ル を 示し , それ が 
SPT, 納品 時 順 , 猫 予 時 間 順 の いずれ の 順序 づけ に も 対応 し な いこ と を 
確か め よ . 


3.14 実行 時 間 を 基準 に する だ け で な く , それ と は 独立 な ある 優先 度 も 基準 に 
し て タス ク を 差別 する た め に , 次 式 で 与え られ る 重み つき 流れ 時 間 の 平均 
が 最小 に な る よう に ? 個 の タス ク を スケ ジュ ー ル し た い . 


ここ で な は 完了 時 刻 を 表し , 重み gc: は 相対 的 な 重要 度 を 示す よう に 規定 
され て いる . こと の と き , 


で ある よう ら な スケ ジュ ー ル は と この 重み つき 流れ 時 間 の 平均 を 最小 に する こ 
と を 示せ . また だ た, 重み つき の 遅延 の 平均 も 最小 に な る こと を 確か め よ . 


3.15 4 個 の メス ク か ら な る 連鎖 2 本 を 次 の よう に 定義 する . 
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(91 4 1 1 4 
C5 1 4 4 昌 


3.7 節 で 述べ た よう な 4- プ ロ セ ッ サ の フロ ー・ シ ョ ッ プ ・ シ ステ ュ ムー 一 
すなわち , 夕 , は プロ セッ サ 7 で 処理 され な けれ ば な ら な い だ け で な く , 
7 が 完了 する まで は 実行 を 開始 で き な い 一 一 を 仮定 する . 最適 の フ 
ロー・ シ ョ ッ プ ・ ス ケ ジ ュ ー ル の 集合 に は いつ も 順序 保存 型 の スケ ジュ ー 
ル , すなわち , プロ セッ サ 上 の 連鎖 の 系 列 は 全て 等 し いと いう スケ ジュ ー 
ル ( 補 題 3.4 参照 ) が 含ま れ て いる と いら 言明 に 対す る 反 例 を 与え る た め 
に , 上 記 で 与え た 2 本 の 連鎖 を 用 いよ . 


3.16 式 (3.6.2) で 与え られ て いる 横取り 権 な し に 対す る 横取り 権 あ り の スケ 
ジュ ー ル の 改善 度 の 上 界 は , 横取り 権 の な か い ス ケ ジ ュ ェ ュー ル に お いて タス ク 
が 実行 可能 で ある と き で も プロ セッ サ を 遊ば せ て お いて も よい と し た と き 
に は , 最良 の 上 界 に は な ら な い . (明らか に , 任意 の 時 点 で 全 プ ロ セ ッ サ 
が 空い て いる と いう 場合 は 考え な く て よい .) この よう に 制約 が より 少な 
い 環 境 の 下 で は , 図 3.6-6 の 横取り 権 な し スケ ジュ ー ル より ゃ か な り 良 い 
横取り 権 の な いい スケジュール を 見 つけ る こと が で きる こと に 注意 し ょ う . 
この よう な より 一 般 的 な 場合 に は , 任意 の タス ク ・ シ ステ ム に 対し て 次 式 
が 成立 する こと を 証明 したい. 


P1 生 . gg 


7 


CE ご 


た だ し , 婦 お よび な ちな は, それ ぞ れ , 最適 の 横取り 権 な し お よび 横取り 権 
あり の スケ ジュ ー ル の 長 さ を 表し , また , 7 三 2 で ある と する . まず , 
2- タ スク ・ シ ステ ム に 対す る 妃 と それ が 必要 と する 全 実 行 時 間 な = 
2 を jr: と の 大 き さ の 関係 に 着目 する こと か ら 議 論 を 始め よう . 明らか 
に 。 な と 信 の な ら ば 。 か ち /2 で ある か ら (P1) の 結果 を 得る く 


Ay の と きも (P1) が 成り 立つ と と の 証明 が 残さ れ て いる 。 7 を 全 洒 時 
間 と する と が = テ ( な 十 の ) で ある か ら , な く 今 な ら ば か > 2 で 
ある こと と が 分 る . 
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さら に , 次 の よう に 議論 を 進め よう . 

a. 与え られ た グラ フ で の 横取り 権 な し スケ ジュ ー ル に よっ て , で の 連鎖 
C に 与え られ た 並行 性 (concurrency) を , 一 方 の プロ モッ サ が で C の 
タス ク 上 で 動作 中 で あり し か も 他方 の プロ セッ サ も 動作 中 で ある 期間 の 
合計 時 間 と し て 定義 し よう . 任意 の 連鎖 C に 与え 得る 並行 性 の 最大 は , 
C の どの よう な 横取り 権 な し スケ ジュ ー ル に 対し て も /2 より 大 きく 
な いこ と を 示せ . 

b. 補題 3.3 を 使っ て , a. の 一 つの 結果 と し て 次 式 が 成り 立つ こと を 証 
明 せ よ . 


ァ な > かー 


た だ し , な は で の 最適 な 横取り 権 あ り ス ケ ジ ュ ー ル の 空き 時 間 で ある . 
この 不等式 か ら (簡単 な 代数 演算 に よっ て ) (P1) が 得 ら れる こと と を 証明 
する と と が まだ 残っ て いる . ( 図 3.6-1 は , と の 上 界 が 可能 な 最良 の も 
の で ある こと を 示し て いる .) 


3.17 問題 3.16 に お ける 一 般 的 な 接近 法 と 補題 8.3 を 用 い , 任意 の プロ セッ 
サ 数 に 対し て 次 式 が 成り 立つ こと を 証明 せよ . 


3.18 3.7 節 に ある Johnson の 2- プ ロ セ モッ サ ・ フ ロー・ シ ョ ッ プ 問題 を 一 般 
化し ょ うら. 二 種 類 あ る プロ セッ サ は それ ぞ れ 2 台 以 上 ある と 仮定 する . 詳 
し く 言 えば , 第 1 段 の 実行 が な され る べき 相 等 し い 4 型 プ ロビ セッ サ が 
台 , 第 2 段 の 実行 が な され る べき 相 等 し い 型 プ ビ セッ サ が 7xs 台 あ る 
と 仮定 する . 各 タ スク ・ シ ステ ム は , 実行 が 2 段階 で 行わ れる と と に 対応 
し て 丁度 二 つ の タス ク か ら 成 る 1 本 の 連鎖 に な っ て いる . タス ク ・ シ ステ 
ム C, を , 二 つ の タス ク す な わ ち 4 型 タ スク お よび 万 型 タス ク の 実行 時 
間 の 対 (4, :) で 表す . 

Shen と Chen[17] は , 次 の 簡単 な スケ ジュ ー リ ング ・ ア ル ゴ リ ズム は や 
や 能率 が 良い こと を 示し た . 4 十 万 : > 4 十 万 , か つ 4。 < 4, で ある と 
き し か も その と き に 限り Ci く C, に な る よう に , タス ク ・ シ ステ ム の 集合 
{Cj} に 先行 関係 ( 半 順 序 ) く を 導入 する . (互角 な も の に 対す る 先行 関係 の 
与え 方 に は どん な 規則 を 仮定 し て も よい .) この と き , 集合 {CJ は , < を 
満た す 任 意 の 順序 に 従っ て スケ ジュ ー ル され る . 通例 に 従っ て , プロ セッ 


77 ラ 


第 3 章 プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 決定 性 モデ ル 


サ は それ が 実行 する べき 型 の タス ク が 存在 する 限り , 稼動 し 続け る も の と 
する . 集合 {(1, 2), (1, 2), (2, 1), (2, 1), (2, 1) } は , 7 5 三 2 で あ 
る と き 上 記 で 与え られ た アル ゴリ ズム が 最適 で ある と いう 主張 に 対す る 反 
例 で ある と と を 示せ . (この 例 で は , < ぐ は {Oj} を 線型 に 順序 付け る こと と に 
注意 し よう .) 

関係 く は , スケ ジュ ー ル され る べき 集合 {Ci} を 線型 に 順序 付け て いる 
と 仮定 する . な は 上 記 の 規則 で 達成 され る 全 実 行 時 間 で ある と し , な 。i は 
達成 可能 な 最短 実行 時 間 を 表す . 3.4 節 の 方 法 を 使っ て , も し 万 型 プロ 
セッ サ 上 に 中 間 の 遊休 期間 か が か ない なら ば 次 式 が 成り 立つ こと を 証明 せよ . 


また , 最後 の (それ で スケ ジュ ー ル が 完了 する ) 太 型 タ メス ク が それ に 対応 す 
る 4 型 タ メス ク の 終了 直後 に 開始 する な ら ば , 次 式 が 成り 立つ こと も 証明 
せよ . 


(後者 の 場合 は 4 型 プ ロ セ ッ サ が 混雑 し て いる こと を 想定 し て いる が , 前 
者 の 場合 は 型 プ ロビ セッ サ 上 の 混雑 を 想定 し て いる .) 


3.19 実行 時 間 が 短く な っ た の に スケ ジュ ー ル 長 が 長く な り 得 る と いっ た 変則 
を 生じ させ な いよ うな 方 法 で , 横取り 機能 を リス ト ・ ス ケ ジ ュ ー ル に 含ま 
せる 人 科 単 な 技法 を 考案 せよ [11]. 横取り は 動 的 に も 静 的 に も 含ま せ 得 る こ 
と に 注意 せよ . 後者 の 場合 , たとえば, 全て の タス ク は 予め 一連 の 小さ な 
同じ 大 き さ の 副 タ スク に 分割 され て いて も よかっ た の で ある . その と き に 
は , これ ら の タ スク は 横取り 権 な し で 実行 され る . この 種 の 静 的 横取り 
で は 上 記 の 変則 を 除去 する の に 十分 で は な いと と が 証明 され る . 


3.20 与え られ た 独立 な タス ク の 集合 に 対し , な ssr お よび な pr は それ ぞ れ 2?x 
プロ セッ サ 上 で の 8SPT, LPT スケ ジュ ー ル の 長 さ と する . この と き 次 式 
が 成り 立つ こと お よび それ ら が 可能 な 最良 の 上 ・ 下 界 で ある こと と を 証明 せ 
よ . (定理 8.4 を 使う と よい .) 


1<-err と ゥ ユエ 
pr 72 
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3.21 (3.3 節 で 定義 る され て いる よう な ) 木 の 集合 を 考え る . 部 分 連鎖 で は な く 


10. 


上 了 


12, 


部 分 木 の 節 点 の 実行 時 間 の 正規 化 さ れ た 総和 を 考え る と いう 自然 な 方 法 
に より , アル ゴリ ズム D を 拡張 せよ . と の 新しい アル ゴリ ズム を 詳細 に 
記述 し た 後 で 、 この アル ゴリ ズム が 木 の 集合 に 対し て 生成 する 系 列 は 平均 
流れ 時 間 を 最小 に する と と を 証明 せよ [18]. 
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計算 機 に お ける 順序 付け 
問題 の 確率 モデ ル 


4.1 は じ め に 


4.1.1 基本 定義 

計算 機 操作 の 確率 モデ ル に よる 解析 は , オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 予備 
的 な 研究 に と っ て 役に立つ 技法 と な っ て いる . 数 学 的 な 接近 法 と し て , 確率 モ 
デル は , 一 般 に , 決定 性 モデ ル よ り も さら に 現実 的 で ある . な ぜ な ら ば , そう 
し た モデ ル に よっ て , 計算 機 利 用 者 か ら 発 せら れる 不 規則 で 予想 し 難い 要求 が 
表現 可能 に な る か ら で あ る . これ ら の 要求 は し . オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム が 
補助 記憶 並び に 主 記憶 装置 , 諸 ブ プロ セッ サ , 入出 力 諸 装置 , お よび 諸 シ ステ ム 
・ ル ー チ ン 用 に 形成 し か つ 制 御 す る 多数 の 待ち 行列 か ら 構 成 さ れ て いる 構造 体 
の どこ と か に (待ち 行列 へ の 到着 者 と し て ) 組み込ま れる か ら , この 意味 で , 確率 
モデ ル を 用 いて 動 的 スケ ジュ ー リ ング の 諸 技 法 の 特性 を 研究 し よう と する な ら 
ば , モデ ル を 待ち 行列 シス テム の 形 で 定式 化し な けれ ば な ら な いと いら こと 
に な る . 

本 章 で は , プロ セッ サ 待 ち 行 列 の スケ ジュ ー リ ング に 注意 を 集中 し , それ 以 
外 の 待ち 行列 活動 は 一 般 的 に 設定 され る 実行 諸 条 件 に 含ま れ て いる と いう 巨視 
的 な 見 方 を 取る . (第 5 章 で は 入出 力 待ち 行列 に 関す る 諸 問 題 が 取扱 われ る .) 本 
章 の 目的 は , それ ら の 実行 諸 条 件 に 関し 知ら れ て いる と 仮定 され る 情報 を 利用 
し て シス テム 性能 を 向上 させ る タイ ムシ ェアリング ・ ア ル ゴ リ ズム お よび ある 
種 の バッ チ 処 理 ア ル ゴ リ ズム を 研究 する こと と に ある . この よう な 研究 は , モデ 
ル を 数 学 的 に 扱い や すく し て お くだ た め に 理想 化し た り 単 純化 し た りす る 仮定 を 
設け な けれ ば な ら な い に も か か わら ず , 新しい 順序 付け アル ゴリ ズム の 特性 を 
洞 宗 する 助け と な り 得 る . これ ら の 数 学 的 モデ ル は シミ ュ レ ーション 研究 の 妥 
当 性 の 確認 を 助け る た め に ゃ 定式 化 さ れる で あろ うし , また ある 場合 に は 実在 
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シス テム の 人 性能 の 直接 の 尺度 ある い は 予測 を 得る た め に 一 一 これ また モデ ル 化 
の 過程 で 単純 化 の 必要 性 が 見 出さ れる に も か か わら ず 一 一 使用 する こと と も で き 
よう . 本 節 の 残り の 部 分 は 。 プロ セッ サ ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の モデ ル 化 に 的 を 
絞っ て 適当 に 特殊 化 さ れ た 数 学 的 な 待ち 行列 シス テム を 特徴 付け する の に 当て る 
こと に する . 待ち 行列 理論 の ここ で の 取扱 い 方 は 入門 的 で あり , よく 引用 され 
る 諸 文 献 [1 一 81 に 見 られ る も の で ある . 

図 4.1-1 に 示さ れる よう に , 待ち 行列 シス テム の 主 な 構成 要素 に は , 扱い 者 
(サー バ , server), 滞留 する 客 を 収容 する 待合 室 あ る い は 記憶 領域 で で き て いる 
待ち 行列 (queue), お よび シス テム の 利用 者 また は 客 の 集団 で ある 入力 源 (Sour- 
ce) の 三 者 が ある . 計算 機 へ の 適用 で は , 扱い 者 は , 通常 , 1 個 あ る い は も っ と 
多く の プロ セッ サ か ら 成 っ て いる . 待ち 合わ せ 設 備 と し て は , 入出 力 装置 , 補 
助 記憶 あるいは 主 記憶 領域 が ある . 客 と し て は , た と えば 磁気 テー プ 上 に 一 
括 し て 集め られ た ジョ ブ , ある い は 計算 機 シ ステ ム に オン ライ ン 結 合 し て いる 
利用 者 か ら 発 せら れる 様々 な 型 の サー ビス 要求 (service request) が ある . 本 電 
を 通じ て , サー バ / プ ロ セ ッ サ , サー ビス / 実 行 (execution) / 操 作 (operation), ま 
た 到着 者 (到着 , arrival)/ ジ ョ ブ プ と いう 用 語 が , 同じ 語 の 不快 な 反復 使用 を 最小 
に する た め に も , 適宜 置き 換え て 使用 され る . 利用 者 と (サナ サービス) 要求 と いう 
用 語 は , タイ ムシ ェアリング の 議論 に お いて 適切 で ある よう な 場合 に 用 いら れ 
志 あら 

待ち 行列 シス テム の 確率 モデ ル を 数 学 的 に 記述 する に は , 引き 続く 到着 の 間 
の 時 間 ( 到 着 時 間 間 隔 と いう ) と ジョ ブ の 走行 時 間 ( す な わ ち , サー ビス 時 間 ) を 
記述 する 確率 分 布 関数 を それ ぞ れ 指定 し , さら に 待ち 行列 の 規律 (queueing 
diseiplhne) を 指定 する こと が 必要 で ある . 待ち 行列 の 規律 また は サー ビス 規律 
(service discipline) と いう 言葉 で , 簡潔 に , ジ 。 プ が 実行 され る 順序 (sequence) 
と 一 つの ジョ ブ が サー ビス の た め に 選び 出さ れる 度 に それ に どれ だ け の 実行 時 
間 を 割当 て る か を 決定 する (オペ レー ティ ング ・ シ ステ ュ 中 に 組み 込ま れ て い 
る ) 規 則 あ る い は 手続 き を 表す . 

到着 時 間 間 隔 と サー ビス 時 間 は 統計 的 に 互い に 独立 で ある と いう こと が 一 貫 


サー ビス 設備 


待ち 行列 


7 まだ は 記 憶 設備 


図 4.1-1 待ち 行列 シス テム 
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し て 仮定 され る . また , 4.3 節 を 除い て , 引き 続く 到着 時 間 間隔 と 引き 続く 到 
着 者 へ の サー ビス 時 間 の どちら に つい て も , 各々 が 独立 で ある と と を 仮定 す 
る . 到着 時 間 間 隔 と サー ビス 時 間 に 対応 す る 確率 変数 を それ ぞ れ 7 と S で 表 
す . 到着 時 間 間 隔 と サー ビス 時 間 の 分 布 関数 に 対し て , それ ぞ れ 記号 4(?) = 
Pr[7 <], p(?) = Pr[S < z] を 使用 する . 確率 変数 7 と ぐ は 離 散 的 で あっ 
て も よい し , また 連続 的 で あっ て も よい . 後者 の 場合 に は , 対応 する 密度 関数 
(存在 する と き ) を 示す の に 小文字 を 使用 する . た と えば , げ (②?) = 97(?) /gZ は 
分 布 関数 7(?) に 対応 する 密度 関数 を 表し て いる . 

本 章 で は , 密度 関数 の 存在 を は と ん と 常に 仮定 する に も か か わら ず , 一 般 に , 
分 布 関数 ア (?) を 持つ 非負 の 確率 変数 の ? 次 モー メン ト を 


BCr り =/ ー タ げ (の de 
と 表現 する より も むし ろ ス チル チェ ス 積 分 
BE(X り =) 3 幸 馬 練 。 刀 も 中 
を 用 いて 表現 する の を 普通 と する . より 一 層 一 般 の 分 布 へ の 適用 可能 性 を 別に 
し て も , そらす る と と に よっ て 表記 上 の 経済 性 と 確率 変数 の 記述 を 分 布 関数 に 
限定 で きる と いう 利点 が 生じ る か ら で あ る 、。 
4.1.2 到着 過程 


解析 する 全て の モデ ル を 通じ て 4(?) は 次 式 で 与え られ る ( 負 の ) 指 数 分 布 で 
ある こと が 仮定 され る . 


(4.1.1) 4(>) ニ エ キーe-7 (と 0) 
対応 する 容 度 関数 は 
(4.1.2) g(?) 三 4e 7" (と 0) 


で ある . 最初 の 二 つ の モー メン ト を 計算 する と 次 の 結果 を 得る . 


⑬.1.3) EE(7) = た 


(4.1.4) E(7② = 
7Z の 


第 4 章 計算 機 に お ける 順序 付け 問題 の 確率 モデ ル 
これ か ら 分 散 は 次 式 の よう に な る と と が 分 る . 


(4.1.5) Var(7) = = 


後に な る と , 指数 分 布 の パラ メー タ が シス テ ュ 状 態 の 関数 と な る 到着 過程 を 考 
察する こと と に な る . し か し な が ら , 今 は , 2 が シス テム 状態 に 独立 で ある と 仮 
定 し よう . 独立 か つ 指 数 分 布 に こし た が う 到 着 時 間 間 隔 の 仮定 は 待ち 行列 理論 の 
恐らく 唯一 の 最も 特徴 的 な 仮定 で ある . そこ で , 時 間 を か け て その 性質 を も っ 
と 詳細 に 調べ る こと に する 。. 

まず , 指数 分 布 の いわ ゆる 無 記 憶 性 (memoryless property) また は マル コ 
フ 性 (Markov property) に つい て 調べ よう . それ は この 仮定 の 核心 的 な 重要 
性 を 納得 させ る 性 質 で ある . ある 事象 が 起こ る の を 待ち 始め る 時 点 で , 待ち 時 
間 の 分 布 が 式 (4.1.1) に お ける よう に パラ メー タ 4 を 持つ 指数 分 布 で ある こと 
が 分 っ て いる と 仮定 し よう . 今 , 時 間 単 位 の 間 待 っ た 後 で , その 事象 が 起こ 
る まで さら に 待た な けれ ば な ら な い 残 り の 時 間 を 支配 する 分 布 関数 台 ,(?) が 知 
り た いと する . 値 が 全 待 ち 時 間 を 表す 確率 変数 を 7 と 書く と , 次 式 が 成り 立 
2 


SS 
WO まあ っ コル イキ ゴ オルト ゴ に た うさ と 


式 (4.1.1) を 用 いる と 


は る 
7 
/ と (7/// @ サ [1 一 e-] 


學 ,(?) 三 一 ぉ ーーーー デー = 
WM 2e~? の の 


これ か ら 

(4.1.6) 如 (>) ニモ 1 キーe ツ 

こら し て , 克 ,(>) は 7 に 独立 で あっ て 元 の 待ち 時 間 分 布 に 等 し いと いら 結果 が 
得 ら れる !. 明らか に , シス テム は 時 間 の 経過 と と も に 『 歳 ′ を 取ら な い の で あ 


る . 
無 記 憶 性 は , 到着 過程 の 言葉 で 述べ られ る 次 の 問題 に お いて も 示さ れる . 到 


† 指数 分 布 は この 無 記 憶 性 を 持つ 唯一 の 連続 分 布 で や る こと も それ ほど の 困難 も な く 示 し 得る . 
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着 は , 到着 時 間 間隔 が 独立 で あっ て 共通 の 分 布 関数 (4.1.1) を 持つ 過程 に 従っ 
て 起こ る と し よ ょ よう. 任意 で は ある が 固定 し た # > 0 か ら 次 の 到着 まで の 時 間 の 
分 布 は どの よう な も の に な る で あろ うら か. 今度 も , こと の 分 布 は 7 に 無関係 で 
あっ て 式 (4.1.1) で 与え られ る . この 結果 は , 後に , 事象 間 の 時 間 が 一 般 分 布 
を 持つ と いら 仮定 の 下 で 対応 する 結果 を 計算 する と き に 確か め ら れる . 要約 す 
る と , 指数 到着 時 間 間 隔 の 仮定 は , 新しい 到着 が ある まで その 後 待た な けれ ば 
な ら た な い 時 間 が それ まで に 既に 費やし た 待ち 時 間 の 長 さ に 統計 的 に 独立 で ある 
と いら と と を 意味 し て いる . 

指数 分 布 の 離散 的 同類 は 幾何 分 布 で ある . 例 と し て , 表 が 出る 確率 は ヵ , 裏 
が 出る 確率 は 1 一 の ゎ ヵ で ある 一 連 の 独立 な 硬貨 授 げ (ベル ヌー イ 試 行 ) を 考え よ 
うら . 硬貨 の どの 一 投 か ら 開始 し て も 裏 が 出る まで に 連続 し て 表 が 出る 回 数 
の 分 布 は 幾何 分 布 


Pr[IVW= 包 = ニ (1 一 の の の" (% ヶ 0,1. …) 


で あっ て , 前 回 いつ 裏 が 出 た か に は 無関係 で ある . これ は , 任意 に 与え られ た 
一 投げ で 裏 が 出る 確率 は 1 一 の ゎ る で あり , その 前 に 行わ れ た 一 投げ の 結果 に は 
無関係 で ある と いう 人 性質 か ら 来 て いる . こう し て , 到着 時 間 間 隔 が 独立 で 何 
分 布 する 離散 時 間 事 象 ( 到 着 ) に お ける 無 記 憶 性 が 得 ら れる . と の よう な 到着 は 
いわ ゆる ベル ヌー イ 到 着 過程 (Bernoulli arrival process) を 構成 する . 

連続 時 間 で 定義 し た 上 述 の 到着 過程 は , 4 を 簡便 に 到着 率 (arrival rate) と 
呼ん を で いる よく 知ら れ た ポア ソン 過程 (Poisson process) で ある . さて , こと で 
ポア ソン 過程 の も ゎ う 一 つの 定義 を 与え て それ が 到着 時 間 間 隔 に 対す る 指数 分 布 
を 導く と と を 示 そ う . o(A の は A# より 小さ い 位 数 を 持つ 任意 の 量 を 表す も の と 
する . どん な 微小 時 間 A7 に 対し て も 区 間 (4 7 十 A) 内 に 到着 の な い 確 率 が 1 
ー4AZ 十 o の (AD となり 到着 が 一 つ あ る 確率 が AZ 十 o(A) と な る よう な 定数 
が 存在 する と し ょ う . た だ し , 区 間 (. 7 十 A) 内 の 事象 は # に 統計 的 に 独立 で 
あり , また 重なり 合わ な い 他 の どん な 区 間 内 の 事象 に も 統計 的 に 独立 で ある と 
する . 上 記 の 性 質 を 満足 する 過程 が ポア ッ ツン 過程 で あり , 対応 する 到着 時 間 間 
隔 の 分 布 は 次 の よう に 計算 する こと と が で きる . 任意 の 時 刻 に 対し て , 次 の 到 
着 の 時 刻 z が 十 #7 を 過ぎ る 確率 を 4。( の ひで 表 そ う . すなわち , 4。( の は (6, 6 
十 の 内 に 到着 が な い 確 率 で ある . z ニャ ァ ー% と 置く と , 次 式 が 成り 立つ . 


4.6 十 A) Prlz> ぇ 填 Al 


ある い は 
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(4.1.7) 4。, 十 A) = Pr[z > Pr[Az 内 に 到着 が な い ] 
三 4.0⑦⑰ 1 一 4AZ 十 o(A/)] 


こと で 互い に 重複 し な い 区 間 に お ける 独立 事象 の 仮定 を 使用 し た . 式 (4.1.7) 
を 変形 し , A で 割り , o(A)) と 同位 の 項 を 無視 する と 

。 4。( 十 A) 一 4.⑦ 

m 一 ご ーーーー デ ーーーーーーーー ニー 


Ja Az 


ー44。( の 
し た が っ て , 
(4.1.8) 47/( の = テー44。( の 
境界 条件 4。(0) = 1 の 下 で は 式 (4.1.8) の 解 は 次 式 の 通り で ある . 
24。(⑧ 三 @ の ば 人 名 0 
これ は 明らか に 5 に 無関係 で あり 
4() = ニュ ユー44(0)= ニ 1 一 @“" >0) 


で ある . 以上 は , 到着 時 間 間 隔 の 指数 分 布 が ポア ッ ン 過程 を 定義 する 前 述 の 性 
質 か ら 導 か れる こと と を 示し て いる . 

最後 に , 時 間 間隔 7 内 に ? 個 の ポア ッ ン 到着 が ある 確率 を 指定 する 離散 的 
確率 塊 関数 (pmf, probability mass function) 刻 (0⑦ (? = 0, 1, 2, .……) を 決定 
する 方 法 を 簡単 に 示す . この 確率 は 区 間 が どの 時 点 か ら 始 まる か に 無関係 で あ 
る と いう 事実 を 直接 に 利用 する . 7 = 7xA7 と 置き , 互い に 重複 し な い 区 間 の 統 
計 的 独立 性 を 使い さら に 長 さ AZ の zz 個 の 区 間 の うち ? 個 に 一 つ ず つ 到 着 が 
あり 残り の ww 一 ? 個 の 区 間 の それ ぞ れ に は 到着 が な い 確 率 を 計算 する . 下 に 
示す よう に 2 項 確率 の 極限 を 取る と こと に より 方) が 見 出さ れる . 


0 im ( > ) A+ oi ロー2A To(401"" (= を ) 


これ は 次 の よう に 整理 する こと が で きる . 


oi mh- 考 に 


772 >CO 


(4 
2 


HO 店 


† 訳注 連続 分 布 の 確率 密度 (probability density) に 対応 する 離散 分 布 の 用 語 が 確率 塊 (prob- 
ability mass) で ある . 
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これ か ら 次 式 を 得る . 


G.1.9) ヵ の = 


式 (4.1.99 は ポア ソン 分 布 (Poisson distribution) を 定義 する . 到着 時 間 間 隔 の 
分 布 は 4() = ニ 1 一 が (ひで 与え られ る と と に 注意 し よう . 式 (4.1.9) か ら 


1 一 4AZ 十 o(A) (2?=0) 
(4.1.10) 記 (A) =1{ 4AZ 十 o(A が の (? = ニ }) 
o(A) ⑬⑫>⑪) 


が 容易 に 確か め ら れ , こと の よう に ポア ソン 過程 に 対し て 与え た 定義 間 の 無 矛 盾 
性 が 示さ れる . 式 (4.1.9) の 平均 値 は 4 に な る こと が 容易 に 計算 され る . 別 の 
言い 方 を すれ ば , 時 間 間 隔 7 内 の 平均 到着 数 は (平均) 到着 率 X に 時 間 間隔 の 
長 さ を 掛け た も の で ある . ポア ッ ソン 分 布 の 2 次 モー メン ト は が (1 十 20 で 与え 
られ , と この こと か ら 分 散 は 平均 と 同じ く 2 で ある こと と に 気付 く . これ まで に 
示し た 人 性 質 に 基づく 理由 に より ポア ッ ソン 到着 は し ば し ば ラン ダム (random) 到 
着 と 呼ば れる . 

並列 ポア ソン 到着 過程 の 二 つ の 重要 な 性質 が 後 の 役 に 立つ . 図 4.1-2(a&) で 
は パラ メー タ な (2? 三 1. 2, .…, を 持つ 個 の 独立 な ポア ソン “流れ (stream)? 
の 合流 (confuence) また は 和 (sum) が 示さ れ て いる . 結果 の 過程 も また 到着 率 
メー ね れ 十 5 十 … 十 を 持つ ポア ソン 過程 と な る . 和 の 過程 に お いて 人 艇 小 な 
時 間 間 隔 AZ 内 に 到着 が ある 確率 は AZ 十 o(A) で あり また 到着 が な い 確率 は 
1 一 AZ 十 o(A) で ある と と に 気付 く と と が 容易 に この 結果 に 到 る 緒 口 と な る . 
定常 確率 分 布 [ziji-」 に 従う ポア ソン 過程 の 分 解 (decomposition) が 図 4.1-2 
(b) に 示さ れ て いる . 源流 (source) 過程 か ら 到着 が 生じ る 度 毎 に それ は 支流 
(branch) 過程 の 一 つ に 割当 て られ る . 到着 が ? 番目 の 支流 に 割当 て られ る 確率 
は zi(1 <? < で ある . 支流 過程 が それぞれ 到着 率 (1 <? <) を 持ち , 
し か も 互 に 独立 な ポア ソン 過程 と な る と と の 証明 は , 簡単 で ある か ら , 演習 問 
題 と し て 残し て お く . 


4.1.3 サー ビス 機構 

本 章 で 解析 され る モデ ル の 多く は 任意 の サー ビス 時 間 分 布 が 仮定 され る けれ 
ど ゃ も , 二 つ の 重要 な モデ ル で 指数 分 布 が 再び 特別 の 役割 を 演じ る . 特に , 後者 
の この 二 つ の モデ ル に と っ て 指数 分 布 の 持つ 無 記 憶 性 は 必要 不可 欠 で ある . そ 
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図 4.1-2 ポア ソン 過程 の 組合 せ 


れ と いう の も , シス テム を 観察 する た め に 選ん だ 時 点 で , 任意 に 与え られ た ジ 
ュ ブ が , それ まで に どれ だ け の 量 の サー ビス を 受け て いる か に か か わり な く , 
その 後 な お 必要 と する サー ビス の 量 ( す な わ ち , 時 間 ) の 分 布 関数 は 元 の 指数 分 
布 に 等 し いと 言明 する こと を この 人 性質 が 可能 な らし め る か ら で あ る 。. 

定義 6 し な けれ ば な ら な い 待 行列 シス テム の 第 三 の 要 素 は サー ビス 規律 
(service discipline) で ある . 初め に , 横取り 割込み 可 (preemptive) の 規律 と 
横取り 割込み 不可 (nonpreemptive) の 規律 を 区 別 し ょ よう . 横取り 割込み 不可 の 
規律 の 下 で は , ジョ ブ は , 一 度 実行 を 開始 し た な ら ば , 完了 する に 到 る まで 走 
行 し 続け な けれ ば な ら な い . これ に 対し , 横取り 割込み 可 の 規律 の 下 で は , 任 
意 の 時 点 で , 実行 中 の ジ 』 プ を 中 断 さ せ て プロ セッ サ 上 か ら 排 除 す る こと が で 
きる と 仮定 され る . 割 込 ま れ た ジョ ブ は 待ち 行列 また は 記憶 装置 内 に 戻さ れ , 
後 刻 , も う 一 度 サ ービス の 順番 が 回 っ て きた と き に , 再度 プロ セッ サ を 割当 て 
られ る . 横取り 割込み の 回 数 に つい て は 全く 制限 を 設け な い . 
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4.1 は じ め に 


サー ビス 規律 が 使用 する 情報 の 量 は 広範 囲 に 変化 し 得る が , 勿論 の こと , 利 
用 可能 と され る 情報 が 何で ある か に 依存 する . 計算 機 へ の 応用 に お いて 使用 さ 
れる 情報 は , 実行 時 間 . すでに 受取 っ た 実行 時 間 , 到着 時 刻 , 記憶 お よび 入出 
カカ に 関す る 諸 要 件 !, ジョ ブ の 重要 度 あ る い は 緊急 度 を 反映 する 優先 権 等 に つ 
いて あら か じ め 得 られ る 知識 と いう 形 を 取る . 本 書 で は , 下記 に 関す る 情報 を 
利用 する サー ビス 規律 に 範囲 を 限定 する . 


1. 到着 時 刻 た と えば , 普通 の 先着 順 (frst-in-first-out, FIFO) 規 則 は 単 
純 に 到着 の 順番 に 従っ て ジ 。 ブ を 実行 する . 

2. ジョ ブフ 実行 時 間 例 と し て は , 次 に 実行 する ジ 。 ブ は 現に 待っ て いる ジョ 
ブ の 中 で 実行 時 間 の 最も 短い も の と する と い 2 最短 処理 時 間 順 (shortest- 
processing-time, SPT) 規 則 が 挙げ られ る . 

3. 単純 優先 権 本 章 で 解析 され る この 基本 的 優先 権 モ デル は , シス テム 内 に 
ある ジ 。 プ が それ ぞ れ その 到着 時 点 に お いて (また は , その 時 点 以前 に ) 優 先 
権 ク ラス を 割当 て られ る と いら と と を 仮定 する . 優先 権 ク ラス の 集合 は 可算 
的 で ある と 仮定 され る . こと の よう な 優先 権 は , 記憶 領域 要求 条件 等 を 基 に し 
て ジョ ブ 間 に 格差 を 付け る の に 使用 する と と が で きる . し か し な が ら , 優先 
権 割 当て の 機構 に は あま り 深 入り し な いで あろ うら . な ぜ な ら ば , 第 一 に , 特 
定 の 施設 の 目的 と 制約 条件 に あま り に も 強く 依存 する か ら で あ る . 


上 に 述べ た 規律 は , 他 の いく つか の 規律 と 共に , 後 節 で も っ と 完全 に 定義 さ 
れる . 本 節 は , 計算 機 シ ステ ム に 対す る 待ち 行列 モデ ル の 通常 の 解析 で 追求 さ 
れる 人 性能 の 尺度 に つい て 人 科 単 に 論じ て 締め くく る と と に する . 


4.1.4 性 能 の 尺度 

通常 , 計算 され る べき 第 一 の そし て 最も 基本 的 な 性 能 ( ま た は 幅 較 ) の 尺度 は . 
時 間 の 関数 と し て 求め られ る シス テム (すなわち , サー バ と 待ち 行 列 ) 内 到着 者 
(ジュ ョ ブ ) 数 の 分 布 で ある . し か し な が ら , 興味 の 対象 と な る 多く の シス テム に 
対し て , と の 計算 の 複雑 さ は 大 変 な も の で あり , し か も 結果 は 解釈 を 与え る の 
が 困難 な 形 を 取り が ち で ある . そこ で , 普通 は , 定常 確率 分 布 を 算出 し , それ 
を 用 いて 長 時 間 走 行 (1ong-run) また は 定常 状態 に お ける 振舞 を 求め る と いっ た 
所 に 落着 く . 後者 の 結果 は , 一 般 に は る か に 単純 で あり , その 上 多く の 場合 
シス テム の 過渡 的 な 振舞 は ほとん と 興味 を 持た れ な い 程 十分 に 短 時 間 の も の で 


† 訳注 た と えば , 記憶 領域 必要 量 . 
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ある と いう 事実 に よっ て 正当 化 さ れる . 

利用 者 の 観点 か ら 見 て お そら く 最 も 重要 で ある と 思わ れる 人 性 能 の 尺度 は , 利 
用 者 が シス テム 内 で 費やさ な けれ ば な ら な い 時 間 の 分 布 で ある . この 分 布 は , 
実行 時 間 に 関 する 何ら か の 分 っ て いる 尺度 を 基 に し て ジ 』 ブ を 差別 する よう な 
シス テム で は , 必要 と する サー ビス の 量 に よっ て 条件 付け られ る の が 普通 で あ 
る . (今後 , 条件 付 待ち 時 間 と いえ ば , 必要 と され る 実行 時 間 に よ っ て 明確 に 
条件 付け られ た 待ち 時 間 を 指す も の と する .) 行 列 内 に お ける 待ち 時 間 の 分 布 に 
つい て も , この 分 布 が 上 記 ( シ ステ ム に お ける 待ち 時 間 ) の 分 布 と は 本 質 的 に 異 
な っ て いる よう な シス テム に つい て は 興味 が ある . 後 の 数 節 で 考察 され る モデ 
ル で は , 関心 は 主 に 条件 付 待 ち 時 間 分 布 の 平均 値 を 見 出す こと に 注 が れる . 

よく 研究 の 対象 と な る 第 三 の 四 連 の 尺度 は , 全 稼働 期間 (busy period) の 長 
さ の 分 布 で ある . 単 一 サー バ ・ シ ステ ム の 場合 , 全 稼 働 期間 は , シス テム が 空 
の 状態 に ある と き の ジ ュ ョ ブ の 到着 時 点 か らち シス テム が 再度 空 に な る 瞬間 まで の 
期間 を いら 1. 本 章 で 解析 され る と と に な る モデ ル に 関す る 限り , 全 稼 働 期 間 
の 分 布 は いずれ も 同じ で ある . 本 章 で は , この 全 稼 働 期 間 の 平衡 状態 に お ける 
分 布 の (ラプ ラス ) 変 換 に 関す る 関数 方 程 式 が 導出 され る とこ と に な る . な お , 1 
次 お よび 2 次 の モー メン ト の 計算 は 演習 問題 で 扱わ れる . 

次 の 節 で は , 応用 待ち 行列 理論 こ に お ける 諸 結 果 の 中 で 最も 基本 と な る も の だ 
け を 取上げ て 述べ る と と に し よう . その 目的 は , 第 一 に , この 分 野 で の 経験 に 
欠け て いる 読者 に 対し , 計算 機 に お ける スケ ジュ ー リ ング 問題 (3.4 節 -3.8 節 ) 
の 確率 モデ ル へ の 基本 的 な 応用 を 研究 する の に 十分 な 予備 知識 を 提供 する こと 
(に ある . また , これ ら の 結果 は , 他 の 資源 割当 て 問題 に つい て 第 5 章 お よび 第 
6 章 で 用 いら れる 技法 の 多く を 理解 する た め の 背 景 と し て 有用 な 知識 を 提供 し 
も する の で ある . 

特に 待ち 時 間 の 計算 に お いて , 待ち 行列 の 理論 は , 独立 な 確率 変数 の 和 を 扱 
うら とこ と が し ば し ば ある . こと の こと は , 後続 の いく つか の 節 で 使用 され る ラプ ラ 
ス 変 換 が 極め て 便利 で ある の は な ぜ な の か と いう と と の 主 な 原因 の 一 つ に な っ 
て いる . また , 一 方 , 離散 的 確率 分 布 を 扱う 場合 , 特に 確率 過程 を 記述 する 差 
分 方 程 式 を 解く 際 に 母 関数 (z- 変 換 ) が 多用 され る . これ ら の 重要 性 を 考慮 し 
て , 補遺 A で , 確率 の 理論 に と り 差 当り 必要 な 母 関 数 と ラプ ラス 変換 の 定義 
と 基本 的 な 諸 性 質 に つい て 述べ て お く . 

† 訳注 複数 サー バ の 場合 は , 全て の サー バ が busy に な っ て いる 期間 を 指す か , 1 個 で も busy 


(に な っ て いる 期間 を 指す か , あま り は っ きり し て いな い . な お , 本 書 で は , この 複数 サー バ の 
場合 は 扱わ れ て いな い . 
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4.2.1 M/M/1 型 待ち 行列 シス テム 

ポア ッ ン 到着 と 次 式 に 従っ て 指数 分 布 す る サー ビス 時 間 を 伴う 単 一 プロ セッ 
サ 待 ち 行 列 を 考え る . 
(4.2.1) ぢ (>) ニ 1ーe-2 の 7 (と 0) 
1 次 と 2 次 の モー メン ト は それ ぞ れ EE(S) = 1// と EE(S2) = 2//2 で ある . 
主 目標 は 統計 的 平衡 状態 に お ける シス テム 内 ジョ ブ 数 を 記述 する 確率 分 布 を 求 
め る こと と で ある . 得 ら れる 結果 は , ジ 』 ブ の 実行 順序 を 決め る の に 実行 時 間 に 
関す る どん な 予知 情報 も 使用 し な い 任 意 の サー ビス 規律 に 対し て 有効 で ある . 
その よう な 規律 の 例 に は FIFO, LIFEO ( 後 着 順 , last-in-first-out) ラン ダム 選 
択 (random sequencing), お よび , 優先 権 の 割当 て が ジ 。』 ブ の 実行 時 間 に 独 
立 に 行わ れる 優先 権 規律 が 含ま れる . 

待ち 行列 の 用 語 で は 上 で 定義 し た シス テ ム は M/M/1 型 待ち 行列 シス テム 
(到着 時 間 間 隔 お よび サー ビス 時 間 に 関す る 指数 分 布 の 仮定 あえ 々 に ポア ソン 型 
待ち 行列 と も 呼ば れる ) の クラ ス の 一 員 で ある . この 記法 で は , 1 番目 の 文字 は 
到着 時 間 間 隔 の 分 布 を , 2 番目 の 文字 サー ビス 時 間 の 分 布 を , 3 番目 の 文字 
は サー バ の 数 を それ ぞ れ 表す . M は (マル ュ フ 性 を 持つ ) 指数 分 布 , ば は 一 般 分 
布 , D は 一 定 到着 時 間 間 隔 ま た は 一 定 サ ービス 時 間 ( す な わ ち , 単位 (determin- 
istic) 分 布 に 従う ) の 仮定 を それ ぞ れ 表示 する . 

さて , シス テム は 時 刻 #ー 0 に 動作 を 開始 する も の と 仮定 し よう . え ⑦⑰(⑰ 
> 0) は 時 刻 : に お ける シス テ ょ 内 の (サー ビス 中 お よび 待機 中 の ) ジ 。 プ 数 を 
表す . 想 移 マー そ (⑦⑰) (どじ > の は , 明らか に , ラン ダム 到着 と 分 布 が (?) に 従 
うと いう サー ビス 時 間 の 仮定 に よっ て 導入 され る 偶然 性 の 効果 に よっ て 決定 付 
けら れる . そう らし た 理由 か ら , え ( の は 確率 過程 (stochastic process) また は ラ 
ンダ ム 過 程 (random process) と いわ れる . え (》) で 表 さ れる シス テム の 状態 は 
シス テム 内 ジョ ブ 数 で ある の で , 状態 空間 は 単に 非負 整数 で ある (か ら 
成る . え ( の は , 一 般 に , 初期 値 (0), お よび 全て の 7 と で (> ぇ ヵ ッ > 0) に つい 
て 遷移 メ () 一 (の を 支配 する 確率 分 布 を 指定 し た と き に 定義 S さ れる と と に 
な る . これ ら の 遷移 は , 到着 。 サ ービス 時 間 。 お よび サー ビス 規律 に 関す る 仮 
定 に よっ て 完全 に 決定 され る !. 前 節 で 述べ た よう に , われ われ の 関心 は , え 


† 当面 の 目標 こと っ て サー ビス 規律 は 何 の 影 響 も 持た な い . と いう の は , 順序 付け は 実行 時 間 に 
独立 に 行わ れる も の と 仮定 し て いる か ら で あ る . (それ に また , 1 個 以 上 の ジョブ が シス テム 
内 に ある と き は いつ で も プロ セッ サ は サー ビス に 従事 し て いる よう に する 規律 だ け に 関心 が あ 
る も の と 了解 する .) 
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(0) を 与え られ , し た が っ て 式 (4.2.3) が 成り 立つ こと を 仮定 し て , 式 (4.2.2) 
の 確率 分 布 を 計算 し , それ に より え ( の の 特性 を 記述 する と と に ある . 


(4.2.2) 2x( の 三 PrIE(⑫ 三 24| 作用 0 の w 三 0 2 。。) 


1((0) =%) 
0( そ の 他 の と き ) 


2x( ひ は 次 の よう に 計算 する . シス テム が 状態 ヌ () > 1 に ある と 仮定 し ょ う . 
微小 な 時 間 間 隔 AE に 対す る 可能 な 遷移 マ 〈) 一 十 AD を 評価 し た い . 仮 
定 に 従 を えば, Az 内 に 一 つの 到着 が ある 確率 は 4AZ 十 o(A)) で あり , 到着 が な い 
確率 は 1 一 ZAZ 十 o(A)), 他 の あら ゆる 到着 事象 は 確率 (AD で 起こ る. え ⑰ 
> 1 で ある の で , 同様 に 一 つの 退去 が ある 確率 と 退去 の な い 確 率 は それ ぞ れ 
gAZ 十 o の (AD) と 1 一 AZ 十 の (AD で あり , 他 の 全て の 退去 事象 は 確率 (AD で 生 
じ る . そこ で , 到着 時 間 間隔 と サー ビス 時 間 の 独立 性 を 用 い , Az と 同位 の 確 
率 で 生起 する 事象 だ け を 考慮 する と , (その > 1 に 対し て ) 次 の よう に 書く こ 
と が で きる . 


4.2.3) 0) = | 


Pr[IXG 圭 AD) ニ え (0⑦⑰ 十 1] ニ P[1 個 の 到着 が あり , 退去 が な い ] 
[Az 十 o(A の 1] 1 一 AZ 十 o(A の ] 
三 4Az 十 o(A の 

Pr [ そ (, 十 A) = 0⑦⑰] 三 Pr [到着 が な く , 退去 も な い ] 
= ロー4Az 二 o(A の ] [1 一 AZ 二 o(A の ] 
テニ 1 ュー 2 十 の AZ 十 o(A) 

Pr[※(6 十 AD = ニ (⑦⑰ 一 1] = Pr[ 到 着 は な く , 1 個 の 退去 が ある ] 
[AZ 十 o(A の ] [1 一 4AZ 十 o(A の ] 
三 pAZ 十 o(A) 


え (0 に 対す る ⑦ 十 AD の 他 の 全て の 可能 性 は 確率 の (AD を 持つ .。 し た が っ 
て , 本 節 で の 記号 を 使え ば , 上 記 の 方 程 式 を 集め て 次 の よう に 式 を 立て る こと 
が で きる . 


6 十 A) =px(0 1 一 (4 十 の AZ 十 o(A の ] 二 zu1( の 6 [AZ 十 o(A の ] 
十 x-1( ひ [AZ 十 o(A カ の] 


Af より も 低位 の 項 を 無視 する と 共に 項 の グル ー プ 分 け を 為 直 し て Az で 割れ ば 
次 式 の よう に な る . 
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1 px, 十 A)) 一 za( の 


1 三 g の xn1( の 一 ⑭② 十 の (の 十 49。-1( の 


Az- つ 0 AZ 
し だ が っ て , 
(4.2.4) の 。( の ー Zr1( の 一 (4 圭 の (の 十 42。-1( の 


今度 は の =0 と 仮定 し ょ よう. と の 場合 に は 退去 の 可能 性 は 無視 で きる の で 
次 の よう に 書け る . 


6 十 A7) = 1 一 Ao 十 Ap 
と れ か ら 次 式 を 得る . 
(4.2.5) 60 = ppi⑰ 一 4po⑦ 


与え られ た 初期 条件 (4.2.3) と 制約 条件 2 叶 。p。() =1 に 従う 式 (4.2.4) お よ 
び (4.2.5) の 解 は , 時 間 に 依 存する シス テム の 振舞 を 記述 し て , その 解 は 待ち 
行列 理論 の 標準 的 教科 書 に 見 出す と と が で きる !. し か し , この 単純 な 待ち 行 
列 に 対し て さき えも, どちら か と いえ ば 複雑 で 一 見 し た だ け で は 解釈 が 困 将 で あ 
る . こら し た 理由 や , 考察 され た 他 の 多く の モデ ル に 対し て その よう な 解 が 見 
付か っ て いな いと いっ た も っ と 根本 的 な 理由 か ら , この よう な 解 に よっ て 記述 
され る 過渡 的 な ある い は 時 間 に 依 存する 振舞 に これ 以上 深入り する よう な こと 
は し な いで あろ う . その 代り , 7 を 大 に し た と き の 確 率 7。() の 極限 的 振舞 に 
対象 を 限定 し て そこ に 関心 を 注ぐ こと に する . 

実際 , 確率 p。() が ある 極限 値 に 近付く な ら ば , この 極限 確率 は 統計 的 平衡 
状態 (statistical equilibrium) (また は 定常 状態 (steady state)) に お ける シス テ 
ム の 振舞 を 記述 し て いる と いい , その 定常 確率 分 布 (stationary probabihty 
distribution) は 確率 。 王 lim,.o の (の (% 三 0, 1, 2 ...) に よっ て 与え られ る . 
直観 的 に は , ジョ ブ の 到着 率 4 が 率 ーー この 率 で ジョブ を 実行 する と と が で 
きる 一 一 より 小 で ある と いう 単純 な 条件 の 下 で 定常 分 布 の 存在 を 期待 する こと 
が で きよ う . こと の こと は , 実際 , この 分 布 が 初期 条件 (0) に 依存 し な いと い 
う 事実 と 共に 証明 する こと が で きる . し か し な が ら , と こと で は まず , 定常 分 布 
が 存在 する と いう 仮定 に 立っ て 論 を 進め , その 後に , この 確率 分 布 が 4 く ヵ の 
と き に た 限り 満足 に 定義 S さ れる と いう と と を 示 そ う . 他 の モデ ル に つい て の 解析 
ゃ 同じ 方 法 で 行う . 


† 人 口 モ デル へ の 応用 に より 式 (4.2.4) と (4.2.5) は し ば し ば 出生 死 減 方 程 式 (birth-and-death- 
equation) と 呼ば れ , 対応 する 過程 は 出生 死滅 過程 と いわ れる [1]. 
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定常 確率 。 を 計算 する た め , 定常 状態 で は hm, の 4( の 0 で ある と いう 
事実 を 使う と , 式 (4.2.4) と (4.2.5) は 次 の よう に 人 箇 単 な 式 と な る . 


(4.2.6) 2xnー(2 十 の 2 の 。 十 2 ュ デ 0 (% テ 1) 
(4.2.7) gi 一 470 三 0 


式 (4.2.6) と (4.2.7) は , 与え られ た 状態 々 と 1 へ の 居 移 率 ( ま た は , 流量 ) 
(gsi 十 4p。-1) が その 状態 か ら の 流量 (4p。 十 px) と 平衡 し て いる と いう 定常 
状態 平衡 (balance) 方 程 式 の 持つ べき 特徴 を 具 を えて いる こと に 注意 し よう . p 
ー 42/g と 定義 し て , 式 (4.2.6) と (4.2.7) を 系 統 的 に 解い て 行く と , 次 の よう 
(に な る こと が 分 る . 


2 三 の 20 (% ニ 0, め 


制約 条件 ゥ こく 1 お よび 82。p。 = ニ 1 を 課す る と , zop ニモ ュー/ と な り , それ に 
よっ て 次 の 結果 を 得る . 


(4.2.8) 2。 ニ (1 一 の の 7 (⑫ 三 0,1.2, .…) 


の ニニ 1 一 pn は シス テム が 稼働 中 (busy) で ある 平衡 状態 確率 に 他 な ら な いと と 
に 注意 し よう . 一 見 し て 分 る よら に , 式 (4.2.89 は パラ メー タ p を 持つ 尊 何 分 
布 で ある と と を 示し て お り , o< 1 は と この 分 布 が 存在 する た め の 条 件 で ある . 
明らか に , の p く 1 すなわち 24< / で ある の で , 到着 率 は 最大 退去 率 よ り も 小 で 
な けれ ば な ら な い . こう し た 意味 か ら , パラ メー タ / は し ば し ば 利用 率 (utili- 
zation factor) また は トラ フィ ッ ク 密 度 (traffc intensity) と 呼ば れ て いる . ここ 
で は 前 者 の 言葉 を 用 いる . 

それ で は , 母 関数 の 方 法 を 用 いて 式 (4.2.8) を 導出 し よう . ア (<) = 2 史 。pe7 
は の 。 に 対す る (確率 ) 母 関数 を 表す . 式 (4.2.6) に z" を 乗じ , 全て の と 1 に 
つい て 総和 を 取っ て 式 (4.2.7) を 加え る と , 次 式 の よう に な る . 


所 Za+12" 十 e2 Zs-127ー(1 十 の ) 2 2Z。2" 一 20 
ア (2) を 導入 する と , 次 の よう に な る . 
ー[P(② 一 egP(2) =G す の P⑦ 一 


これ に より 次 式 を 得る . 
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の (0 ーー 
lim。」 (<) = 1 を 使う と n ニ 1ーp を 得る . P() を z の 容 級 数 と し て 表現 
する と 次 の よう に な る . 


アデ ルー リサ サー 選 g 十 … 十 代 一 局 の の キッ 


この 式 の ?z 番目 の 項 の 係数 に よっ て 式 (4.2.8) が 与え られ る . 

多く の 同様 な 問題 で は , ア (z) を 求め る こと は で きる けれ ども , その 式 か ら 
具合 よく 直接 に z。 が 得 ら れる と いう 訳 で は な い の で , ア (4) の 計算 の 実際 を , 
本 問題 で 最後 まで 実行 し て 見 せる こと に より 示し た . ア (z) が 得 ら れる と , 決 
まり きっ た 流儀 (補遺 A を 見 よ ) で 最初 の 二 つ の モー メン ト を 計算 する と と が 
可能 に な る . 通常 は . これ が シス テム ュ の 峠 連 に つい て 知り た いと と の 大 部 分 を 
占め る . また , 容易 に 7o = hm,_。 ア (2) を 求め る と と も で きる か ら , シス テム 
が 稼働 中 で ある 確率 1 一 yo が 得 ら れる . 

式 (4.2.8) か ら 統 計 的 平衡 状態 に お ける シス テム 内 個数 の 平均 と 分 散 が 次 の 
通り 与え られ る . 


(4.2.9) 


I 


の 
(4.2.10) Var(%) = て ーーp* 

最後 に 一 言 付 け 加 える と , 上 述 し た 結果 は , 先 験 的 に 既知 で ある と 仮定 され 
る 到着 ジ 。 ブ の 実行 時 間 に 関す る 情報 に 基づい て ジ 』 ブ を 順序 付け る よう な こ 
と は し な い 全 て の サー ビス 規律 に 対し て 適用 可 で ある と いう と と を 強調 し て お 
こら. さて , 次 に , も っ と 一 般 的 な M/G/1. 型 シス テム を 調べ , その 後 で , 
FIHO シス テム に 対す る 待ち 時 間 の 分 布 を 導出 する こと に する . 


4.2.2 M//1 型 待ち 行列 シス テム 

到着 時 間 間 隔 と サー ビス 時 間 が 各々 独立 な 指数 分 布 に 従っ て いる と いう こと 
が 仮定 され た 場合 は , 過程 (0) は 次 の よう な 極め て 重要 な 性 質 を 持つ こと と に 
な る . すなわち , 任意 に 与え られ た 時 点 % か ら 観 た の の 将来 の 振舞 は , 
現在 の 状態 (ん ) に のみ 依 存 し て , に 先立つ 過去 に は 依存 し な いと いう 性 
質 で ある . 非 形式 的 に 述べ る と , と の 無 記 憶 性 (マル ュ フ 性 ) が マル コ フ 過 程 
(Markov process) を 定義 し , それ が 解析 に 実質 的 な 簡易 性 を 諭し て いる . 以下 に 
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述べ る 待ち 行列 モデ ル で は , 到着 過程 が この 性 質 を 保持 し て いる と は いえ , サ 
ービス 時 間 に つ いて は 一 般 分 布 が 仮定 され て いる の で , この 場合 に 対し , (の 
の 解析 が どの よう に 行わ れる か が 関心 の 的 で ある . この よう な 仮定 の 下 で は , 
ある 時 点 6 に お いて , ある ジュ ョ ブ が 実行 の 途中 に ある と する と , その (》 > 6) 
の 振舞 は , (6。) に 依存 する だ け で な く , 実行 途中 の ジ 』 プ が 既に 受け た サー 
ビス の 量 に も 依存 する と と に な る . それ ゆえ , (の は 最早 マル ュ フ 過程 で は 
な い . 上 述 の 性 質 に よっ て 示唆 され る 前 出 の 接近 法 の 一 つの 拡張 を 次 の 素描 に 
よっ て 示す と こと が で きる 。. 

時 刻 { に お いて 実行 中 の ジ ョ ブ ( も し 存在 する な ら ば ) に よっ て 既に 受取 られ 
た サー ビス の 量 を 示す 補助 変数 z の 値 を 状態 空間 が 含む よう に (の の 定義 を 
為 直 すこ と が で きる . 明確 に 述べ る な ら ば , 新 過程 (⑰ の 値 は 対 (7, z) で あ 
る . た だ し , ?% は 時 刻 # に お ける シス テム 内 (ジョ ブ の ) 個 数 を 表し , ァ は 上 記 
の 定義 の 通り で ある . 新 過程 は 今や マル ュ フ 性 を 持つ の で , その 基盤 の 上 に 立 
っ て 解析 を 進め る こと が 可能 で ある . し か し , ここ と で は , この 接近 法 に よる 困 
難 な 解析 を 避け て , 限ら れ た 目的 に 取り 廷 か に 簡単 な 別 の 方 法 を 考え る こと に 
する . 

これ か ら 記 述 す る 技法 は , 全て の 時 点 で ヌ ( ひ が マル ュ フ 性 を 持つ と いう こ 
と は いえ な い に も か か わら ず , 隠れ て いる (embedded) 時 点 の 系 列 が 数 多 存 
在 し て いて , その 系 列 上 で は (は マル ュ フ 人 性 を 持つ と いう 事実 の 認識 が そ 
の 動機 に な っ て いる . その よう な 系 列 の 例 と し て , サー ビス 分 布 (z) を 持つ 
M/G/1 型 シ ステ ム で は , ? 番目 の ジ ョ ブ の 実行 終了 直後 の 朋 間 を な と する 時 
点 の 系 列 れ , 5, ... を 定義 むす る と と が で きる . 

サー ビス 時 間 と 到着 時 間 間 隔 が 互い に 独立 で ある が ゆえ に , (の は 時 点 な 
(? ニ 1,.2, ..…) 上 で マル ュ フ 性 を 持つ . この 事実 か ら , な を 再生 点 (regenera- 
tion point) と も いう が , (の に 関す る 隠れ マル コ フ 連 鎖 (embedded Markov 
chain) と 呼ば れる マル ュ フ 連鎖 が 離散 時 間 過 程 (。) (? = 1, 2, ...) に よっ て 
構成 され る こと が 分 る . 記法 を 簡単 に する た め , 素 三 (な ) と 置い て , この マ 
ル ュ フ 連 鎖 を {ij で 表す こと に し ょ う . 

マル ュ フ 連鎖 【 そ :} は , 1 段 遷 移 確率 (one-step transition probability) 


(4.2.11) z: 三 Pr【 誠 ュー ニー 人 (6 テ 1.2, .…) 


が 時 間 パ ラメ ー タ ん の 関数 で は な いと いら 意味 で 一 様 (homogeneous) で ある . 
{の 定常 分 布 fzJ は , 連立 平衡 方 程 式 (equilibrium equation)! 


† {% け に 対し て 定常 分 布 が 存在 す る た め の 一 般 的 条件 が 補 條 で 与え られる. これ ら の 条件 は 
本 書 で 議論 され る 応用 に 対し て 常に 成立 する . 


4.2 待ち 行列 に 関す る 基本 的 結果 


(4.2.12) ガー ze け =0.12. ..) 


の 解 で あっ て , し か も 正規 化 条 件 2 宛 。z, = 1 を 満足 する も の と し て 定義 され 
る . さて , ポア ソン 到着 と 一 般 サ ービス 時 間 分 布 の 仮定 の 下 で , 式 (4.2.12) の 
確率 に 対す る 母 関数 を 計算 し よう . な お , 演習 問題 4.10 で は 定常 分 布 の モー 
メン ト を 見 出す も っ と 直接 的 な 技法 を 示す . 

式 (4.2.12) に 2? を 乗じ , 全て の 7 > 0 に つい て 総和 を 取る とこ と か ら 始 め る . 
和 を 取る 順序 を 変え る と 下記 の 母 関数 が 得 ら れる . 


(4.2.13) ア (z) = 22 ー メッ 2 zo に 2 2 
次 に , 想 移 確率 z:, を 計算 し ょ う . 

え , ニ >0, すなわち , シス テム 内 に 少な く と も 1 個 の ジョ ブ が あり , ( あ 
gn) が 1 サー ビス 期間 に 対応 し て いる と 仮定 し ょ よう. (な , な 1) 問 に 実 行 す る ジ 
ュ ブ は 退去 する こと に な る 唯一 の ジョ ブ プ で ある か ら , 叉 ニッ ー 1 で な けれ 
ば な ら な い . と の こと か ら , 7 く <? 一 1 に 対し て は zi 0 と な り , ポー 
叉 , 十 1 は (, な 11) 内 に 生じ る 到着 数 を 表す と こと に なる. したがって, (2 
= 0, 1, 2, .…) で 1 サー ビス 期間 内 に 7 個 の 到着 が ある 確率 を 示す な らい ば , 
2>0 お よび 7>? 一 1 に 対し て zi ー の 7-a1 と な る . 

今度 は , 祥三 0, すなわち , な は 遊休 期間 (Gdle period) の 始ま り で ある と 
仮定 し よう . この 遊休 期間 の 長 さ に 関係 な く , 丈 』』ー 7 と な る 確率 は 単に 遊 
休 期 間 を 終ら せる 到着 ジ 。 プ の 実行 中 に 7 個 の 到着 が ある 確率 で ある . し た 
が っ て , 7 与 0 に 対し て 70j 三 7 三 9 と な る . ここ で 式 (4.2.13) の 7g7 人 代 
入 を 行う と , 総和 の 第 1 項 を 分 離し て 書く な ら ば 次 の よう に な る 。. 


(4.2.14) ア (2) = zo 592 十 2 の.- ュ グ 
7=0 =1 7=%ー1 


4(2) = 2&。gzz2 ゲ 7 で 1 サー ビス 期間 内 到着 数 の 分 布 に 対す る 母 関数 を 表す 
と , 式 (4.2.14) は 次 の よう に 簡略 な 形 で 表す こと が で きる . 


(4.2.15) p② =x4⑦ エー の rp の ) 一 am 


P(z) に つい て 解け ば , 次 式 が 得 ら れる . 
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(4.2.16) ア (z) = ーー 


さら に 論 を 進め る た め に は 4(z) を 調べ る 必要 が ある . 今 , ん (の ひ は , 式 (4.1.9) 
で 与え られ る よう に 時 間 : 内 に 7 個 の ポア ソン 到着 が 生じ る 確率 を 示す . し レ 
た が っ て , サー ビス 時 間 分 布 の 上 で こと の 確率 の 平均 を 取る と , 次 の よう に な 
る . 


9z =/ な の gB の (z 三 0.1.2 .….) 
式 (4.1.9) を 代入 し , 母 関数 を 計算 する と , 次 の よう に な る . 
4 gg の 
総和 と 積分 の 順序 を 逆 に する と , 次 式 を 得る . 


(4.2.17) の ら が の fd- の dB( の 


サー ビス 時 間 の ラプ ラス 変換 *(s) = E[e-“] を 用 いる と , 次 式 が 得 ら れる . 
(4.2.18) 人 4(z) ニ ぢ *(4 ーー 々 ) 

式 (4.2.17) を 用 いれ ば , 式 (4.2.16) に 戻っ て zo と 分 布 [zij の モー メン ト を 計 
算 す る こと が で きる . jim,」」 ア (z) = 1 を 使い , 式 (4.2.16) の 分 子 と 分 母 が 共 


(に ぁ z 三 1 で 零 に な る こと に 注意 すれ ば , ロス ピタ ル (①Hospital) の 公式 を 応用 
し て 次 式 が 得 ら れる . 


ーzo4(1) 


1 


と ところで, 式 (4.2.17) か ら 4(1) = 1 で ある . 式 (4.2.17) を 微分 する と 4/(1) 
三 の と な る こと が 分 り , し た が っ て 次 式 が 得 ら れる . 
(4.2.19) zo 三 1 一 p 


こと で p= ん 4E(S) は 利用 率 で ある . (明らか に , 0 くく 1 は 統計 的 平衡 に と 
っ て 必要 で ある .) こ うし て { 負 j} の 定常 分 布 が 母 関数 
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(1 の 1ー?)#⑭ー 2) 


(4.2.20) ア (?) = 万 *(4 一 4z) 一 


に よっ て 定義 され る . 1 次 モー メン ト を 求め る た め , 再び ロス ピタ ル の 公式 を 
使え ば , 次 の よう に な る 1!. 


= @P(?) 4?(①1) 
キー ンー デー の で ラ 7 ア ニー 


式 (4.2.17) か ら 4?(1) = だ E(S2) が 得 ら れ 『, し た が っ て 次 の よう に な る . 


(4.2.21) カーp 十 2 カ 


次 式 


(4.2.22) C2(S) = Var(S) _ BE(S?) 


EE2(S) ES2(S) 


| 


で 定義 され る 変動 係数 (coeficient of variation)C(S) を 導入 する と , 式 (4.2. 
† 訳注 


ーー 
ーー 1 一 z)4(?) 
三 Hm ーー テー| [ 式 (4.2.16) ] 
= ー42(z) 十 4(z) 一 z(1 一 s)4/(z) 
計 " つ (4⑫) 一 の? 
Se 4(2) (1 一 2)47(2) の 
ー 王 邊 ー ズ で ) (4 の ー (4 カー 」 貞子 を を れれ 上 人 する ] 
で 1 は an A7OY = 委 用 いあ 1 


sl 2(4(z) 一 ?) 


ー ァ Hm CM の) [さら に 分 母子 と を それぞれ 微分 する ] 
= 基 
和 サ 訳注 
47(1) = 1 ー 


2 が の 
三 jm ーー e-4d- の 7 太 (7 


GO 
ニタ M 1(》 
三世 (S2) 
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21) を も っ と 普通 に 用 いら れる 形 に 書き 直す こと が で きる . すなわち もち, 


〆1 十 CS)] 
21 一 の 


分 布 fz 寺 の 高 次 の モー メン ト $ ゃ 同様 な や り 方 で 計算 する こと が で きる . 

{[ 叉 の 定義 に 従え ば , 式 (4.2.23) は ジ 』 プ の 退去 に よっ て シス テム 内 に 残 
され る ジュ ブ の 平均 数 を 表す . シス テム の 状態 は 退去 直後 の 瞬時 に お いて だ け 
観察 され て いる の で , 一 般 に , 分 布 fz 計 光 。 は 連続 な 時 間 パ ラメ ー タ を 持つ 過 
程 (に 対す る 定常 分 布 と は 異な ちる と いう とこ と を 予期 する の が 合理 的 で あろ 
う . つま り , シス テム の 評価 と いう の は 一 般 に それ を 観察 する た め に 選ん だ 時 
点 に 依存 し て 変る (ある い は 偏る あ ) も の で ある . し か し 事実 は に これ ら 二 つ の 分 布 
が 結局 は 寸分 違わ ず 同 じ も の で ある と いう こと が か が 判明 する . 一 般 に , この 性質 
は 任意 の 時 点 で 可能 な 状態 変化 が 十 1( 到 着 ) と 一 1( 退 去 ) だ け で ある よう かな か 任 
意 の 待ち 行列 シス テム に 適用 され る . この 性 質 に ぴっ た り 合 致し て 指数 サー ビ 
ス 時 間 分 布 に 対す る 式 (4.2.9) の 結果 が , EE(S2) = 2/ 太 を 式 (4.2.21) に 代入 
する と と に より 見 出さ れる . 

欠 が 平均 到着 時 間 間 隔 と 平均 サー ビス 時 間 に よ る だ け で な く サ ービス 時 間 分 
布 の 2 次 モー メン ト に よっ て も ゃ 決定 され る と いう てこ と に 特に 注意 し よう . 式 
(4.2.21) に よっ て 示さ れる よう に, 婦 は サー ビス 時 間 の 分 散 に 対し て 直線 的 に 
増加 する . た と えば , 一 定 サ ービス 時 間 を 考え る と , サー ビス 時 間 の 変動 は 零 
で ある の で 次 の よう に な る . 


(4.2.23) 欠 三 ゥ 十 


2 ーー 
(4.2.24) ュー の キラ ロー カー エー 


これ は 指数 サー ビス 時 間 ( そ の 変動 係数 は 1 で ある ) に 対す る 式 o/(1 一 の と 比 
較 さ れる べき で ある . 微小 な / に 対し て は 平均 の 差 は 微小 で ある が , 。 が 1( 飽 
和 (saturation) 条件 ) に 近付く に つれ て 両者 の 比 志 ほとん ど 1 対 2? に な る くら 
い の 差 が 出る . 

シス テム が 稼働 中 で ある 確率 1 一 zx。 三 の を プロ セッ サ 内 ジョ ブ 数 の 平均 と 
解釈 する と , 式 (4.2.23) の 第 2 項 は 待ち 行列 内 で 待 っ て いる 平均 個数 ヵ 。 に な 
る と 予想 され る で あろ う . 直接 計算 する と と に よっ て 示さ れる よう に , 正しく 
これ は 成り 立つ . すなわち , 


2 
(4.2.25) ルー と ラサ ーー 
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さら に , 一 般 サ ービス 時 間 に 対 する 上 記 の 結果 は , ジ 。 プ の 実行 時 間 に 関す 
る 情報 を 利用 し な いよ うな 横取り 割込み 不可 の (待ち 行列 か ら の ) ジ 』 プ 選 択 規 
則 に 対し て も 適用 可能 で ある . 


4.2.3 待ち 時 間 
4.2.3.1 残存 待ち 時 間 (Residual Waiting Time) FIEO シス テム に 対す る 
待ち 時 間 を 計算 する 前 に , 後 の 議論 で 横取り 割込み 不可 規律 に 対す る 待ち 時 間 
の 期待 値 を 導出 する と き に その 解 が 役に立つ も っ と 単純 な 問題 を 扱う こと と に す 
洋 。 

統計 的 平衡 状態 に お ける M/G/1 型 シ ステ ム へ の ラン ダム 到着 を 考え よう . 
到着 時 に シス テム が 稼働 中 で ある と し て , 実行 の 途中 に ある ジョブ の 残り 実行 
時 間 の (条件 付 ) 確 率 分 布 を ア (z) で 表す . 問題 は , 残存 実行 時 間 の 期待 値 及 を 
見 出す こと と で ある . 再生 理論 で は 刀 は 平均 前 進 再帰 時 間 (mean forward re- 
eurrence time) と いい , 信頼 性 理論 で は 平均 余生 時 間 (mean residual lifetime) 
と いう . 下記 で は , 刀 の 簡潔 で か つ 形 式 的 で な い 導 出 を 与え よう . (z) を 導 
出す る まで の 完全 な 解析 は 補遺 B で 与え る . (演習 問題 4.12 を も 見 よ .) 
単純 に 月 は EE(S)/2 で ある と まず は 言い た く な る で あろ う . し か し , 一 般 
サー ビス 時 間 分 布 に 対し て それ が 誤り で ある こと と は , ラン ダム な 到着 は 短い ジ 
ョ ブ よ り 長 い ジ ョ ブ の 実行 中 に と そ 起 こり そう で ある と いら と と に よっ て 説明 
され る . 次 の 議論 で は と の 着眼 を 活用 する . 6(z) は サー ビス 時 間 の 密度 関数 , 
(>) は ラン ダム 到着 が 起こ る サー ビス 期間 の 長 さ の 密度 関数 を 表す も の と す 
る . 5(?)dz は 長 さ ァ の サー ビス 期間 の 相対 頻度 と 解 収 する と と が で きる か ら 
密度 の (z) は z と 5(?) に 比例 する は ず で ある . 万 を 比例 定数 と する と , Kz0 
(?) が 確率 密度 で ある た め に は 友 = ニ 1/E(S) で な けれ ば な ら な いと いう こと が 
分 る . この こと か ら 次 式 を 得る . 


(4.2.26) の (⑫) = 二 7GY_ 


と と ころ で , 長 さ ァ > の サー ビス 期間 内 に ラン ダム 到着 が あっ た と する と , 残存 
実行 時 間 の 条件 付 期 待 値 は 単に z/2 で ある . し た が っ て , 次 式 が 成り 立つ . 


7/\ z0(?) E(S? 
(4.2.27) g=) 3) 垢 め 9 ウー ラ CS7- 


後 で 。 この 結果 を これ と は 独立 し た 議論 で 確か め る 機会 か や っ て こと よう. 
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は サー ビス 時 間 に お ける 変動 に 対し て 直線 的 に 増加 し , サー ビス 時 間 が 一 定 の 
と き に 限り 最小 値 E(S)/2 に 等 し く な る こと に 注意 し よう . また , 指数 サー 
ビス 時 間 に 対 し て は , 式 (4.2.27) は E(S) に な っ て し まい , 無 記 憶 性 に 整合 す 
る と と が 分 る . 

今度 は , 到着 時 に シス テム が 稼働 中 で ある と いう 条件 を 取 除 こう . 別 の 言い 
方 を する と , 到着 時 刻 後 , 行列 か ら 次 に 選び 出さ れる ジョブ プ に プロ セッ サ を 割 
当て る 時 点 ま で に 経過 する 時 間 の 平均 を 求め ある こと と に する . この 量 を E(S.) で 
表す . シス テム ! が 空 で ある と き の 到 着 ジ ョ プ は 到着 と 同時 に プロ セッ サ を 使 
用 し 始め る こと が で きる と いう と と と , シス テム が 稼働 中 で ある 確率 は p で 
ある と いら うら こと か ら , 統計 的 平衡 状態 に お いて 次 式 が 成立 する . 


E(S,) = pp 
に 代入 を 行い ,p = 2E(S) と 置け ば , 次 式 を 得る . 


2 
(4.2.28) BS) = テー 
この 結果 は , 到着 ジ ュ ブ が それ ぞ れ 異な る サー ビス 時 間 分 布 を 持つ クラ ス に グ 
ルー プ 分 けさ れ 得る シス テム に 対し て も 容易 に 拡張 され る . 特に , も し ん と 
。(?)( ヵ = 1, 2, ...) が それ ぞ れ 到着 率 と サー ビス 時 間 分 布 を 表す な ら ば , ク 
ラス の ゎ の ジョ ブ に 対し て , 同じ 議論 を 適用 する こと に より 統計 的 平衡 状態 の 
仮定 の 下 で 次 式 を 得る 1. 
† ポア ソン 到着 を 伴う 待ち 行列 の 重要 な 性 質 を 暗黙 に 使用 し て いる し , また 今後 も 使用 し 続け る . 
特に , 平衡 状態 行列 長 分 布 は 統計 的 平衡 状態 に お ける 到着 に よっ て 見 出さ れる 分 布 に 一 致す る 
と いう こと が 示し 得る . 直観 的 に は , この 結果 は ポア ソン 到着 の * ラ ンダ ム 人 性 ? か ら 来る . (区 
別 の た め 前 者 の 分 布 は 外部 観測 者 * 分 布 と も いわ れる ). 


†1 訳注 この 場合 は , サー ビス 時 間 の 密度 ある い は サー ビス 期間 の 相対 頻度 が 
(9) = 2 pai4p0p( ァ ) 


2 zz12 ゎ 
と な り , 平均 は 次 の よう に な る . 
B(s) = 14pE (9) 
>14p 


ラン ダム 到着 が 生 し る サー ビス 期間 の 長 さ の 密度 関数 は や は り ァ と 15(z) に 比例 し , 到 を 比 
例 定数 と すれ ば 次 の よう に な る . 
6'(z) ニ 到 z0( ヶ ) 


の (z) が 確率 密度 で ある た め に は 
1ー | の =KE(S) メ 


798 


4.2 待ち 行列 に 関す る 基本 的 結果 
(4.2.29) ES.) = ん ECS の ) 


な お , 4.5 節 で の 優先 権 待ち 行列 の 解析 に お いて は 式 (4.2.29) を 使用 する は ず 
で ある . 


4.2.3.2 TIFO 待ち 時 間 分 布 (FIFO Waiting Time Distribution) FIHO 
シス テム に 対し て は 平衡 状態 待ち 時 間 分 布 (>) の ラプ ラス 変換 が シス テム 内 
個数 の 母 関数 ア ( ヶ ) か ら 容 易 に 得 ら れる . fkzJ は 退去 する ジョ ブ に よっ て 背後 
に 残さ れる ジョ ブ の 個数 の 確率 塊 関数 を 与え る る の で あっ た と いら こと を 想起 
し ょ う . 背後 に 残さ れる ジョ ブ と いう の は , 見 方 を 変え る な ら ば , 正 に 退去 す 
る ジョ ブ が シス テム 内 に 滞留 し て いる 間 に 到 着 し た も の に 他 な ら な い . と ころ 
で , 式 (4.2.18), すなわち , 4(z) = *(2 ー 22) は サー ビス 期間 内 に 生じ る 到 
着 の 個数 を 記述 する 式 で あっ た . そこ と で , それ に な ら え ば , シス テム 内 待ち の 
時 間 内 に 生じ る 到着 の 個数 を 記述 する 式 は 次 式 の よう に 表 さ れる と と に た な る . 


(4.2.30) ア (z) = 政 *(》ー な) 
式 (4.2.20) の 左辺 に 式 (4.2.80) を 代入 し , さら に 変数 変換 s ニ メー4z を 行え 
ば , 次 式 が 得 ら れる . 


本 Pr ーーー 年" 


wa か ら 三 1/ 了 E(S) で な けれ ば な ら な い . 長 さ z の サー ビス 期間 内 に ラン ダム 到着 が あれ ば , 
残り 実行 時 間 の 条件 付 期待 値 は z/2 DA る か ら 


2 を _ 2pai 25E(S22) 
仙 ビ I 順 9 ー 225si4pB(S3) 


到着 時 に シス テム が 稼動 中 で ある と いう 条件 を 取り 除く と , 


と と ろ で , 
ゥ g 三 (2zai42 ヵ ) E(S) = zai 25E (S5) 
と な る か ら 。, 
B(S) = ニテ Zsi2pE(8 め の 
を 得る . 
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シス テム 内 待ち 時 間 は 列 内 時 間 ( 行 列 内 待ち 時 間 ) と サー ビス 期間 の 和 で ある . 
し た が っ て , 列 内 時 間 (queueing time) 分布 (>) の ラプラス 変換 は 式 牙 *(3) 
 p*(s) 必 *(s) が 成り 立つ こと を 利用 し て 次 式 の 通り 求め られ る . 


1 一 の )s 


(4.2.32) Ye(9. デニ ーー ミエ 二 Rg 


1 次 モー メン ト を 玉 お よび 也 で 表す な ら ば ぱ ば, 式 (4.2.31) と (4.2.32) を それ 
ぞ れ 微分 する こと に より 次 の 通り の 結果 が 得 ら れる . 


上 s+ の (⑤] 
(4.2.33) p=g( の Oh ェ ーー | 
お よび 
(4.2.34) ァ ニ sg(s 還 の)1 


2(1 一 の 


式 (4.2.33), また は (4.2.34)) は し ば し ば ポラ チェック - ヒ ンチ ン (Pollaczek- 
Khintehine) の 公式 と 呼ば れる . 

これ と は 独立 な 次 の 議論 に より M/M/1 型 ン シス テム に 対し て 式 (4.2.31) を 
確か め る と と が で きる . 到着 時 の シス テム 内 個数 に よっ て 条件 付け られ た 
待ち 時 間 の 平衡 分 布 を 中 (z) で 表 そ う . 無 記 憶 性 ゆえ に , 到着 時 に 実行 中 の 
ジョ ブ の 残り 実行 時 間 は 行列 内 の ジョ ブ に 対す る の と 同じ 指数 分 布 を 持つ . し 
た が っ て , HIEO 規則 で は , 中 (2) は % 十 1 個 の 互い に 等 し く か つ 独 立 な 指 
数 確率 変数 の 和 の 分 布 に 従う こ と に な る . これ は 補遺 A で 述べ られ る ガン マ 
型 ( ま た は 特殊 アー ラン 型 ) の 密度 に 対応 する . / を サー ビス 時 間 分 布 の パラ メ 
ー タ と する と , 次 式 が 成り 立つ . 
2 間 


(4.2.35) *。($) = (オキ 


式 (4.2.8) を 用 いて 条件 を 取 払う と , 式 (4.2.8) が 定常 幾何 分 市 で あや る と と か 
ら , 条件 付き で な い 分 布 が 下記 の 通り 求め られ る . 


2 欠 十 1 
キャ 


.2.36) PX = Ws)= ニ ロー の % ァ ( 


う 合わ ち , 


と 4//// 


4.2 待ち 行列 に 関す る 基本 的 結果 


_ 。 相 一 の 
(4.2.37) 政 *(s) 王 ーー の Ts 
この 式 は , 下記 の 指数 分 市 の ラプ ラス 変換 で ある と と が みて と れ よ 5. 
(4.2.38) 玉 (z>) ニュ ユー ge サー の 422 タン 0) 


一 方 , 式 (4.2.37) は , 指数 サー ビス 分 布 の ラプ ラス 変換 を 式 (4.2.81) に 代入 
する と と に よっ て も 同様 に 得 ら れる と と に 注意 する べき で ある . な お , 平均 値 
玉 は 次 の 通り で ある . 


(4.2.89) 1// 


し た が っ て , ツジ ステ ム 内 に お ける 待ち 時 間 も ま た マル ュ フ 性 を 持つ ,. それ ぞ れ 
が 同一 の 指数 分 布 を 持つ 独立 な 確率 変数 の "幾何 分 布 に 従う 和 *' は , それ 自身 
指数 分 布 に 従 1 と いう 式 (4.2.38) に 示さ れる 事実 は 注目 に 値する . 離散 型 の 
場合 は , も し 個々 の 確率 変数 が 幾何 分 布 に 従う な ら ば , 対応 する 分 布 は 幾 何 分 
布 と な る . 

到着 時 の シス テム 内 個数 ヵ 1 が 与え られ た と き の 条 件 付 列 内 時 間 分 布 
YY,(?) は 明らか に 中 -1(z) で ある . 空 な シス テム へ の 到着 は 列 内 で 待つ こと が 
な いか ら , 列 内 時 間 の 分 布 は 次 式 の よう に な る . 


『⑦ = 元忠 a の 


1(?⑦) の ラプ ラス 変換 を 使い , さら に 式 (4.2.8) を 用 いて 条件 付け を 取 払 う 
と , 次 式 が 容易 に 得 ら れる . 

(4.2.40) ( 々 ) ニュ ー pe-9- の ze 

この 式 は 式 (4.2.32) と 整合 し て いる . 了 (z) は z テ 0 に 集中 し て いる 確率 塊 (1 
ー の ) と の 混合 分 布 で ある こと に 注意 し ょ 5. 


式 (4.2.38) と (4.2.34) に お ける 平均 値 の 表現 に 直接 に 到達 する こと も 可能 で 
ある . た と えば , は , ラン ダム に 選ば れ た 到着 時 刻 # か ら 次 に 実行 すべ き ジ 
† 訳注 同一 の 指数 分 布 に 従う 独立 な 確率 変数 を Xi, 5, .… と 置く . W は 尊 何 分 布 7 に 従う 


離散 的 確率 変数 で ある と し て , i, え ぅ , ... の 尊 何 分 布 7 に 従う 和 を きぐ ニ = ニュ 十 %% 十 …・ 十 
えと 定義 する . 
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ョ ブ に と っ て プロ セッ サ が 使用 可能 に な る 時 刻ま で の 時 間 の 期待 値 と , 時 刻 , 
に 列 内 で 待っ て いた ジョ ブ の 平均 数 に サー ビス 時 間 の 期待 値 を 乗じ し た も の 
と の 和 と し て 表現 する こと が で きる . 明確 に 書く と 次 の よう に な る . 


(4.2.41) =E(S) 十 EE(S,) 
式 (4.2.25) と (4.2.28) を この 式 に 代入 すれ ば 式 (4.2.34) を 得る 1. 


4.2.3.3 リト ル の 公式 (Little's Result) 式 (4.2.30) を 微分 し , 極限 z 一 1 
を 取る と , リト ル の 公式 を 得る サ . すなわち , 


(4.2.42) 久 三 4 叱 


これ は , 平衡 状態 に お ける シス テム 内 の 平均 個数 が 到着 率 と シス テム 内 平均 浴 
留 時 間 の 積 に 等 し いと いう と と を 述べ て いる . また , この 結果 は , 新しい 到着 
が 出会う シス テム 内 の 平均 数 (%) は それ が 退去 に あたっ て 背後 に 残す 平均 数 
4) に 等 し いと いう 保存 原理 を 含ん で いる . 式 (4.2.42) が 成立 する か どう か 
は , とれ まで に 論じ て きた 文脈 の 範囲 を は る か に 超え て , 本 質 的 に は , 長 時 間 
走行 に お ける 到着 率 が 長 時 間 走 行 に お ける 退去 率 に 等 し い 定 常 状態 の 存在 に の 
みみ 依存 し て いる . 特に , この 結果 は , スケ ジュ ー リ ング 規則 また は 到着 過程 の 
どん な 個々 の 性 質 に も 依存 し な い . (3.8 節 を も 見 よ . そこ で は , リト ル の 公 
式 が 決定 性 順序 付け 問題 に 対し て 応用 され て いる .) こ れ ら の 性質 の 詳細 な 証明 
は Little[9] に よっ て 与え られ て いる . 

行列 内 に お ける 個数 に 限定 する と リト ル の 公式 は 次 の よう に な る . 


† に つい て は 式 (4.2.34) を , x。 に つい て は 式 (4.2.25) を 式 (4.2.41) に 代入 すれ ば , 式 (4.2. 
28) で E(S,) に つい て 得 た 表現 を 独立 に 確か め る こと が で きる と いら うら こと に 注意 し よう . 
1 訳注 式 (4.2.80) を 微分 する と , 
G ど ( ヶ ) 
0z 


極限 z 一 1 を 取る と , 左辺 は 


ー [*(4 一 42)] (一 4 


右辺 は 
lim[*(4ー 22)]'( 一 4) = (2 1im[*(s)]) = 2 攻 
を っ 1 s つ 0 


と な る か ら , リト ル の 公式 
を 得る . 
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4.2 待ち 行列 に 関す る 基本 的 結果 
(4.2.43) %。 メア 


興味 深い こと に , 式 (4.2.41) に お ける % に 式 (4.2.43) を 代入 すれ ば , 陸 [ ま た 
は P(z2)] を あら か じ め 知 っ て お か な く て も , 必 に つい て は 解く こと と が で きた の 
で ある と いら と と に 気付 く . 最後 に , 優先 権 の ある 待ち 行列 を 研究 する と き に 
リト ル の 公式 を 個々 の 優先 権 ク ラス へ 適用 する 機会 か ある と いう こと を 注意 し 
で お S ゆ 。 邊 ご では, 汗 ど 交 ば 。 


(4.2.44) 2 三 ML( を 王 1.2, ...) 


付 , 各 ん に 対 し 優先 権 友 の ジョ ブ の 平均 個数 は その 到着 率 を その 平均 待ち 時 
間 に 乗 し た も の に 等 し いと いう こと と を 述べ て いる . 


4.2.4 全 稼 働 期間 分 布 

統計 的 平衡 状態 に お ける M/ で /1 型 待ち 行列 の 全 稼 働 期 間 (busy period) の 
長 さ を 表す 確率 変数 を わ と する . 全 稼 働 期 間 の 分 布 万 (》⑰) = Pr[ の <4j] を 求 
め よ う . 全 稼 働 期間 を 開始 させ る ジョ ブ の 。 が 実行 に z 時 間 単 位 を 必要 と し , 
し か も その 実行 中 に z 個 の 到着 ジョ ブ 万 , 75, .…, 7。 が ある も の と 仮定 する . 
と ころ で, 分 布 万 ⑦) は , カ , の , ..…, 7。 お よび 続い て 到着 する ジョブ の 実行 
順序 か ら は 影響 を 受け な い . そこ で , 次 に 述べ る 規律 を 採用 する こと に する . 
7。 の 完了 後 , 方 を 実行 し さら に シス テム 内 に 残留 する ジョ ブ が の , .…, 
だ け に な る まで 後続 の 到着 ジョ ブ を 実行 する . その 時 点 で , 再び 同様 の や り 方 
で 7 ぉ , .……, の だ けが 残り の ジョ ブ に な る まで /。 と 後続 の 到着 ジョ ブ の 実行 を 
進め る . この 過程 は , 7。 を 実行 し , 引き 続い て 後続 の 到着 ジョブ を も ゃ 実行 し 
て , 最終 的 に シス テム が 再度 空 に な り , 全 稼働 期間 が 終結 する まで 繰り 返さ れ 
る . 
の : は 太 の 実行 開始 か ら 記 ,i の 実行 開始 ま で の 経過 時 間 を 表す も の と する 
(? く ?%). の , は みみ の 実 行 開始 か ら 全 稼 働 期間 の 終了 まで の 時 間 間 隔 を 表す . エ 
と W は , それ ぞ れ の 実行 時 間 と その 間 の 到着 数 を 表す 確率 変数 で ある と す 
る . 多少 な り と も 考え れ ば , の :(1 <? <) は 互い に 独立 な 確率 変数 で あっ て , 
各々 が 全 稼 働 期 間 と 同じ 分 布 を 持っ て いる と いう 解決 の 鍵 に な る 見 解 に 到達 す 
る は ず で ある . こう し て , 7。 が 時 間 単 位 の 実行 時 間 を 必要 と し , し か も こ 
の 時 間 単 位 の 間 に ? 個 の 到着 が 生じ る と いう 条件 が 与え られ た と き , この 条 
件 付 全 稼働 期間 分 布 は 次 の ラプ ラス 変換 を 持つ と いう こと と が 丁 解 さ れる . 
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E(e- の | アニ ァ ルー ァ ) =e-"E(e-"2= ュ 2 
ー @ の [万 キ (5)1? 


ヶ の 間 の ポア ッ ソン 到着 の 個数 と 6 の ナー ビス 時 間 z に 関す る 条件 付け を 取 
除く と , 次 式 を 得る . 


0 


Be の ーー ドー に [g*(D]'e-rgg の ) 


ある い は 
4.2.45) (9) = | we-ed-Mro4dB() 


し た が っ て , 最終 的 に は 次 式 を 得る . 
(4.2.46) 万 *(s) ニー *(s 十 メー 2 万 *(s) ) 


この 関数 方 程 式 は 通常 万 *(s) の 解 を 陽 関数 の 形 で 与え を る よう に 解く こと が で 
き な い に も か か わら ず , モー メン ト は 容易 に 導出 で きる (演習 問題 4.1). な お , 
上 記 の 解析 法 は , LIFO 規律 に 対す る 待ち 時 間 分 布 を 得る た め の 演 習 問題 
4.13 に お いて も 利用 され る . 


4.3 ポア ソン 待ち 行列 に お ける 状態 依存 型 の 到着 と サー ビス 時 間 


平衡 方 程 式 (4.2.6) お よび (4.2.7) は , サー ビス 規律 が サー ビス 時 間 に よ ょ っ て 
影響 を 受け な い 基 本 的 ポア ッ ン 待ち 行列 の 有用 か つ 興 味 ある 幾多 の 変種 に も 適 
応 す る よう に 容易 に 一 般 化 する こと が で きる . 特に , 到着 率 お よび (最大 ) サ ー 
ビス 率 が シス テム 状態 (すなわち , シス テム 内 の 個数 ) の 関数 で ある こと と を 仮定 
し ょ うら . ん と ん は, 待機 中 ある い は 実行 中 の ヵ 個 の ショ ブ プ を シス テム 内 に 
含む と き の 到 着 率 と サー ビス 率 を 表す も の と する . 式 (4.2.4) お よび (4.2.5) を 
求め 直す と 下記 の 式 を 得る . 


(4.3.1) の 。( の ビー 1 の x+1( の aa (4 十 )7。( の 呈 な 1 の 。-1( の (% 1) 
(4.8.2) po(⑦⑰ = an( の 一 40po( の 
対応 する 平衡 方 程 式 は 次 の よう に な る . 


(4.3.8) x+12 の x+1 一 (ん 5 が の 9 の 十 44-i- ュ 0 
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4.8 ポア ッ ン 待ち 行列 に お ける 状態 依存 型 の 到着 と サー ビス 時 間 
(4.3.3) 1 の 1 一 407o 三 0 
式 (4.8.3) と (4.3.4) を 系 統 的 に 解い て 行く と , 次 の よう に な る . 


な な 4 
衝 の 2 の 8 2 
ある い は 
1 
(4.3.5) Z。 ZI 0 (% 1.2, ..。) 


確率 の 総和 は 1 に 等 し いと 置く と と に より 7o を 得る . すなわち , 


4.3.6) =h+ 兄 年 守 に 


#=1 6=1 


以下 で は , 計算 機 へ の 応用 に お いて 意味 の ある いく つか の 例題 を 解く こと に す 
る . 
計算 機 の 操作 に お いて 発生 する 多く の 待ち 合わ せ 過 程 で は , 無制限 に 大 きい 
待ち 合わ せ 設 備 ま た は 記憶 手段 か が ある と いう 仮定 は そう 強く は 支持 で き な い . 
指数 分 布 に 従う と いう 仮定 の 下 で と の よう な シス テム を モデ ル 化 する た め , 単 
ーー サー バ ・ シ ステ ム に お いて 最大 限 個 の ショ ブ ( プ ロ セ ッ サ 内 の 1 個 を 含む ) 
が 収容 で きる と 仮定 し よう . シス テム が 一 杯 (% = ) で ある の を 見 出す 到着 ジ 
ョ ブ は 再度 立 戻る こと と な く 去 る も の と 仮定 する . 次 の 条件 を 指定 する こと に よ ょ 
り 式 (4.3.5) と (4.3.6) の 結果 が 使用 で きる . 


(4.8.7) kg @ く か の) 


_-L0 @% と の 
一 革 (9 古人 。。。 の ) 


これ を 式 (4.3.5) と (4.3.6) に 代入 し 。 = メメ を 用 いる と , 次 の よう に な る . 


(1 一 
(4.8.8) mn ニーロ (=01 の 


この 式 か ら , モー メン ト と 待ち 時 間 が 通常 の 方 法 で 見 出さ れる . 式 (4.3.8) は 
全て の p ヶ > 0 に 対し て 成立 する こと に 注意 し よう . [の o ニ 1 の と き 式 (4.3.8) は 


一 様 分 布 。 = 1/( 十 1) と な る .]4 と の 相 対 的 な 値 が どう で あろ うら と シス 
テム 内 の 個数 は ん で 押さ えら れ て いる の で , の 。 は 全て の (0 < ヵ ヶ く アカ ) お よ 


20 ぢ 


第 4 章 計算 機 に お ける 順序 付け 問題 の 確率 モデ ル 


び 0 ぐ po ぐに 対し て 非 雲 と な る . 

多く の 計算 機 モ デル に 対す る も うぅ う 一 つの 重要 た 制限 条件 は , 有限 入力 源 (Hi- 
nite-souree) の 仮定 に よっ て 表現 され る も の で ある . タイ ムシ ェアリング へ の 
応用 に お いて は 特に , 利用 者 (た と を えば, コン ソ ツール) の 数 が あま り に た 小 で あ 
る か も し れ な い の で , 基本 的 な ポア ソン 到着 機構 に 本 来 付 き 物 の 無限 入力 源 
(infinite-source) の 仮定 は , 現実 の 到着 過程 の 表現 と し て は 谷 弱 な も の に な っ 
て し まう 可能 性 が あろ う . 

(た と えば , 遠隔 ジョブ プ 入力 シス テム (remote job entry system) に お いて )W 
個 の 端末 が 存在 する も る の と し , 一 つの 端末 に お いて ある 一 つの ジョ ブ の 入力 完 
了 時 刻 か ら 次 の ジョ ブ の 入力 完了 時 刻ま で の 経過 時 間 は パラ メー タ 4 の 指数 分 
布 に 従う と 仮定 し よう . 前 と 同様 に 指数 分 市 する サー ビス 時 間 を 仮定 する と , 
次 の よう に し て 式 (4.8.5) と (4.8.6) の 結果 を 用 いる こと が で きる . シス テム 内 
と % 個 の ジョ ブ が 存在 する と き は , 新しい ジョ ブ を 入力 する た め に が パー ヶ x 個 
の 端末 が 使用 可能 で ある か ら , 4, を 次 の よう に 置く こと が で きる . 


人 呈 洒 ye 二 = こ 2 人 Go 選 が ] 
デ 0 (2 > ) 
が 三 ル (% と 1) 
これ を 式 (4.3.5) と (4.3.6) に 代入 し , 。 = 4/ を 用 いる と , 次 の 結果 を 得る . 
『、 1 | 
oo ァ ー (で ー が の 
4.8.1) 内 


2 [W!/( パ ー9!gi] 

次 節 で は と の モデ ル に 再び 戻り , タイ ムシ ェアリング ・ シ ステ ム の 研究 に お 
ける と れ の 利用 を 論じ し る. なお, ここ で 解析 し た 型 の モデ ル が 設定 され た 当初 
の 動機 は , 機械 が 客 で , 修理 工 バ サーバ で ある 機械 保守 の 問題 (machine serv- 
icing problem) の 研究 か ら 出 て いる と いう と と を 述べ て お く . 

最後 の 例 と し て 複数 サー バ (multiserver) (M/M/) ポア ッ ン 型 待ち 行列 を 
考え よう . % 個 の プロセッサ の 存在 と と れ ら の プロ セッ サ が 使用 可能 に な り 
次 第 ジョ ブ を 割当 て る サー ビス 規律 を 仮定 する . 明らか に , シス テム 内 に れ 
(% < w) 個 の ショ ブ し か な けれ ば , 行列 自体 は 空 で ある が , プロ セッ サ の 中 の 
2 個 が 稼働 中 で ある . と こと で の 結果 を 応用 する た め , れ , 。 を 次 の よう 設定 
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し 過信 


(4.8.12) ん ニス メ (% =0.1. 2 .…) 
= (1 くく 22) 
e 72Z (2 2) 


72 個 の プロ セッ サ に 対し て 利用 率 を 新しく / = 4/7x と 定義 する と, 式 (4.3. 
5) と (4.8.6) の 結果 か ら 次 式 が 得 ら れる . 


(xp)”* 


2 70 (% ぐ 7) 
(4.8.18) maー1 
っ To ⑭ 有 と) 
沿 だ し , 
_† (5 の ァ (zo) 1 
IN ー cp + るー ゴ 


モー メン ト は , 直ちに 求め られ る と は いえ , 単純 な 形 の 結果 に は な ら な い . 
4.4 ラウ ンド ロビ ン ・ サ ービス 失 律 


ラウ ンド ロビ ン (RR)・ サ ービス 規律 は 。 タイ ムシ ェアリング ・ シ ステ ュ ょ ム に に 
お いて 使用 され た 最初 の ゃ の の 一 つ で あっ た . それ と いら の も ゃ , 第 一 に その 単 
純 さ の た めで あり , また , それ が より 短い ジョ ブ に 対し て は より 短い 待ち 時 間 
を 与え る と いう 特性 を 有 し て いる か ら で あ る . RR 規律 を 定義 し た 後 で , その 
待ち 時 間 特 性 を 定量 化す る 課題 に 取り 掛か る こと に する . 

RR シス テム を 図 4.4-1 に 示す . そこ で は , 平均 到着 率 々 の ポア ッ ソン 到着 が 
仮定 され る . 任意 の サー ビス 時 間 分 布 を 仮定 し て , ジョ ブ の 順序 付け が 以下 の 


LLTTTLIew 


時 間 量 子 の 割当 て 


(トー⑳) 


図 4.4-1 ラウ ンド ロビ ン ・ シ ステ ム 
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よう ら に 進め られ る . 一 つの ジョ ブ が 実行 の た め に 選択 され る と き に は いつ も そ 
れ は 順序 付け られ た 列 の 先頭 か ら 選 び 出 され て 時 間 量 子 (quantum) また は 時 
間切 片 (time slice) と 呼ば れる 一 定量 の 実行 時 間 を 割当 て られ る . 与え られ た 
時 間 量子 の 大 き さ は 0 時 間 単 位 で ある と する . も し ジョ ブ が 時 間 量子 の 満了 
に 先立っ て 完了 すれ ば , その ジョ ブ は 単に シス テム か ら 退 示す る だ け で あ 
る . も し の 時 間 単 位 後に ジョ ブ が さら に 追加 の 実行 時 間 を 必要 と する な ら ば , 
行列 の 後 尾 に 戻り (フィ ー ド バッ ク さ れ ), 次 の プロ セッ サ 割 当て の 順番 が 回 っ 
て 来る の を 待つ の. この よう に し て 一 つの ジョ ブ は , それ が 必要 と する サー ビス 
に 要する 時 間 量 子 の 数 と 同じ 回 数 だ け 繰 り 返 し て 待ち 行列 を 通過 する こと に な 
る . 新規 の 到着 は , 到着 時 に 行列 の 後 尾 に 単に 加わ る だ け で ある . 

条件 付 待ち 時 間 分 布 の 基本 構造 を 変更 する こと な し に 解析 を 箇 単 化す る た 
め , サー ビス 時 間 は 時 間 量 子 の 大 き さ の 整数 倍 で ある と 仮定 し よう . この と と 
は , 1 回 分 の サー ビス に 1 時 間 量 子 だ け を 割当 て る よう な 他 の 諸 規 律 を 議論 す 
る 際 に も 引 続 い て 仮定 され る . 大 き さ @⑳⑦ の 時 間 間 隔 を 単位 と する (離散 的 ) サ 
ービス 時 間 の 分 布 は , 特に 次 の 幾何 分 布 に よっ て 定義 S れ る も の と する . 


(4.4.1) 7g 王 の (1ーo) (0 くく 1.7 三 1. 2, .…) 


すなわち , 与え られ た ジョ ブ が ? 時 間 量 子 (つま り , 0 時 間 単 位 ) を 必要 と す 
る 確率 は 9: で 与え られる. サー ビス 時 間 分 布 の 1 次 お よび 2 次 の モー メン ト 
は 次 式 で 与え られ る . 

4.4.2) B(S) = GO ニュー 


aa / 
.4.9 (= GO の = イー 


無 記 憶 性 の ゆえ に , 幾 何 分 布 (ある い は , 連続 的 サー ビス 時 間 に 対 する 指数 分 
布 ) の 仮定 は RR シス テム の 解析 に と っ て 本 質 的 で ある . それ と いら の も ゃ も , と 
の 特性 は , 一 つの ジョ ブ が 時 間 量 子 を ーー すでに 受取 っ た 個数 に 関係 な く 一 一 
さら に も う 1 個 必要 と する 確率 は 常に 一 定 で あっ て , その 値 は パラ メー タ 値 
に 他 な ら な いと 述べ る と と を 可能 な らし め る か ら で あ る . 

統計 的 平衡 状態 に ある シス テム へ の ある ラン ダム 到着 を 考え る . この 到着 ジ 
ョ ブ は , シス テム 内 に 7 個 の ジョブ が 存在 し て いる の を 見 出し , し か も それ 
自身 は サー ビス に ん 時 間 量 子 を 必要 と する ジョ ブ で ある と 仮定 し ょ う . 玉 (⑰ 
は , 到着 時 に は シス テム 内 に 7 個 の ショ ブ が 存在 する と いう 条件 を 与え られ た 
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と し て , この 到着 ジョ ブ が シス テム 内 で 費やす 時 間 の 条件 付 期待 値 を 表す も の 
と する . そらす る と , その よう な ジョ ブ の シス テム 内 に お ける 条件 付 待ち 時 間 
は 次 式 の よう に 定義 され る . 


(4.4.4) = 7036) 


ここ と で, 【 ヵ 計 先 。 は RR シス テム 内 の ジョ ブ の 個数 (RR シス テ ュ の 長 さ ) の 定 
常 確率 分 布 で ある !. 今や , 目標 よさ パラ メー タ ん oc, お よび 0 の を 用 いて 中 の 
表現 式 を 作り 出す こと こと で ある . し か し , まず (7 を 算出 し な けれ ば な ら な 
い . 実際 の 所 , こと で の 接近 法 は , 待ち 時 間 を 求め よう と し て いる 到着 ジョ ブ 
に “下げ 札 (tag)′ を 付け , それ を シス テ ュ を 通じ て 追跡 し よう と いう も の で あ 
る . 

を 時 間 量 子 の サー ビス を 必要 と する ジョ ブ は 待ち 行列 を z 回 通過 する は ず で 
ある . すなわち , その よう な ジョ ブ は 待ち 行列 の 後 尾 に を 一 1 回 フィ ー ド バッ 
ク さ れる . 1 回 の 通過 の 長 さ は , その ジョ ブ が 行列 に 加わ る 有 瞬間 か ら そ れ が 次 
に 再び 行列 に 加わ る (また は , その ジョ ブ の 次 の 時 間 量 子 が 最後 の も の で ある 
な らい ば , 退去 する ) 瞬間 まで の 時 間 で ある . この 定義 に 従え ば , 各 通 過 は , 最初 
の 通過 を 除い て , 整数 個 の 時 間 量 子 を 要する 『 サ . 

の (⑦⑰(? = 1, 2, ..…, は , 到着 時 に シス テム 内 に 7 個 の ショ ブ プ が ある と 仮 
定 し て , ? 回 目 の 通過 に 要する 時 間 を 表す 確率 変数 で ある と する . 明らか に 次 
式 が 成り 立つ . 


4.5) 蹴 ⑦ = 放 到 の の ] 


と ころ で , も し 記 (7》 = ニ z(? と 2) な ら ば , (z/0) 一 1 は ? 回 目 の 通過 に 際 し 
下げ 札 付き の ジョ ブ の 前 に ある ジョ ブ の 数 を 表す . (? 十 1) 回目 の 通過 に お い 
て 1 時 間 量 子 を 受け 取る 前 に , これ ら の うら も 平均 する と o[(z/⑳) 一 1] 個 が 戻 
っ て いる は ず で ある (ここ が 幾 何 分 布 の 無 記 憶 性 を 発動 する 所 で ある ). また , 
? 回 目 の 通 過 中 に 平均 する と 4z 個 の 到着 が 生じ る か ら , (? 十 1) 回 目 の 通過 に 
対し て は 次 式 が 成り 立つ . 


BIOa の | が ⑦ = 引 =z0( さ - り リ +o+0 


† 198 頁 の 脚注 を 見 よ . 
†† 訳注 最初 の 通過 で は , 到着 時 点 が 他 の ジョ アブ の 実行 途中 で ある な ら ば , その 時 間 量 子 の 残り 
時 間 は 0 より 小 で ある か ら で あ る . 
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この 式 か ら 次 式 を 得る . 
(4.4.6) EE[Oiir(⑦⑰] = (4 の 0 十 の )E[ の (⑦)] の (1 一) (2 =2, 3, .…:) 


最初 の 通過 で は 7 個 の ショ ブ が 下げ 札 付 き の ジ ョ ブ の 前 に ある と いう 条件 が 
与え られ て いる か ら , 次 式 が 成り立つ . 


(4.4.7) E[Os(⑦⑰] = 29E[7⑦)] 二 @( の 7 十 1) 


簡単 な 帰納 法 に より , EE[ の :(⑦⑰1(8 <? く が に 対し て 次 の よう に た 陽 に 表現 され 
た 式 を 得る こと と が で きる . 
(4.4.8) 


5 ?-2 
Ex⑰] = GO+ の "BI の 1 00ー の ニー エーーー 


式 (4.4.5) に 代入 し 加算 を 実行 する と , 次 式 が 求め られ る . 


4.9 中 の =EI の + ーー ター 
ーー 人 免 =T 

+@| 台 [ の の キー ィ ーー ーー @=1.2…) 
57 し 。 
(4.4.10) cg 三 4 の 十 o 
また , の は と の シス テム の 利用 率 で ある . すなわち も , 
(4.4.11) e = ーー 
これ を 式 (4.4.4) に 代入 し , 次 式 

= ※pB[] 
に 注意 する と , 次 の 結果 を 得る . 
(4.4.12) 
9 &-19 _  p 11 ユ ge 

中 = 呈 ー ッ ー ト |zm+gー ィ ーー | = (>2) 


クタ 7 の 


4.4 ラウ ンド ロビ ン ・ サ ービス 規律 
ここ で , % は 定常 分 布 t? 計 の 平均 で ある . と と ろ が この 分 布 は M/M/1 型 シ ス 
テム に 適用 され る も の と 正確 に 同じ で ある . この と と は , た と えば , 両 シ ステ 
ム に お いて 全 稼 働 期 間 内 の 退去 問 晴 が パラ メー タ o の 幾 何 分 布 を 持つ と いら 
事実 か ら も 納得 する と と が で きる . これ ゆえ に , 式 (4.2.21) に お ける E(S?) 
に 対し て 式 (4.4.3) を 用 いる と , 次 式 を 得る . 


(Q①1 二 の 〆 


さら に , 1 回 目 の 通過 時 間 の 期待 値 に つい て は 次 式 が 成立 する . 
(4.4.14) 碧 =E(O.) 填 0 二 の 


ここ と で, E(Q,) は 到着 時 に (も し 存在 する な ら ば ) 進 行 中 の 時 間 量子 が 終了 する 
まで の 平均 時 間 で ある . 時 間 量 子 は 固定 長 で ある の で , 式 (4.2.28) か ら 世 (⑦,) 

三 /⑳/2 で ある . 名 。 ニ ターp を 使う と 次 式 を 得る . 

(4.4.15) 号 ニ = ニー と o+ ao 
式 (4.4.13) お よび (4.4.15) を 用 いれ ば , は , 式 (4.4.12) に よっ て 完全 に 決 
定 さ れる . 

諸 パ ラメ ー タ 値 を 固定 する な ら ば , 中 の へ の 依存 は , を が 大 きい と き に 
は 1 次 の 項 (を 一 1)0/(1 一 の に よっ て 支配 され る こと が 式 (4.4.12) か ら 容 易 
に みて と れる . さら に , 平均 サー ビス 時 間 @/(1 一 ) を 一 定 値 に 固定 し た ま 
ま , 0⑦ を 零 に 近付け た と き の 式 (4.4.12) の 極限 を 考え る な ら ば , この 1 次 依存 
は 厳密 な も の で ある と いえ る こと を 示 そ う . 

まず , @/(1 一 の ) を 固定 し た まま の を 微小 に する と , ジョ ブ は 一 巡 す る 毎 
に 微小 量 の サー ビス を 受け な が ら 数 多 の 回 数 に わた っ て 循環 する と いう と と に 
注意 し よう . 明らか に , 行列 内 の ジョ ブ の 相対 的 な 位置 は , 〇 を 小さ くす る と 
段々 影響 を 持た な く な る . と うら し て , 極限 0 一 0 に お いて は 幾何 分 布 す る サ 
ービス 時 間 は 同じ 平均 を 持つ 指数 分 布 す る サー ビス 時 間 に な っ て し まい , その 
結果 , シス テム は , 第 3 章 の プロ セッ サ 共 有 方 式 (processor sharing) を 動 的 ス 
ケ ジ ュ ー リ ング 規律 の 下 で 実現 し た も の に 相当 する こと に な る . さら に は っ き 
り 述 べ れ ば , も し ある 時 点 で プロ セッ サ 共 有 (PS) シス テム 内 に 7% 個 の ジョ ブ 
が 存在 する な ら ば , 各々 の ジョ ブ は , プロ セッ サ 独 占 状 態 に ある ジョ ブ が 受け 
る サー ビス の 1/% の 率 で サー ビス を 受け つつ ある と いう こと に な る . 
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式 (4.4.12) か ら 対 応 する 条件 付 待ち 時 間 の 表現 式 を 求め ある た め , サー ビス 必 
要 量 を 7 一 で , また これ に 伴う 平均 待ち 時 間 を 此 ( ひ で 表 そ う . 非 形 式 的 
に 述べ る と , が の を 式 (4.4.12) の に 代入 し , = 24 の /(1 一 o) を 一 定 に 保っ 
た まま の @⑦ を 零 に 近付け て 極限 を 取る . 式 (4.4.12) の 第 2 項 が 極限 に お いて も 
消滅 し な い 唯一 の 項 で ある こと と を 確か め る の は 困難 な こと で は な い . その 結 
果 , 次 式 が 求め られ る . 


7 
1 一 op 


(4.4.16) 屯 ⑫⑩ = 


よっ て , 指数 分 布 に 従う と いう 仮定 の 下 で PS シス テム 内 で 費やさ れる 平均 
時 間 は , 必要 と する サー ビス 量 に 直接 比例 する . 玉 ( ひ は サー ビス 時 間 の 分 散 
に 影響 され な いと いう こと に 特に 注意 し よう . 直観 的 に は , これ は , FIFO シ 
ステ ム に お いて 見 られ た より 長い ジョ ブ が より 短い ジョ ブ を 妨害 する と いう 5 現 
象 を 防ぐ 共 有 方 式 の 特性 か ら 来 て いる . PS お よび HIEO シス テム に お ける 平 
均 の 長 さ (⑫) は 指数 分 布 する 到着 時 間 間 隔 お よ び サ ービス 時 間 の 仮定 の 下 で は 
同じ し で ある . し た が っ て , リト ル の 公式 を 適用 する こと に よっ て 両 シ ステ ム に に 
対す る 平均 (条件 付き で な い ) 待 ち 時 間 も 同 一 に な り , 次 式 の よう に 与え られ る 
こと が 分 る . 


ー_ EE) 
(4.4.17) アニ イー 


ここ で , E(S) は サー ビス 時 間 分 布 の 平均 で あり , p = 42E(S) は 利用 率 で ある . 
PS シス テム 内 で 費やさ れる 平均 時 間 ( 平 均 潮 留 時 間 ) は , いか な る サー ビス 時 
間 分 布 (た だ し , 平均 値 は EE(S) と する ) に 対し て も ゃ も 式 (4.4.17) に よっ て 与え ら 
れる こと が 文献 IL10] で 示さ れ て いる . 

前 節 で 述べ た よう に , 比較 的 に 小数 の 利用 者 端末 を 持つ よう な タイ ムシ ェ ア 
リン グ ・ シ ステ ム に 対す る モデ ル で は 有限 入力 源 を 仮定 する の が より 現実 的 で 
ある . プロ セッ サ 共 有 規 律 の 下 で の 有限 入力 源 シ ステ ム を 4.3 節 の モデ ル を 用 
いて 研究 する こと が で きる . な ぜ か と いう と , 式 (4.8.10) お よび (4.3.11) に お 
ける 結果 は , プロ セッ サ 共 有 規 律 が 全 稼働 期間 内 で の 退去 時 間 間 隔 の 分 布 ( 指 
数 分 布 ) を 変え た て し まう 訳 で は な い の で , この よう な 目的 に 対し て も 依然 有効 
で ある か ら で あ る . 有限 入力 源 タ イム シェ アリ ング ・ モ デル が と れ ら の シス テ 
ム を 代表 し て いる と いう 見 方 か ら , シス テム 内 に お ける 平均 滞留 時 間 は し ば し 
ば 平均 応答 時 間 (mean response time) と 呼ば れ , 一 方 , 前 の 要求 (request) に 
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対す る サー ビス が 完了 し た 時 点 か ら 新 し い 要 求 が 生成 され る まで の 時 間 は 思考 
時 間 (think time) と 呼ば れる . 

平均 応答 時 間 史 は 次 の 論法 を 用 いて 容易 に 算出 され る . 平均 思考 時 間 は 各 
端末 に 対し て 1/4 で ある か ら , ある 利用 者 の シス テム 内 滝 留 時 間 の (平均 の ) 割 
合 は 玉 /( 玉 十 1/ の で 与え られ る . それ ゆえ , シス テム に よっ て 処理 中 の 利用 
者 の 平均 数 は 次 の よう に 書く こと が で きる 。. 


玉 


(4.4.18) 7 三 V 密 4 


式 (4.4.18) を 式 (4.3.11) の 分 布 か ら 計算 され る 平均 に 等 し いと 置く と 次 の よう 
に た なる. 


玉 WI 
が アキ ー 7 か この 3 ター1 7 
た だ し , 
y MI = 
(4.4.19) Z0 三 記 2 アー15 り 


玉 に つい て 解け ば , 決ま りき っ た 代数 演算 を 多少 行っ た 後に 次 の 結果 が 得 ら 
れる . 


WQ/ め 
1 一 Z0 


(4.4.20) = ー テ 

これ まで の タイ ムシ ェアリング 解析 の 主要 な 短所 は , プロ セッ サ か ら 一 つの 
ジョ ブ を 取り 除い て 次 に 実行 する べき ジョ ブ を 搭載 (load) す る 切換 え 機 構 に よ 
っ て 一 般 的 に 生じる 費用 (時 間 遅 れ ) を 考慮 に 入れ な か っ た と い 5 欠 陥 が あっ た 
こと で ある . その よう な 費用 は , 実行 中 の 全て の プロ グラ ム を 記憶 する か ある 
い は 少な く と も 入 / 出 力 と 実行 の 高 多重 度 の 並行 化 (overlapping) を 保証 する の 
に 十分 な 主 記憶 が 存在 する よう な シス テム に お いて の みみ 無視 で きる で あろ う . 
この 時 間 遅 れ を 包含 する た め の 一 つの 平凡 で は ある が 近似 的 な 技法 は , この い 
わ ゆ る プロ グラ ム メ 交 換 ( ス ワッ ピン グ , swapping) に よる 時 間 遅 れ に 当たる 一 
定 の 初期 時 間 間 隔 を 時 間 量 子 が 常に 含む と 仮定 する こと で ある . この 技法 に 近 
似 性 を 間 す 一 つの 原因 は , シス テム 内 に 唯一 つの ジョ ブ が 存在 し て いる 間 は こと 
の ジョ ブ が 実行 の 最 中 に 主 記憶 か ら 外 へ 転送 され た り ま た 主 記憶 内 へ 転送 され 
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た りす る と 仮定 する こと は 本 来 で き な い と いう 事実 に ある . 明らか に , この 近 
似 の 精度 は , シス テム に 対す る (2 に よっ て 測 ら れる よう な ) 直 要 が 増加 する に 
つれ て 高く な る . 交換 の 費用 を 考慮 に 入れ る この 方 法 を 用 いる と, 数 学 的 モデ 
ル に 対し て ここ で 計算 し た 結果 と 観測 値 と が 非常 に よく 一 致す る と と が 汎用 タ 
イム シェ アリ ング ・ シ ステ ム に つい て 行わ れ た 実験 で 示さ れ て いる [11] . 

近似 性 の も う 一 つの 原因 が , 交換 時 間 を 一 定 値 に 固定 する と いう 仮定 に 潜ん 
で いる . し か し な が ら , 一 定 値 の 交換 時 間 と いら 仮定 は , プロ セス の 交換 に 要 
する 時 間 の 支配 的 な 部 分 を 準 一 定 値 (near-constant) で ある 探索 時 間 が 占め る 
よう な ディ スク 装置 , また は 同様 な 回 転 待ち 時 間 を 持つ ドラ ム 装 置 を 補助 記憶 
と する よう な シス テム に 対し て は 使用 に 寺 え る 近似 を 交 す は ず で ある 1!. この 
よう な シス テム に 関す る さら に 詳細 な 事柄 に つい て は 第 5 章 で 議論 する と と に 
3 の 

上 述 し た 二 つ の 原因 に 基づく 近似 性 を 排除 し て 交換 時 間 の 精密 な モデ ル 化 を 
行う と , 必然 的 に マル ュ フ 性 を 持た な い 待 合わ せ 過 程 に 行き 着い て し まう . こ 
の よう な 一 般 モ デル へ の 接近 法 は いずれ も , 4.2 節 で 行わ れ た 解析 と 同様 に , 
マル ュ フ 連鎖 の 理論 の 応用 か ら 成 っ て いる . 一 つの マル ュ フ 連鎖 は , 併発 する 
交換 に 要する 時 間 を も 含ん で , 各 時 間 量子 内 で サー ビス を 受け た 直後 の 時 点 で 
定義 むす る こと と に よっ て 得 ら れる . 有限 入力 源 そ デル の 場合 に は 有限 マル ュ フ 連 
鎖 と な る こと を 注意 し て お く . し た が っ て , 定常 確率 分 布 は , 1 段 札 移 確率 で 
定式 化 され る 行列 (た だ し , 大 次 元 行列 と な る 可能 性 が ある ) の 逆行 列 を 取る こ 
と に より 常に 求め ある こと と が で きる . し か し , 一 般 に は , この よう な マル ュ フ 連 
鎖 に よる 有限 入力 源 そ モデ ル へ の 接近 法 は 直接 に は 解釈 し 難い よう な 厄介 な 待ち 
時 間 に つ いて の 結果 を 導出 し が ち で ある . そう は いう ら ゃ の の , 他方 で は , 効率 
的 な 計算 方 法 も 開発 され つつ ある . 当然 の と と な が ら , 数 値 的 研究 は シス テム 
の 振舞 の さら に 現実 的 な 記述 を 得る こと を 指向 し て いる . 

無限 入力 源 RR シス テム に 対す る 条件 付 待 ち 時 間 ( の 期待 値 ) は , 離散 時 間 
モデ ル ( す な わ ち も, 到着 時 間 間 隔 と サー ビス 時 間 は いずれ も 尊 何 分 布 に 従う ) を 
用 いる とこ と に より Kleinrock [12] が 初め て 求め た の で ある が , 本 節 で の 解析 は , 
連続 時 間 に お ける RR モデ ル に 対し て 文献 [13, 141 が 用 いた 取扱 い 方 に より 近 
い 扱い 方 を し て いる . プロ セッ サ 共 有 方 式 に 対す る 結果 は , RR 方 式 に 対す 
る 上 記 の 結果 の 極限 と し て 得 ら れ た [13, 14, 15] の で ある が , RR シス テム 


† 訳注 特に 回 転 待ち 時 間 に つ いて は , 少数 回 .、 た と えば 1 回 の 回 転 待 も 時間 を 準 一 定 値 と は と 
て も 考え られ な い . し か し , 1 個 の プロ グラ ム の 搭載 に ある 程度 多数 回 の 読込 み 操作 が 必要 で 
ある 場合 を 想定 する な ら ば , 大 数 の 法則 に よっ て 人 準 一 定 値 と 見 な せよ う . 
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[16] お よび プロ セッ サ 共 有 シ ステ ム [17] に 対し て 条件 付 待 ち 時 間 の 完全 な 分 布 
(実際 は , その ラプ ラス 変換 ) が 決定 され た と いう こと と は 注目 に 値する . (交換 時 
間 に 関 する パラ メー タ を 含む ) 有 限 入力 源 RR モデ ル に 対す る 条件 付 待 ち 時 間 
は , Coffman [18], お よび Krishnamoorthi と Wood [19] に よっ て 最初 に 求 
め ら れ た . 上 記 の 諸 論 文 の 出現 以後 , 数 多く の 文献 が RR シス テム と その 変 
形 を 取扱 っ て いる . 本 節 で 言及 し た 文献 以外 の 参考 文献 に 対し て も 興味 を 持つ 
読者 は McKinney [20] に よる 概観 を 参照 する と よい で あろ う . 


4.5 横取り 割込み 不可 の 優先 権 待 ち 行列 


本 人 節 で は , ジョ ブ に 付与 され て いる 優先 権 に 基づい て 優遇 処置 を 取る システ 
ム を 考察 する こと に する . ジョ ブ の 優先 権 は , 到着 時 に 定め られ る 整数 で 表示 
され る と 仮定 する . また , 今後 番目 の 優先 権 ク ラス と いう と き は , それ は 
優先 権 ん (ん = 1, 2, ...) を 持つ ジョ ブ の クラ ス を 指す こと に する . 多く の 文献 
で 行わ れ て いる 習慣 こ な ら っ て , ある ジョ ブ が 他 の ある ジョ ブ よ り も ゃ 高い 優先 
権 を 持つ の は , 前 者 が より 小さ い 整数 で 表示 され る 優先 権 ク ラス に 属す る と き 
で ある と 定め よう . 

研究 の 対象 と な る 優先 権 待ち 行列 シス テム は 図 4.5-1 に 示さ れ て いる . 図 で 
は , 異な っ た 高 さ に 位置 する よう に 描か れ た 待ち 行列 が それ ぞ れ 異な っ た 優先 
権 ク ラス に 対応 し て いる !. サー ビス 規律 は , ある ジョ ブ が 完了 し た と き に は , 
必ず 次 に , 最高 優先 権 の (すなわち , 空 で な く , し か ゃ 最も 下位 に 位置 する ) 


4.5-1 横取り 割込み 不可 の 優先 権 待 ち 行列 


† 訳注 最 下位 に 描か れ た 待ち 行列 が 優先 権 1 の クラ ス に 対応 し , 下 か らん 番目 の 位置 の 待ち 行 
列 は 優先 権 《 を の クラ ス に 対応 する . 優先 権 《 の クラ ス に 対応 する 待ち 行列 を キレ ベル z の 待ち 
行列 と も いう . 
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待ち 行列 の 先頭 に ある ジョ ブ に プロ セッ サ を 割当 て よう と する よう に 働く と 仮 
定 す る . 一 度 あ る ジョ ブ の 処理 が プロ セッ サ 上 で 開始 され た な ら ば , その 処理 
は 完了 する に 到 る まで 走る こと が 許さ れ て いる . つま り , サー ビス 規律 は 横 取 
り 割 込み 不可 で ある . 異な る 優先 権 ク ラス の 各々 に 対し て 独立 な ポア ソン 到着 
を 仮定 する . zz =1, 2, .……) 番 目 の ク ラス の 到着 率 は ん で ある と する . 各 優 
先 権 ク ラス に は 任意 の 互い に 異な り 得 る サー ビス 時 間 分 布 が 対応 し て いる も の 
と する . 番目 の クラ ス に 対す る 分 布 の ? 次 の モー メン ト は EE(S) で 表す こと 
と に する . [な お , いつ も の よう に E(S) = E(S) と 置く .] 


さて , 統計 的 平衡 状態 に お ける ん 番目 の 待ち 行列 へ の ラン ダム 到着 の 平均 
待ち 時 間 を 考え よう . サー ビス 規律 の 定義 ね か ら ま ず 次 の 式 が 成り 立つ . 
(4.5.1) 下 =, 土 E(S) 


た だ し , 了 , は 優先 権 を の ジョ ブ の 行列 に お ける 平均 待ち 時 間 で ある . そこ 
で , 次 に , の 表現 式 を 見 出す こと に する . 

(2 三 1. 2 ..…) は , ある 優先 権 を の ジョ ブ ( 前 と 同様 に これ を 下げ 札 付き 
の ジョ ブ と 呼ぶ ) が 到着 時 (に レベ ル ? の 待ち 行列 内 に 見 出す ジョ ブ の 個数 で あ 
る と する . 下げ 札 付き の ジョ ブ の 処理 は , レベ ル 1 か ら まで の 待ち 行列 内 
(に ある ジョ ブ , すなわち , 同等 以上 の 優先 権 を 持つ ジョ ブ の 全て が 完了 し て し 
まう まで は 開始 で き な い こと と が 明らか で ある . それ だ け に 止ま ら ず , 下げ 札 付 
き の ジ ョ ブ は , その 待ち も 時間 内 に 到着 する 優先 権 1 か らん 一 1 まで の ジョ ブ 
の 全て の 完了 を も 待た な けれ ば な ら な い . 了 , の 計算 の た め , 下げ 札 付き の ジ 
ョ ブ の 到着 時 に は シス テム 内 に 既に 存在 し て いて 先 に 実行 され な けれ ば な ら な 
い 優先 権 1 か らん を まで の ジョ ブ が 全部 で 7xm 十 zs 十 …・ 十 xx 個 あ る と し , し 
か も これ ら を まとめ て 最初 に 実行 し て し まう と 仮定 し よう . これ に 要する 時 間 
間隔 の 期待 値 を VY% と する . これ に 続い て , 下げ 札 付き の ジョ ブ が 行列 内 に あ 
る 間 に 到 着 す る 優先 権 よ り 高い ショ ブ の 全て を プロ セッ サ が 実行 する の に 要 す 
る 時 間 間 隔 の 期待 値 を " ヵ 』 で 表す . 了 , を 次 式 の よう に 三 つ の 要素 に 分 け て 書 
べく と が で きる 。 


(4.5.2) =E(S) 寺 二 ア 
た だ し , BE(S,) は , 到着 時 刻 に プロ セッ サ 上 に あっ た ジョ ブ の 実行 時 間 の 残余 
の 平均 で あり , 式 (4.2.29) に より 次 式 の よう に 与え られ る . 


5.3) BE(S) ニテ % BS の 


を =1 
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式 (4.5.2) は , 下げ 札 付き の ジョ ブ が 完了 を 待た な けれ ば な ら な い 一 連 の 処理 
時 間 の 並べ 換え に 基づい て 立て られ て いる けれ ども , そ うす る こと の 妥 当 性 は , 
到着 過程 が ポア ソン 的 で あっ て , サー ビス 機構 と シス テム の 状態 に は 独立 で あ 
る と いう 事実 に 存する . 定義 に 従え ば , 
4.5.4 = 劣 E(eDB(S) 


が 成立 する . pi: = 4EB(S:) と 置き を , リト ル の 公式 を 最初 の を レベ ル の 待ち 行列 
に 適用 する と, 次 式 が 得 ら れる . 


4 ぁ 
(4.5.5) セー る 4P 記 (⑮ り 三 る Pi 


一 方 , 下げ 札 付 き の ジ ョ ブ が 行列 内 に 滞留 し て いる 間 に 到 着 する 優先 権 ? の ジ 
ョ ブ の 平均 個数 は 4 な PL で ある か ら , 


4.5.6) = PR(S) = 
を 得る . 式 (4.5.5) と (4.5.6) を 式 (4.5.2) に 代入 する と , 次 式 が 得 ら れる . 
必 , = E(S,) 十 敵 Pi 十 電 4 
すなわち , 
E(S.) 十 メ pgP: 
(4.5.7) 1 ーーーーー ェ ーー 一 
0 
EB(S.) に 対し て 式 (4.5.8) を 用 いる と , 式 (4.5.7) の 解 は 次 式 で 与え られ る と と 


が 帰納 法 に より 容易 に 示さ れる . 


品 4E(S め 


(4.5.8) 5 二 記 ロ ー5 
Ray 
(4.5.9) 析 呈 2 が 


27Z 


第 4 章 計算 機 に お ける 順序 付け 問題 の 確率 そ モデ ル 


以上 の 結果 を 最初 に 導出 し た の は Cobham [21] で ある . な お , 横取り 割込み 
不可 の 優先 権 待ち 行列 に 対す る 待ち 時 間 分 布 の ラプ ラス 変換 が Kesten と Run- 
nenberg [22] に よっ て 最初 に 得 ら れ て いる . 

横取り 割込み 不可 の 優先 権 待 ち 行列 に 対す る 上 述 の 結果 を 利用 する と , いわ 
ゆる 最短 処理 時 間 (shortest-processing-time, SPT) 規律 に 対す る 類似 の 結果 
が か なり 簡単 に 得 ら れる . この 規律 は , ジョ ブ の 実行 時 間 を 到着 の 時 点 で 予知 
で きる と 仮定 し て いる . この SPT 規律 の 下 で は , プロ セッ サ が ある 一 つの ジ 
ョ ブ の 実行 を 完了 する と , 必ず , 待機 中 の ジ ショプ ブ (存在 する な ら ば ) の 中 で 最小 
の 実行 時 間 を 持つ も の の 一 つが 次 に 実行 され る ジョ ブ と な る . 

平均 待ち 時 間 を 求め る た め に , ひと まず , 離散 的 サー ビス 時 間 を 仮定 し て 問 
題 を 単純 化し よう . ジョ ブ が 実行 に 7⑦ 単位 の 時 間 を 要する 確率 は 9:? =1. 
2, ..) で ある と し て , と の サー ビス 時 間 分 布 の ? 次 の モー メン ト を 前 と 同様 に 
E(S り (? ニ 1. 2, .……) で 表す . シス テム へ の ジョ ブ の 総 到着 率 を 4 で 表す と , 実 
行 に 時 間 量子 を 必要 と する ジョ ブ の 到着 率 は 49。 で ある . 定常 確率 分 布 に 
従っ て ポア ソン 過程 を いく つか の 支流 過程 に 分 解す る と , 互い に 独立 な ポア ツ ソ 
ン 過程 が 生 じ る (4.1.2 節 参照 ) か ら , 図 4.5-1 に お いて ん 49x と 置け ば , 
SPT シス テム が 表現 され る こと に な る . 49z と 3049: を それ ぞ れ ん と pi に 代 
入 す る と , 式 (4.5.8) か ら , 時 間 量子 を 要する ジョ ブ の 行列 内 に お ける 平均 
待ち 時 間 が 次 の 通り 得 ら れる . 


包 (S?) 
(4.5.10) ニラ ロー 2))1ー 78)) 
7 江 し 。 
G.5.1) 訪 ③) = 


連続 的 サー ビス 時 間 分 布 ア (z) に 対す る 結果 は , 非 形式 的 に 述べ る な らぶ ば , 
次 の よう に し て 求め られる. (指数 分 布 を 離散 化し た も の が 幾 何 分 布 で ある の 
と 同じ 意味 で )9: は ぢ (?) を 離散 化し て 得 た 確率 塊 関数 で ある と 考え , と の 条 
件 の 下 で 時 間 量子 の 大 き さ 0⑦ を 微小 に する とこ と に よっ て 求め る . 前 節 の プロ 
セッ サ 共 有 の 場合 と 同様 に , 式 (4.5.10) の 極限 (0 一 0) を 取る と , 実行 時 間 が 
7 で ある ジョ ブ の 行列 内 に お ける 条件 付 待ち 時 間 (Phipps [23] の 結果 ) が 次 の 通 
り 得 られ る . 
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2E(S) 


(4.5.12) (の = 7 


4.6 最短 経過 時 間 規 筆 


本 委 で は , タイ ムシ ェアリング ・ ア ル ゴ リ ズム の 研究 を , ジョ ブ の 走行 時 間 
は あら か じ め 知 る と と が で き な い と いう 仮定 の 下 で 続け る こと と に し よう . 4.4 
侵 で 述べ た RR 規律 と 並ん で , 実行 時 間 の 短い ジョ ブ を 厚遇 する も う 一 つの 
手段 で ある いわ ゆる 最短 経過 時 間 (shortest-elapsed-time, SET) 規 律 の 本 散 
版 が 研究 され て いる . 

図 4.6-1 に は 離散 的 SET 規律 を 用 いる シス テム が 示さ れ て いる . 図 4.6-1 
の 構造 と 下記 の 定義 ム から, 離散 的 SET 規律 は , 多 レ ベル ・ フ ィ ー ド バッ ク 型 
待ち 行列 規律 (multiple-level, feedback queueing discipline) と も 呼ば れ て い 
る . 特に 本 人 節 で 解析 を 行う た め に 選ん だ シス テム で は , ジョ ブ は , 速度 (到着 
率 )4 の ポア ソン 流れ を 形成 し て 到着 し , 離散 的 で は ある が 他 の 点 で は 一 般 の 
確率 分 布 に 従う サー ビス 時 間 を 伴う と いう こと が 仮定 され て いる . 前 と 同じ く 


ブロ セツ サ 


4.6-1 離散 的 SET シス テム 
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7(? 王 1, 2, ..…) は ジョ ブ が 実行 に 4⑳ 単位 の 時 間 を 要する 確率 を 表し , で ( め ) 
三 2 の: は その 累積 分 布 関数 を 表す . 

サー ビス 規律 の 一 般 的 な 記述 は 以下 の 通り で ある . プロ セッ サ が ある 与え ら 
れ た ジョ ブ に 割当 て られ た 時 間 量子 を 終了 し た と き , 現在 待機 中 の 全て の ジョ 
ブ の 中 で 最小 数 の 時 間 量 子 し か 受取 っ て いな か っ た も の が 次 の 1 時 間 量 子 を 割 
当て る ジョ ブ と し て 選ば れる . も し も 互角 の ショ ブ が いく つか 存在 する な ら 
ば , その 中 で 最も 早期 に 到着 し た も の が 選ば れる . この 規律 は , 既に ん 一 1 
個 の 時 間 量 子 を 受取 りさ ら に た 個 目 の 時 間 量 子 を 受取 る た め に 待機 中 の ジョ 
ブ の 集合 (を = 1, 2, .……) を , 単に , レベ ル ん の 待ち 行列 (優先 権 《 の クラ ス ) 
に 対応 させ る こと と に よっ て , 図 4.6-1 に 示さ れ た 優先 権 待 ち 行列 に 帰着 させ て 
考察 する こと が で きる . レベ ルル に ある ジョ ブ は , レベ ル 1 か ら レベ ルル 一 
1 まで の 待ち 行列 が 全て 空 で な けれ ば 新た に 時 間 量 子 を 割当 て られ て 実行 を 再 
開 す る こと が で き な い . ジョ ブ が 割当 て られ た ん 個 目 の 時 間 量 子 を 終了 し た 
と き , その ジョ ブ は , 全て の 処理 を 完了 し た た め に シス テム か ら 退 去 する か , 
ある い は さら に ん た 十 1 個 目 の 時 間 量子 の 割当 て を 受け る ため に レベ ル ん 十 1 
の 待ち 行列 の 後 尾 に 付く か の いずれ か で ある . 

RR 規律 と SET 規律 の 大 ま か な 比 較 に よっ て , 前 者 より も 後者 の 方 が , 長 
時 間 ジ ョ ブ プ に は さら に 長 時 間 待つ と いう 犠牲 を 払わ せる で あろ うけ れ ど も , 短 
時 間 ジ ョ ブ に 対し て は も っ と 短 時 間 の 待ち で 実行 を 完了 せしめ る と いう 優遇 措 
置 を 取っ て いる で あろ うと と が あら か じ め 知 られ る . そこ で, 待ち 時 間 の 比較 
を 明確 に 行え る よう に する た め , 以下 で は SET 規律 に 対す る 結果 を 求め る こ 
と に する . 実行 に 時間 量子 を 必要 と する ラン ダム 到着 の 平均 待ち 時 間 に つ 
いて , まず , 次 式 の よう に 書く こと と が で きる . 

(4.6.1) ニル 十 を の 

Y, を 計算 する た め に , これ を 次 の よう 人 分 解す る . 

(4.6.2) 1/ 王 三 / 和 を 当 ん 

た だ し , ザ 7, と 本 を 以下 の よう に 定義 する. * は , 到着 時 に 進行 中 で あっ 
た 時 間 量 子 を まず 完了 させ , さら に 到着 時 に 既に シス テム 内 に あっ た ジョ ブ の 
z 時 間 量子 まで の 実行 を 完了 する の に 要する 平均 の 時 間 で ある . すなわち , 
。 は, 進行 の 途中 に あっ た ジョ ブ を ひと まず 終ら せる まで に 要する 時 間 の 平 
均 と 到着 時 に レベ ル 1 か らん まで の 待ち 行列 中 に あっ た 全て の ジョ ブ に サー 
ビス を 施す の に 要する 時 間 の 平均 の 和 で ある . 
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次 に , 本 節 で 利用 する 優先 権 規 律 に よれ ば , 新 到 着 者 (下げ 札 付き の ジョ ブ ) 
が 行列 内 で 待ち も つつ ある か また は 最初 の z 一 1 時 間 量子 を 受取 りつ つ あ る 間 
に 到着 する ジョ ブ は 全て , (下げ 札 付き の ジョ ブ が 最後 (z 個 目 ) の 時 間 量子 を 
割当 て られ る まで に ) 最 大 を 一 1 時 間 量 子 ま で の 実行 時 間 を 割当 て られ て し ま 
わな けれ ば な ら な い . すなわち , その よう な ジョ ブ が (ーー 1)0 単位 を 超え る 
実行 時 間 を 必要 と する と き は , レベ ル ん た の 待ち 行列 へ 昇り , 下げ 札 付き の ジ 
ョ ブ の 背後 に 付か な けれ ば な ら な い . この よう な その 後 の 到着 者 に よっ て 必要 
と され る 上 述 の 実行 時 間 の 総量 の 平均 値 を ”, と 定義 する . 

と ころ で , どの 1 個 の ジョ ブ に も zzO 単位 (供給 限度 ) ま で の プロ セッ サ 時 
間 を 割当 て る と 仮定 し よう . この 条件 の 下 で 1 個 の ジョ ブ が 実行 の た め に 消費 
する プロ セッ サ 時 間 の 平均 値 を Ez(S) で 表す と , Ez(S) に つい て 次 式 が 成り 
が づつ 、 


(4.6.8) E。(S) = | G9)9: + OL 一 @(%)] 


後 の 使用 の た め に 2 次 の モー メン ト を 書い て お く と , 


Ba(S2 = (G⑳) 宏 二 (wO%L 一 @(%)] 
これ を 用 いる と , ", の 定義 か ら 直 ち に 次 式 が 得 ら れる . 
(4.6.?) Yz 三 4[ 下 十 (&% 一 1] 到 -1(S) 


。 を 計算 する 問題 を 箇 単 に する た め , シス テム を 次 の よう に 修正 し よう . 
すなわち , 第 1 の 待ち 行列 レベ ル で サー ビス され る ジョ ブ に は 最大 zO 単位 ま 
で 実行 時 間 を 割当 て , も っ と 高 レ ベル で サー ビス され る も の に は , 1 時 間 量子 
の サー ビス を 割当 て る よう な SET シス テム の 修正 版 を 考え る !. こと の 新 シ ス 
テム を 修正 SET シス テム と 呼ぶ と と に する ( 図 4.6-2 参照 )、 実行 に ん 時 間 量 
子 を 必要 と する ジョ ブ に と っ て , この ジョ ブ が 新 シ ステ ム の レベ ル 1 の 待ち 行 
列 内 で 消費 する 時 間 の 平均 は 正 に %。 すなわち , 旧 シ ステ ム に お いて 到着 時 
に 存在 し た ジョ ブ ( 実 行 途 中 の ジョ プ と レベ ル 1 か らん まで の 待ち 行列 中 に あ 
っ た ジョ ブ ) が 最大 限 を 時 間 量 子 を 受取 っ て し まう の を 待つ の に 要する 時 間 の 
平均 に 等 し いこ と に 注目 し よう . さて , 修正 SET シス テム で は 次 の 式 が 成立 


† 訳注 この 修正 版 に お ける レベ ル w(w と 2) の 待ち 行列 は 元 の シス テム の レベ ル を 十 w 一 1 
の 待ち 行列 に 対応 する . 
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ん の 割当 て プロ セツ サ 


図 4.6-2 修正 SET シス テム 
する . 
(4.6.5) 。ー EE(S,) 二 Ex(S) 
た だ し , ゼ (8,) は 到着 時 に 進行 の 途上 に あっ た サー ビス を まず 完了 する の に 要 
する 時 間 の 平均 で あり , が 1 は 到着 時 に 新 シ ステ ム に お ける レベ ル 1 の 待ち 行 


列 中 に あっ た ジョ ブ の 平均 数 で ある . リト ル の 公式 を 使う と 次 式 の よう に な 
る . 


(4.6.6) = テア (8) 十 47Ez(S) 
すなわち , 
(4.6.7) 1/ 二 ar 


EZ(S,) の 計算 は , 修正 SBT シス テム で は 実行 中 の サー ビス に は 二 つ の クラ ス 
が ある こと を 考慮 し て 行わ な けれ ば な ら な い . すなわち 一 つ は , レベ ル 1 の 待 
ち 行 列 で の 待機 が 終了 し , z 単位 の 時 間 を 割当 て られ て 実行 の 途上 に ある ジ 
ョ ブ に 対す る サー ビス で あり , 他 の 一 つ は , 高 レ ベル の 待ち 行列 で の 待機 が 終 
わり , 1 時 間 量 子 の 割当 て を 受け て 実行 の 途上 に ある ジョ ブ に 対す る サー ビス 
で ある . 新 シ ステ ム に お ける レベ ル 1 の 待ち 行列 へ の 到着 率 は 単に 4 で ある 
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が , レベ ル 2? 三 2, 3, .……) の 待ち 行列 へ の 到着 率 々 : は (を 十 ? 一 1)0 単位 以 
上 の 実行 時 間 を 必要 と する 到着 ジョ ブ の 割合 に よっ て 定まる . すなわち も , 
6&L6.8) 基 ニ 4 叶 =2 ル ーg& キ ャ ー51 G 三 2 。….) 


と ころ で , レベ ル 1 の 待ち 行列 に 対す る 到着 過程 は ポア ソン 的 で ある けれ ど 
も , も っ と 高 レ ベル の 待ち 行列 へ の 到着 は ポア ッ ン 過程 を 形成 し な い . ( 高 レ 
ベル の 待ち 行列 へ の 到着 は プロ セッ サ の 全 稼 働 期 間 内 に お いて の み 生 じ る こと 
に 注意 し よう .) そ れ に も か か わら ず , 下げ 札 付き の ジョ ブ は ラン ダム な ( す な 
わ ち , ポア ソン 的 な ) 到 着 で ある と い う 仮 定 に よっ て , 式 (4.2.29) に 到 る 議論 
は 依然 と し て 有効 で ある !. し た が っ て , 次 式 が 成立 する こと に な る . 


4.6.9) 包 (S.) ニ る RS9+ の ロー@6+| 
式 (4.6.7) と (4.6.4) を 式 (4.6.2) に 代入 する と 次 式 を 得る . 


3.6.10) = の の キイ ーー 


ュー 計 ) 土 4Bz-i(S)(& 一 1)0 


攻 に つい て この 式 を 解き , さら に 式 (4.6.9) を 用 いる と , 選 , に 関す る 最終 結 
果 が 得 ら れる . 
(4.6.11) 


ma(9+ の ロー の 1| 6 
ほら ーー 下っ ⑨1h ー 9] ユー 好 9 "09 


式 (4.6.1) を 用 いる と , 中 に 対す る 結果 が 得 ら れる . 
(4.6.12) 


mey+ の ま n-e の | 4_no 
= ロー 皿 1 ローBk③1 「 ュー 字 9) 「 9 


サー ビス 時 間 分 布 が 連続 的 で ある と 仮定 され る 基本 SET 規律 1 に 対す る 結 
果 は , サー ビス 時 間 分 布 を (z) と 置き , ? 王 2 を 固定 し た まま 極限 Q つ 0 


† 最短 残存 処理 時 間 規 律 に つい て 考察 する 次 節 に お いて も 同様 の 見 方 を する , この 見 方 の 厳密 な 
証明 は 文献 [81 に 見 られ る , 
†† 訳注 離散 版 で な い 本 来 の 連続 版 SET 規律 を 基本 SET 規律 と 呼ん で いる . 
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を 取る と と に より 式 (4.6.12) か ら 容 易 に 得 ら れる . 特に , 7 時 間 単 位 の サー ビ 
ス を 必要 と する ジョ ブ の シス テム 内 に お ける 待ち 時 間 の 平均 は 次 式 で 与え られ 
る 1. 


4② | 了 ) 98(?) で [1 一 8 の] | 
1- ガ ag の - xnーg(9]| 


(4.6.13) 玉 ( の = 


0 
1 ル z7g(z) 一 7[1 一 (の ] 


式 (4.6.11) と (4.6.12) の 結果 は , レベ ル 毎 に 任意 の 大 き さ の 時 間 量 子 を 仮定 し 
た と き の 待 ち 時 間 分 布 の ラプ ラス 変換 と 一 緒 に Sehrage [24] に よっ て 得 ら れ 
流 

前 述 し た よう に , SRT 規律 に よれ ば , 常に , 最小 の 実行 時 間 し か 受取 っ て 
いな い ジ ョ ブ に プロ セッ サ が 割当 て られ る . さら に , SET 規律 に 従え ば , 互 
角 の ジョ ブ が 存在 する 場合 に は , 最小 の 実行 時 間 し か 受取 っ て いな いそ の よう 
な ジョ ブ の 集合 が 4.4 節 で 議論 し た プロ セッ サ 共 有 モ ー ド で プロ セッ サ を 共用 
し な けれ ば な ら な い . また , 新しい 到着 は , 常に . その と きま で プロ セッ サ を 
共有 し て いた ジョ ブ の 集合 を 排除 し て プロ セッ サ を 独占 する . この 新 到着 者 は 
下記 の 三 つ の 事象 の いずれ か が 発生 する まで プロ セッ サ を 占有 し 続け る . す な 
わ ち , 1) 自身 が 退去 する か , 2) 次 の 到着 者 が 出現 する か , ある い は , 3) 到着 時 
に 割 込 ん で 排除 し た ジョ ブ の それ ぞ れ が 既に 受取 っ た 量 と 等 し い 量 の サー ビス 
を 取得 する . 3) の 事象 が 発生 し た 後 は , 到着 時 に 排除 し た ジョ ブ の 各々 と 共に 
プロ セッ サ を 分 ち 合 わな く て は な ら な い . SET 規律 の 下 で は , プロ セッ サ 共 
有 が 生じ る 結果 , 行列 に お ける 待ち 時 間 は プロ セッ サ 共 有 の な い シ ステ ム に お 
ける それ と 同じ し に は な ら な いこ と は 明らか で ある . 


4.7 最短 残存 処理 時 間 規 律 


処理 時 間 が あら か じ め 知 ら さ れ て いて , し か ぁゃ 横取り 割込み 可 の 規律 が 採用 
可能 で ある と き , SPT 規則 に は 考慮 すべ き 基 本 的 な 横取り 割込み 可能 版 が 二 


† 訳注 原文 で は 式 (4.6.13) の 右辺 第 1 項 の 分 子 は 単に 


0 の 7 の 
と な っ て いる . これ は 明らか に 誤り で ある の で 本 文 の よう に 訂正 する . 
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つ あ る . こと の 二 者 の 中 で , いわ ば 最も 直接 的 で あり 単純 に ジョ ブ を 順序 付け る 
の は , 必要 な 場合 に は 横取り 割込み を 許す こと と に よっ て , どの 時 点 を 取っ て 
も , シス テム 内 に 存在 し て いる ジョ ブ の 中 で も と も と の サー ビス 要求 量 が 最小 
で あっ た も の が 実行 中 で ある よう に する 版 で ある . 一 方 , 定常 状態 に お ける シ 
ステ ム 内 の 平均 個数 を 減少 させ る こと が 関心 の 的 で ある な らい ば, SPT 規則 の 第 
二 の 横 取り 割込み 可能 版 , すなわち , 最短 残存 処理 時 間 (shortest-remaining- 
processing-time, SRPT) 規則 を 採用 する こと と が で きる . SRPT 規律 に より ジ 
ョ ブ は 次 の よう に 順序 付け られ る . すなわち , いか な る 時 点 を 取っ て も , シス 
テム 内 に 現在 存在 し て いる 全て の ジョ ブ の 中 で 最小 の 残存 処理 時 間 を 持つ も の 
が 必ず プロ セッ サ 上 の ジョ ブ に な る よう に 順序 付け が 行わ れる . SRPT に よ 
る 順序 付け の 結果 , シス テム 内 個数 の 平均 は , 事実 , あり 得る 全て の サー ビス 
規律 の 中 で は 最小 に な る こと と が 知ら れ て いる [25]. この 性 質 は 重要 で ある の 
で , 本 節 の 残り を SRPT 規律 の 解析 に 費やす こと に する . 

以前 と 同様 に , ジ ョ プ の 実行 に は 整数 個 の 時 間 量 子 か ら 成 る サー ビス 時 間 が 
必要 で ある と 仮定 し て , まず , 離散 版 の SRPT 規律 を 考察 する こと と に する . 
し か し , 今回 は , 時 間 量 子 の 途中 に お いて 横取り 割込み が 可能 で ある , す な わ 
ち , プロ セッ サ 上 の ジョ プ が 残し て いる サー ビス 量 よ り も 少量 の サー ビス し か 
必要 と し な い ジ 』 ブ が 新た に 到着 し た な ら ば , 後者 は 前 者 を アプ ヒ セッ サ 上 か ら 
直ちに 排除 し て 横取り 割込み を 行う と 仮定 する と 問題 が 多少 簡単 化 さ れる . ま 
た , 以前 と 同様 に , ジョ ブ の 実行 に 要する 時 間 量子 の 個数 の 一 般 確率 塊 関数 を 
9: で 表し , @(/) = を 9: は その 累積 分 布 関数 で ある と する . 

離散 的 SRPT 規律 の 大 要 は 図 4.7-1 に 示さ れ て いる . そ と で は , ポア ソン 到 
着 機構 は , 待ち 行列 レベ ル 1, 2, ..…, ん , ..… の それ ぞ れ に 対す る 別々 の ポ アツ 
ン 到 着 に 分 解 さ ん て いて , レベ ル た の 待ち 行列 に 対す る 到着 率 は ん で 表 さ れ 
て いる . 到着 ジ ュ ブ が 参入 する 待ち 行列 の レベ ル は , その ジョ ブ が 必要 と する 
サー ビス の 量 に よっ て 決定 され , z 時 間 量 子 を 必要 と する ジョ ブ プ は レベ ル ん の 
待ち 行列 に 配置 され る . こと の こと と か ら , ん 三 49 み (を =1, 2, .……) が 成り 立つ . 
レベ ル た の 待ち 行列 の サー ビス 受領 位置 (the service point of the th queue 
]evel)! に 位置 する ジョ プ は , レベ ル 1 か ら レ ベル ん 一 1 まで の 待 も 行列 が 空 
(に な る まで は , 実行 を 始め る こと が で き な い . レベ ル ん で 与え られ だ 時 間 量子 
を 完了 する と , 直ちに ジ 』 プ は レベ ルル 一 1 の サー ビス 受領 位置 へ 移動 し , 
引き 続い て こと の ジョ ブ に 対す る 次 の 時 間 量子 が 開始 され る . 前 述 の よう に , よ 


† 訳注 サー ビス 受領 位置 は , 対応 し て いる 待ち 行列 の 外部 に ある 位置 で な く , 待ち 行列 の 先頭 
の 位置 で ある と 考え る こと に し て 訳文 を 構成 し て ある . 


22 ぢ 


第 4 章 計算 機 に お ける 順序 付け 問題 の 確率 モデ ル 


Ak =Agz プロ セッ サ 


図 4.7-1 SRPT シス テム 


り 低い 待ち 行列 レベ ル に ジ 』 プ が 到着 し た と き に は , 即刻 横取り 割込み が 行わ 
れる . 

さて, 統計 的 平衡 状態 に お いて , ん 単位 の 実行 時 間 を 要する ラン ダム 到着 
の シス テム ュ 内 沙 在 時 間 の 平均 を 求め よう . この 平均 待ち 時 間 は 次 の よう に 分 解 
され る . 


(4.7.1) 17 生生 0 本 昌 // 


こと で , 下 ヶ は 到着 の 朋 間 か ら 下 げ 札 付き の ジョ ブ が 初回 の サー ビス に 入る ま 
で の 平均 経過 時 間 で あり , 更 は シス テム 内 で 費やす 残り の 時 間 の 平均 で あ 
る . 中 は 平均 居留 (residence) 時 間 と も いわ れる . 

4 を 計算 する た め , SET 規律 の 解析 で 行っ た の と 同じ よう な 小細工 を 玩 
する . その 詳細 は 次 の 通り で ある . 図 4.7-2 に 示さ れ て いる 修正 シス テム を 考 
える . そこ で は , 図 4.7-1 の 待ち 行列 レベ ル が 普通 の (横取り 割込み 不可 の ) 優 
先 権 シ ステ ム を 構成 する よう に 編成 し て ある . また , 待ち 行列 レベ ル ? < ん へ 
の 到着 は ? 時 間 量子 の 実行 時 間 を 必要 と する が , レベ ル ん より も 高位 の 待ち 
行列 へ の 到着 は 全て 時 間 量子 の サー ビス し か 必要 と し な いと 仮定 され る . 
し た が っ て , 優先 権 に 基づい て 行わ れる レベ ル 1 か らん まで の 待ち 行列 に 対 
する ジョ ブ の 順序 付け は SPT に よる 順序 付け と 同じ こと に な る . 

この 新 シ ステ ム を 吟味 する と , 実行 に 時 間 量子 を 要する 到着 の 行列 に お 
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Ax+ 2 


プロ セツ サ 


図 4.7-2 攻 ヵ ょ の 計算 の た め の 優先 権 シ ステ ム 


ける 待ち 時 間 の 平均 は , 正 に 4。 すなわち 下げ 札 付 き の ジ ショ ブ が 元 の シス テ 
ム に お いて 最初 の 時 間 量子 の サー ビス を 受け 始め る 時 刻ま で の 待ち 時 間 の 平均 
に 他 な ら な いと いら 所 見 に 到達 する 1!. 実際 , 元 の シス テム の 割込み に つい て の 
規則 に よれ ば , 行列 に お ける 最初 の 待ち 状態 に 入っ て いる 下げ 札 付 き の ジ ョ ブ 
に 対し て より 低い 優先 権 を 持つ ジ ョ プ が 与え る 影響 は , この ジ 』 プ が あたかも 
時 間 量 子 の サー ビス し か 必要 と し な い ジ ョ ブ と し て 到着 し て いた か の よら で 
ある . また , も と も と ん 時 間 量 子 以 下 の サ ービス し か 必要 と し な い ジ ョ ブ が 行 
列 に お ける 最初 の 待ち の 状態 に ある 下げ 札 付 き の ジョブ に 対し て 与え る 影響 
は , 同類 の 離散 的 SPT シス テム に お ける (下げ 札 付 き の ジ ョ プ が 実行 に 入る 
の を 妨害 する と いう ) 影 響 と 全く 同じ で ある . し た が っ て , 此 ヶ を 計算 する た め 
の この 新 シ ステ ム の 解析 は , 4.5 節 の 一 行 一 行 を 正確 に な ぞ れ ば それ で 十分 で 
あり , 次 の 結果 を 間 す . 
† 訳注 を より も ゃ 高い レベ ル 1 の 待ち 行列 の 取扱 い を 吟味 する な ら ば , この 修正 ンス テム で は , 
下位 の レベ ル の 待ち 行列 が 空 の と き , レベ ル 7 の ある ジョ ブ の 終了 後 直ちに 同 レ ベル の 次 の ジ 
ョ ブ の 実行 を 開始 し 得る こと が 分 る . し か し , 元 の シス テム の 動作 を 忠実 に 模 條 し よう と する 
な ら ば , レベ ル 7 の ジョ ブ の 終了 と 同 レ ベル の 次 の ジョ ブ の 開始 の 問 に (7 一 )0 時 間 の 空き を 


置か な けれ ば な ら な い . けれ ども , レベ ルル の ジョ ブ の 待ち 時 間 の 平均 を 考え る 限り 両 シ ステ 
ム は 等 価 で ある と 本 文 は 述べ て いる . 
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YS) 


(4.7. の ) ルー イー2S1L 一 2 
太 SAS La 
(4.7.8) 放 ③⑨ = % 9 


また , 上 式 中 の EE(S,) は , 到着 時 に 進行 中 (存在 する な ら ば ) の ジ 』 ブ を 終了 さ 
せる の に 要する 平均 の 時 間 で ある . E'(S,) を 計算 する に 当っ て は , 実行 中 の ジ 
ョ ブ に 二 つ の クラ ス が ある こと を 考慮 し な けれ ば な ら な い . すなわち , も と も と 
? くん 時 間 量 子 の サー ビス し か 必要 と し な いも の と , 元 の SRPT シス テム に 
お いて は ん 時 間 量 子 よ り も 多く の サー ビス を 必要 と し て いて , レベ ル ヵ より 
も 上 の 位置 に ある 待ち 行列 か ら 来 た も の で ある . し た が っ て , 下げ 札 付き の ジ 
ュ ブ の 到着 時 に 進行 中 の ジュ ブ プ は , その クラ ス に 応じ て ? 時 間 量 子 あ る い は 
時間 量 子 が 割当 て られ て いる . と と ろ で , 元 の シス テム に お いて (残り の ) サ 
ービス 必要 量 が 時 間 量 子 に まで 減少 し て し まっ た ジョ ブ の 発生 (これ を 到着 
で ある と 言っ て も よい ) 過 程 は ポア ソン 的 で は な い が , その 発生 (到着 ) 率 だ け 
は , 修正 シス テム に 対す る EE(S.) の 計算 を 行う た め に 知る 必要 が ある . ここ 
で , 式 (4.2.29) を 修正 シス テム に 対し て 適用 する と , 次 の 結果 が 得 ら れる . 
47.9 ⑨= 引 あ GO の m+ の ロー]| - の 
が 決定 し た の で , 次 に 平均 居留 時 間 区 ?。 を 計算 し よう . 下げ 札 付き の 
ジョ ブ は 1 か らん まで の 各 レ ベル で それ ぞ れ 1 時 間 量 子 を 取得 し な けれ ば な 
ら な いか ら , 次 式 の よう に 書く こと と が で きる . 


4.7.5) 更 = 深 (9+ 台 ) 


こと で , 巴 は, 下げ 札 付き の ジ 』 プ が 自己 に 割当 て られ た 一 7 十 1 番目 の 
時 間 量 子 を 開始 する 瞬間 か ら 完 了 に 到 る 瞬間 まで の 間 に レ ベル 7}) の 待ち 行列 
内 に お いて (中 断 し た 実行 の 再開 を ) 待 た な けれ ば な ら な い 時 間 の 平均 で ある . 
明らか に , 待ち 時 間 也 : は , 下げ 札 付き の ジョ ブ プ か ら プ ロ セ ッ サ を 横取り し て 
割 込 む より 高 い 優先 権 を 持つ (すなわち , 7 より も 低い レベ ル の ) ジ 』 ブ の 到着 
に よっ て 生じ る . 也 , を 計算 する に は , 0 時間 単位 の 実行 の 途上 に ある 下げ 札 
付き の ジョ ブ を 押し 退け て 割 込 む 到 着 と T, の 途中 で 起こ る 到着 と を 分 け て 考 
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4.8 処理 時 間 に 関す る 情報 に 基づく 優先 権 諸 規律 の 比較 
える べき で ある . し た が っ て , 次 式 が 成り 立つ . 


4.7.6) = 049)40 史 Y)(9) 


ん 4 に 49: を 代入 する と 次 の よう に な る . 
(4.7.7) アー メ 万 1(S) の 十 4:-1(S) 予 


た だ し , 万 1(S) は 式 (4.7.3) に よっ て 与え られ る . 式 (4.7.7) を T, に つい て 
解く と , 次 式 を 得る . 


この 式 を 式 (4.7.5) に 代入 する と 次 式 が 得 ら れる . 


ん 


(4.7.9) な ら さき ィ ーッ っ 6 


式 (4.7.2) と (4.7 .9) を 加え る と , 最終 結果 が 得 ら れる . すなわち も , 


(4.7.10) 
2Ez(S?) を 


_ 9 
史 ニ 5 ロー ィ 岳 1] ロ 4215] 「 名 ユー 巡 n③ 


連続 的 サー ビス 時 間 分 布 が (z) を 仮定 し た と き の SRPT 規律 の 下 に お ける 実 
行 時 間 # の ジョ ブ の シス テ ュ 問 在 時 間 の 平均 は 次 の 通り で ある . 式 (4.7.10) の 
極限 ひ 一 0 を 取る こと に より , 一 般 的 結果 


(4.7.11) 
# 
2 リ 2Z72P(?) 十 4Z[1 一 (の ] 


LO 引 h - リ dg | 


っ 提 


人 | yg の 
お よび , (⑦⑰ = 下 (⑰ 一 7 が 得 ら れる . 
本 節 の 結果 は Miller と Schrage[25] に よっ て 得 ら れ た . 
4.8 処理 時 間 に 関 する 情報 に 基づく 優先 権 諾 規律 の 比較 [8,26] 
計算 機 操 作 の 諸々 の 確率 モデル の 研究 に 応用 され て きた 解析 の 諸 技法 が , こ 
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れ ま で の いく つか の 節 に お いて 詳細 に いた り 述 べら れ て きた . 特に , ジョ ブ の 
処理 時 間 に 基づい て 優先 権 を 決定 する サー ビス 規律 が 論議 の 焦点 で あっ た . 本 
節 で は , これ ら の 規律 の 相対 的 な 利点 を 論述 し , それ ら に 最も よく 合っ た シス 
テ ュ 人 性 能 評価 の 諸 規 準 を 特定 する と と を 目的 と する . 

まず は , 基本 時 間 間 隔 , すなわち 時 間 量 子 を 零 に 近づけ た と き の 極 限 の 場合 
と し て 得 ら れる 諸 規 律 に 議論 を 限定 し よう . これ ら の 規律 の 一 般 的 性 質 は , 適 
度 に 小さ い 量 子 , すなわち 処理 時 間 に 比 較 し て 小さ い 量 子 を 持つ と き の 非 零 時 
間 量 子 ン システム の 一 般 的 性 質 を 反映 し て いる に 違い な いか ら で あ る . 見 られ る 
通り ,。 これら の 規律 を 特徴 づけ る の は 大 変 に 容易 で ある . 

最初 に , 前 節 で 解析 を 行っ た ば か り の 最短 残存 処理 時 間 (SRPT) 規 律 を 取 上 
げ ょ よう. SRPT 規則 で は 処理 時 間 に つ いて 完全 な 情報 を 持つ こと が 仮定 され 
る か ら , SRPT に よる 順序 付け が 退去 間隔 の 最小 化 を 実施 で きる 最良 の も の 
を 表現 し て いる と いら と と は 直観 的 に 明らか で ある . し た が っ て , これ も また 
直観 的 で は ある が , SRPT 規律 ホシ ステ ム に お ける 待ち 時 間 の 最小 の 平均 を 
与え る 規則 を 内 包 し て いる と も いえ る こと に な る . この こと は , 実際 , 一 般 到 
着 分 布 お よび 一 般 サ ービス 時 間 分 布 に 対し て , 全 到着 時 刻 が 予め 知ら れ て いる 
場合 で さえ も 証明 され て いる . し た が っ て , リト ル の 公式 を 適用 する な ら ぱ ば , 
平均 の シス テム 内 個数 も また 最小 に な る と いら 結果 が 得 ら れる と と に な る . と 
の こと は , 一 般 に , ジョ ブ を 収容 する た め に 要する 記憶 領域 の 大 き さ を 最小 化 
し よう と する 傾向 を 間 す で あろ うら . し か し , 記憶 領域 の 必要 量 に つい て 正確 な 
言明 を 望む な ら ば , ジョ ブ の 大 き さ と 実行 時 間 の 間 の 相関 関係 を (も し それ が 
存在 する な ら ば ) 考 慮 に 入れ ん な けれ ば な ら な いで あろ う . 
SRPT 規則 の 限界 は , 横取り 割込み の 費用 が 可能 性 と し て 大 で ある と と , 
特に CPU と 補助 記憶 装置 の 間 で の ジ 』 ブ の 転送 を 含む と き に 和 失 費 が 大 で ある 
と いう 点 に ある . その た め , 平均 待ち や 時間 が ある 程度 増加 する と いう 代償 を 支 
払う 代り に 割込み の 発生 率 が 減少 する よう な SRPT 規則 の 種々 の 変化 形 も 研 
究 さ れ て いる [14]. も し ゃ , 極端 に , 横取り 割込み 不可 の 優先 権 規律 に 限っ て 
し まわ ね ば な ら な いと し た な ら ば , 丁度 SRPT 規則 が 全て の 規律 の クラ ス に 
お いて 演じ た よう な 役割 を , 今度 は , 4.5 節 で 述べ た SPT 規則 が この 種 の サ 
ブ ク ラ ス に お いて 演じ て いる と と に な る . (SPT に よる 順序 付け は , 決定 性 モ 
デル に 対し て も 平均 シス テム 内 沙 在 時 間 (平均 流れ 時 間 ) の 最小 値 を 齋 すこ と 
が 3.8 節 の 系 3.1 で 示さ れ て いる こと を 想起 し ょ うら.) 

SRPT 規律 と SPT 規律 は , 処理 時 間 に つ いて の 情報 が 不 完全 , すなわち 処 
理 時 間 の 見 積 り だ け を あら か じ め 知 る と こと が で きる に 過ぎ な いと 仮定 され る 場 
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4.8 処理 時 間 に 関 する 情報 に 基づく 優先 権 諸 規 律 の 比較 
合 に 対し て も 解析 され て いる [8]. 処理 時 間 の 見 積 り が 大 雑 把 な も の で あっ た 

と し て を 平均 待ち 時 間 が 大 幅 に 減少 する と いう 事実 は , この よう な 規則 を 適用 
する こと と が 可能 で ある シス テム を さら に 広範 囲 に 拡大 し て も よい と と を 物語 っ 
て いる . 平均 の 流れ 時 間 に 対 する 種々 の 処理 時 間 依 存 規律 (processing-time- 
dependent discipilne) の 効果 に 関す る 興味 ある 定量 的 研究 が Conway その 他 
[8] に よっ て 行わ れ て いる . 

PS 規則 と SET 規則 に よっ て 達成 され る 目標 は や や 微妙 で ある の で 記述 し 
に くい . SRPT 規律 ある い は SPT 規律 と 異な っ て , PS 規律 と SET 規律 の 
どちら に お いて も , 処理 時 間 が あら か じ め 知 られ て いな いこ と が 仮定 され て い 
る . 計算 機 シ ステ ム を モデ ル 化 する に 当っ て と この 仮定 は 通常 必要 と され る も の 
で ある 。. 

処理 時 間 に つ いて 事前 の 知識 が 持て な いと すれ ば , ジョ ブ の 処理 に 要する 時 
間 の 期待 値 は 処理 の 経過 時 間 の 非 減少 関数 で ある と いう こと に まず 着目 する こ 
と に よっ て SRET 規則 の 特徴 付け か で きる で あろ うら . その よら に 考え る と , SE 
T 規律 は , シス テム 内 に 現に 存在 し て いる ジ 』 プ の 中 で (経過 時 間 に 基づい て ) 
全 処 理 時 間 の 期待 値 が 最小 で ある と 評価 さん る よう な 1 個 ま た は 複数 個 の ジョ 
ブ を 次 に スケ ジュ ー ル する と いら 2 意味 で より 短 時 間 の ジョ ブ を 優遇 し て いる 
こと が 分 る . 一 方 , PS シス テム で は , スケ ジュ ー リ ング の 決定 を 行う 際 に 利 
用 され て いる こと が 明示 で きる ( 静 的 な , ある い は 経時 変化 する ) ジョ ブ 特 性 は 
全く 存在 し な い . し た が っ て , どの よう な 差別 的 取扱 いも PS 規則 に は 見 られ 
な い . すなわち , プロ セッ サ の 能力 が , 全て の ジュ ョ ブ に 対し て 一 一 それ ら の 間 
の 相対 的 な 特性 の 違い に 関係 な く 一 一 平等 に 分 配 さ れる よう に な っ て いる . そ 
れ に も か か わら ず , 通常 比較 の 標準 と し て 用 いら れる HITFO 規則 と 較べ れ ば , 
PS 規律 が より 短 時 間 の ジ 』 ブ を 平均 的 に より 速く 通過 させ て し まう と いう こ 
と も 事実 で あ る . FTIFO 規則 に よれ ば , 待ち 行列 内 で 最も 長 時 間 待っ た ジョ 
プ が スケ ジュ ー ル され る よう に な っ て いる . その 結果 , FIFO シス テム で は , 
短 時 間 の ジョブ は 長 時 間 の ジ 』。 プ に よる 妨害 を , 差別 的 取扱 い が 全 く 見 られ な 
い PS シス テム に お ける より も 多く 受け る こと と に な る . 紳 め る と , PS シス テ 
ム に お ける ジョ ブ は , いか な る 肢 間 で も 残存 処理 時 間 の 最も 少 い 順に 従っ て 完 
了 す る と と に な り , 一 方 , SET シス テム に お ける ジョブ は , いか な る 瞬間 で 
も 全 処 理 時 間 の 最も 少 い 順 に 従っ て シス テム か ら 退 去 す る と と に な る と 述べ る 
こと に よっ て PS 規律 と SET 規律 の 間 の 差異 を 明確 に する とこ と が で きる . 
サー ビス 時 間 の 分 布 が 上 述 の 諸 規 律 の 性 能 に 影響 を 及ぼ し て いる と いう と と 
を 認識 する と と は 重要 で ある . サ ービス 時 間 が 指数 分 布 に 従う 場合 に は , 処理 時 
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間 に つ いて の 情報 を 利用 し て は いな いよ うな 規律 の 下 で は , それ が いか な る 規 
律 で あっ て も , シス テム 内 滞在 時 間 の 平均 は 異な る と と が な い . し た が っ て , こ 
の 場合 に 対し て は , SBT 規則 の 下 で あっ て も PS 規則 の 下 で あっ て も , シス テ 
ム に お ける 待ち 時 間 の 平均 は 変 ち な い ( た だ し , 待ち 時 間 の より 高 次 の モー メ 
ント に は 変化 が 生じ る ). サー ビス 時 間 が も っ と 一 般 の 分 布 に 従う 場合 に は , シ 
ステ ム 内 滞在 時 間 の 平均 は サー ビス 時 間 の 変動 (variation in service times)! 
(こよ っ て , 影響 され る . PS 規律 お よび SET 規律 の 下 で は , サー ビス 時 間 の 変 
動 が 微小 に な る と , 性 能 が 悪く な る こと は 直観 的 に 明らか で ある . 極端 な 場合 
を 考え よう . 変動 が 零 で ある (全て の サー ビス 時 間 が 互い に 相 等 し い ) と き , 
SET 規則 の 下 で は 全 稼 働 期間 が 終了 する まで の どの ジョ ブ も 完了 しない. これ 
に 対し , FTFO 規則 の 下 で は 1 個 の ジョ ブ を 除い て 残り の 全て の ジョ ブ が ( 全 
稼働 期間 の 終了 より も ) も っ と 早く 完了 する と いう こと と を 注意 し て お く . 一 方 , 
変動 が 極め て 大 で ある と き , た と えば , (1 秒 と いっ た ) 非 常に 短 時 間 の ジ 。 ブ 
と (1 時 間 と いっ た ) 非常 に 長 時 間 の ジ ョ ブ の 二 種 類 だ けが ある と き , PS 規律 
お よび SET 規律 の 下 で は 短 時 間 の ジ ョ プ は 速やか に 完了 する こと に な る が , 
TFTEFO 規律 の 下 で は 短 時 間 ジ ョ ブ が 長 時 間 ジ ュ プ に よっ て 著しく 遅延 させ られ 
る か も 知れ な いと いう こと と は 明らか で ある . 

PS 規則 に 対し て は , 上 記 の 所 見 を 以下 の ひよ うに も っ と 厳密 に 述べ る と と が 
可能 で ある . PS シス テム に 対し て 式 (4.4.17) で 与え られ た 待ち 時 間 の 平均 


E(S) 
ー 


ss = 


と FIFO シス テム に 対し て 式 (4.2.33) で 与え られ た 結果 


2 
ro = BS) の ラー が カー PS) 


の 差 を 取る と , 次 式 の よう に な る . 


e[C?(S) 一 1] 
21 一 の 


上 式 か ら , 相対 性 能 の 変動 係数 C へ の 依存 性 か は っ きり する . 指数 分 布 に 対 
じ 織 。 C(S) 三 1 で ある の で , 前 述 し た よ うに 玉 rrro 三 Mrs で ある 。. サー 
ビス 時 間 の 変動 が も っ と 大 で ある (C(S) > 1) と き は , PS 規則 の 下 で の シス 


† 訳注 変動 は , 定量 的 に は 変動 係数 ( 式 (4.2.22) 参照) に よっ て 表 さ れる . 


ro 一 rs = EE(S) 


23 タ 
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テム 内 滝 在 時 間 の 平均 は (FIFO 規則 の 下 に お ける それ ) より 小 と な り , また , 
サー ビス 時 間 の 変動 か も っ と 小 で ある (C(S) < 1) と き は , 反対 に PS 規則 の 
下 で の それ は (FIEO 規 則 の 下 で の それ ) より 大 と な る !. SET 規律 に 対し て 
は , 同様 の 結果 は 求め られ て いな い . しかし, サー ビス 分 布 が "極端 な 場合 
を 考え る こと と に より , 下記 の 式 が お そら くく 成立 する よう に 思わ れる . 


skr く 中 g。 (C>1) 
sgx > ss (で C>1) 


以上 を 総合 する と , PS 規律 と SET 規律 に は , ( 他 の ジ 』 ブ に 混 っ て , より 短 
い 処 理 時 間 を 持つ ジ 』 プ が 存在 する と き , ) よ り 短 い 処理 時 間 を 持つ ジ 』 ブ の 処 
理 を 促進 せしめ る と いう 有利 な 点 が ある 一 方 で 。 サー ビス 時 間 の ある (特に , 
TIEO 規律 を 標準 に 取っ た 場合 に は 変動 係数 が 1 より 小 で ある よら う な) 大 き な 
クラ ス に 対し て は 応答 時 間 が (FIFO 規律 の 下 で の それ より も) 劣悪 に な る と い 
ら 不利 な 点 も 存在 し て いる . な お , と れ ら の 規律 に つい て は , 数 値 的 研究 が 
Coffman と Kleinrock[13] お よび Schrage[14] に よっ て 行わ れ て いる 。. 
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4.1 過程 の 周期 と は , 1 遊休 期間 と それ に 続く 全 稼 働 期 間 か ら 成 る 時 間 
間隔 で ある と 定義 する . 統計 的 平衡 状態 に お いて は , M/G/1 型 シ ステ ム 
の 1 周期 内 の 平均 到着 数 が 1 全 稼働 期間 内 に サー ビス され る 平均 個数 に 等 
し いと いら こと と は 一 見 し て 分 る . こと の こと と を 用 いて , 平衡 状態 に お ける 全 
稼働 期間 の 長 さ の 平均 [の ] は 次 式 の よう に 表現 で きる こと を 示せ . 


ES) 


E( の ) ニー 逝 ③ 


この 結果 を , 式 (4.2.46) か ら 1 次 モー メン ト を 計算 する と と に よっ て る も 確 
か め よ . また , 次 式 を も 算出 せよ . 
_ BE(S” 
(の 9 = 一 下 ③ 
4.2 到着 は 集団 で 行わ れる と し , また 到着 時 間 間隔 は パラ メー タ 4 を 持つ 指 
† 訳注 次 の よう に 式 で 表し た 方 が 見 や すい . 
玉 ss く 素 kiro (C>1) 
Pss> grro (C く 1) 


と ん な 】 
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数 分 布 に 従う と 仮定 する (これ が いわ ゆる 集団 到着 (bulk arrival) 機構 で 
ある ). 到着 集団 の 大 き さ が ん で ある 確率 は , 定常 的 で あり , gz で 与え ら 
れる と する . また , ($) 三 史 千 」gx2" は それ に 対応 する 母 関数 で ある と 
する . 4.2 節 の 記号 を 用 いて , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


4(<) = *(4 一 4(?) ) 


式 (4.2.16) で 示さ れ た ア (?) の 表現 式 に 上 式 を 代入 する と , 一 般 の サー ビ 
ス 時 間 分 布 を 持つ 集団 到着 待ち 行列 に 対す る {zi} の 解 が 得 ら れる こと と を 示 
せ . 

4.3 横取り 割込み - 再 開 (preemptive-resume) 規則 を 用 いる と , 4.5 節 の 優先 
権 規 律 は 次 の よう に 修正 され る . より 低い 優先 権 の ジョ 。 プ が プロ セッ サ 上 
に ある と き に より 高い 優先 権 の シ ョ プ が 到着 する と , 直ちに , 前 者 は プロ 
セッ サ 上 か ら 排 除 さ れ て 元 の 待ち 行列 の 先頭 に 戻さ れ , 代り に 高い 優先 権 
の ジョ ブ が サー ビス され 始め る . 割 込 ま れ た ジョ ブ が 後に な っ て プロ セッ 
サ 上 に 戻る と き に は , 割込み に よっ て 中 断 し た 所 か ら 実 行 を 再開 する . す 
な わ ち , 割 込 ま れ た た め に サー ビス 時 間 を 無駄 に する と と は な い . 4.5 節 
に お ける 定義 と 記号 を 使っ て , シス テム ュ 内 滞在 時 間 の 平均 が 次 式 で 与え ら 
れる こと を 示せ . 


0 (&) 避 4 (の 
1 一 放 - ュ 21 一 必 -1)(1 一 用) 


(4.5 節 っ 4.7 節 で 解説 し た 方 法 を 用 いよ . ) 


MM = 


4.4 どの 時 点 で も プロ セッ サ は 残存 処理 時 間 の 期待 値 が 最小 で ある ジョ ブ ( あ 


る い は , プロ モッ サ 共 有形 態 で は 複数 個 の ジ ョ ブ ) を 実行 し て いる と と に 
な る よう な サー ビス 規律 を 定義 せよ . た だ し , 上 記 の 期待 値 は プロ セッ サ 
上 で ジョ ブ が 既に 受け た 時 間 の 量 だ け に 基づい て 計算 され る [26]. 互角 の 
も の に 対し て は THIEO 規則 を 行使 する . サー ビス 時 間 分 布 を ぢ (>) とし, 
まだ た ポア ソン 到着 を 仮定 せよ . 

上 記 の 規律 が FIFO 規律 に 縮退 し て し まう の は , p(z) に 関す る どの よ 
うな 条件 の 下 で ある か . また , 帰す る 所 SET 規律 に な っ て し まう の は ど 
の よう な 条件 の 下 で ある か . これ ら の 条件 を 満た す 分 布 の 実例 を 上 げ よ . 
さら に , この 規律 が FIFO 規律 の よう に も また SET 規律 の よう に も 作 
動 し な た いよ うな 分 布 を も 示せ . 


2 タタ 
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新た な 到着 は 行列 が 長い と 列 に 加わ る 意欲 が 減退 する と いう 事実 を モデ 
ル 化 し た いと する . この 目的 で , 4。 = /(% 十 1) を 仮定 し て , 式 (4.3.5) お 
よび (4.8.6) に 従う よう な ポア ソン 待ち 行列 を 定義 し よう . も し が 指数 
サー ビス 時 間 分 布 の パラ メー タ で ある な ら ば , シス テム の 長 さ の 定常 分 布 
は パラ メー タ 4/z を 持つ ポア ソン 分 布 に な る こと を 示せ . 


4.2 節 の も うら 一 つの 例 解 と し て , 次 の よう な 2- レ ベル の 優先 権 待ち 行列 
を 調べ ょ よう. 高 優先 権 待ち 行列 へ は 到着 率 4 の ポア ソン 入力 が あり , 一 
方 , 低 優先 権 待 ち 行列 は , 平均 値 が 1/ の 指数 分 布 す る サー ビス 時 間 を 
持つ ジョ ブ プ で 飽和 し て いる と 仮定 する . 高 優先 権 待 ち 行 列 の ジ 』 プ は , 1 
次 と 2 次 の モー メン ト が それ ぞ れ E(S) と EE(S2) で ある 一 般 分 布 関数 
(?) に 従う と する . (参考 の た め と の シス テム を 図示 する と , 図 P4.6 の 
よう に な る .) 

高 優先 権 待 ち 行列 が 空 で ある と き に 高 優先 権 ジ 。 プ が 到着 し た と する 
と , (飽和 し て いる と いら 仮定 か ら 必 ず ) 実 行 中 で ある は ず の 低 優先 権 ジョ 
プ は その まま 続け て 9 ヶ > 0 時 間 単 位 の サナ ービス を 受け る こと が 許さ れ て い 
る と 仮定 する . も し その ジョ ブ が @g 時 間 単 位 内 に 完了 し た な ら ば , 高 優 
先 権 待ち 行列 は 割込み を 起 と すこ と と な し に サー ビス を 開始 する . も し 実行 
中 の ジュ ョ ブ が の 時 間 単 位 よ たり も 多く の 時 間 を 必要 と する な ら ば , その ジョ 
ブ が この 加給 され た の 時 間 単 位 の サー ビス を 受け 終っ た と き に 割 込 ま れ 
て , プロ セッ サ は 高 優先 権 待 ち 行 列 に 引き 渡さ れる . し た が っ て , も し 
三 co で ある な ら ば , 横取り 割込み の な い 行列 先頭 優先 権 (head-of-the- 
line priority) 待 ち 行列 と な り , も し 9= 0 で ある な ら ば , 横取り 割込み - 
再開 方 式 の 優先 権 待 ち 行列 と な る . 

{Gi は, 状態 を 高 優先 権 待 も 行 列 内 の ジ ョ ブ 数 で 定義 し , 高 優先 権 ジ 
ュ ブ の 退去 直後 の 時 点 を 再生 点 と する マル ュ フ 連鎖 を 表す も の と する . ア 
(の は , 高 優先 権 待ち 行列 が 空 で ある と き に 到着 する 高 優先 権 ジ 』 プ が シ 
ステ ム 内 で 費やす 時 間 の 分 布 を 表す も の と する . (と これ は サー ビス 時 間 と 


低 優先 権 ジ ヨブ 


高 優先 権 待ち 行列 


図 P4.6 2- レ ベル 割込み 優先 権 待ち 行列 シス テム 
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サー ビス 開始 まで の 遅延 時 間 の 和 の 分 布 で ある . ) 7(0 の 平均 を ES) で 表 
そう . 
[の 定常 分 布 の 存在 条件 を 決定 し , この 分 布 の 母 関数 は 次 式 で 与え 
られ る こと を 示せ 1. 
25( ん ー22) 一 スー 釣り 
大王 0 
た だ し 


紀 1 - 泥 (③) 
ペー 0 下 の BB8D = こ 8 計 ) 


リト ル の 公式 
NNN 
玉 = PTm 4 ( ぅ ) 
か ら 平 均 の 流れ 時 間 を 計算 せよ . 


4.7 次 の よう な 2- レ ベル (離散 的 )SPT 規律 を 考え よう . 時 間 単 位 以下 の サ 
ービス を 要する 全て の ジョ ブ を クラ ス 1 の ジョ ブ と 呼び , 残り の ジョ ブ は 
クラ ス 2 の ジョ ブ と 呼ぶ 、 2- レ ベル の 普通 の (横取り 割込み 不可 の ) 優 先 権 
待ち 行列 (4.5 節 ) を , 高 優先 権 レ ベル は クラ ス 1 の ジョブ か ら 成 り , 低 優 
先 権 レ ベル は クラ ス 2 の ジョ ブ か ら 成 る よう に 実現 する . 両者 を 混成 し た 
到着 機構 は 到着 率 メ 4 の ポア ソン 到着 に な る よう に で き て いる . p ぢ (?) は , 世 
(S) と 選 (S2) で 示さ れる 1 次 と 2 次 の モー メン ト を 持つ サー ビス 時 間 の 分 
布 関数 を 表す も の と する . 

シス テム 内 滝 在 時 間 の ( 両 ク ラス の ) 総合 平均 


玉 = 玉 玉 (の) 十 [1 一 お (の) ] 


は 次 式 で 与え られ る こと を 示せ . 
_ 池 (9?) [1 ユー g(⑦) 
Pー ラ ゴー カ | 1ー ム | 


た だ し , p= 4B(S), = 4 れ E(S1), ここ で, れ と BE(Sj) は それ ぞ れ クラ 


† も っ と 一 般 的 な 見 方 を する と , P(z) は , 全 稼 働 期間 の 最初 の ジ ョ プ が ぢ (z) と は 異な る 分 布 ア 
(z) を 持つ よう な M/G/1 型 待ち 行列 シ ス テ ム の 重要 か つ 特 殊 な クラ ス [27] に 対す る 解 に な っ 
て いる こと に 注意 し ょ 5. 
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ス 1 の ジョ ブ の 平均 到着 率 と 平均 サー ビス 時 間 で ある . 
ぢ (z) は 区 間 (0, の ) の 上 の 一 様 分 布 で ある と 仮定 する と , 平均 シス テム 内 
滞在 時 間 攻 を 最小 に する 世 の 値 は 次 式 で 与え られ る こと を 示せ . 


と - 凶 - の に 


さら に ぢ (?) は パラ メー タ pg を 持つ 指数 分 布 で ある と 仮定 する と , 玉 を 
最小 に する の 値 は 次 式 を 満足 する こと を 示せ . 


1 


ーー1 


4.8 図 P4.8 に , 縦列 型 待ち 行列 (tandem queues) シス テム (直列 型 待ち 行列 
(queues in serie き ) シス テム と も いう ) が 示さ れ て いる . ジ ョ ブ は , 第 1 ( 段 ) 
の プロ セッ サ 上 で サー ビス を 受け 終わ る と 直ちに 第 2 ( 段 ) の 待ち 行列 
に 加わ り , ア 。 上 で の 第 2 ' 段 階 ' の サー ビス 受領 を 待つ . 直列 型 の 待ち 行 
列 シ ステ ム は , 計算 機 シ ステ ム の 研究 に お いて モデ ル と し て 使わ れる こと 
が 多い . (も っ と 一 般 性 の ある 議論 は 5.4 節 で 行わ れる .) 


A 
1 肌 隔 宣 装 械 


1 2 
図 P4.8 


P お よび 万 上 で の サー ビス 時 間 は それ ぞ れ パラ メー タ /』 お よび /e 
を 持つ 指数 分 布 に 従う も の と 仮定 する . また , 入力 は 到着 率 4 を 持つ ポ 
アッ ソン 到着 で ある . 平 衝 状 態 に お いて ? 個 が 第 1 段 の シス テム 内 に 滞在 中 
(( 第 1 段 の ) 待 ち 行列 内 で 待機 中 で ある か また は (第 1 の プロ セッ サ 上 で ) 
サー ビス 受領 中 で ある ) で あり , か つ 7 個 が 第 2 段 の シス テム 内 に 洛 在 中 
で ある 確率 を zj, で 表 そ ら . 4.2 節 の 方 法 を 用 いて ヵ :, の 平衡 方 程 式 を 書 
き , さら に その 解 は 次 の 通り で ある こと と を 示せ . 


?g デ [1 ローgz)gT[1ー)H @ テ 0.1. .…。 7 テ 0.1, …) 


た だ し, pi 42/ 放 (2 三 1, 2) で ある . 第 1 お よび 第 2 の 待ち 行列 の 長 さ の 
分 布 は 互い に 独立 で あり , し か も , それ ぞ れ パラ メー タ が の wi お よび os で 
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ある 林 何 分 布 に な る と いう 結論 が 得 ら れる . この 結論 は , 第 1 の 待ち 行列 
へ の 入力 が ポア ソン 到着 で あり , 直列 に 段 接続 され た 指数 型 の 待ち 行 
列 の ネッ トワ ー ク に 容易 に 一 般 化 する と と が で きる . 

第 2 の 待ち 行列 の 振舞 は , その 待ち 行列 が 到着 率 え 4 の ポア ッ ン 入力 を 
持つ と き と 全 く 等 し いと いう と と が 上 記 の 結論 に よっ て 示唆 され て いる こ 
と に 注意 し ょ よう. 事実 , 第 1 の 待ち 行列 の 出力 は ポア ソン 的 で あっ て , そ 
の 発生 率 は 4 で ある (演習 問題 4.11 を 見 よ た )、 さら に , この 所 見 は , (ん 
個 の 待ち 行列 を 直列 に 接続 し た も っ と 一 般 の 場合 に は ) 上 で の サー ビス 
時 間 が 一 般 分 布 に 従う と 仮定 し て も , M/G/1 型 待ち 行列 に 対し て 4.2 節 
で 求め た 結果 を 用 いて , 解析 を 行う こと が 可能 で ある こと を 示し て いる 。. 


4.9 SRPT シス テム を 考え る . サー ビス 時 間 分 布 は ぢ (>) と する . ? ヵ 時 間 単 
位 の サー ビス を 必要 と する ジョ ブ が プロ セッ サ を 丁度 割当 て られ た 所 で あ 
る と し ょ うら . と の ジョ ブ が ? ヶ く < ヵ 時 間 単 位 経過 する まで に 割 込 まれ る 確 
率 を P( ヶ ) で 表す . 微分 方 程 式 


下 /(?) 十 4B(⑦ ー タ ) ,(Z) 三 4 お ( の 一?) (0Sz く の ) 
を 導出 し , 実行 に ヵ 時 間 単 位 を 要する ジョ ブ が 受け る 横取り 割込み の 回 
数 の 分 布 は パラ メー タ 


e 三 の 


の ポア ソン 分 布 で ある こと を 示せ . 


4.10 4.2 節 に 述べ た マル ュ フ 連鎖 [その 議論 か ら 次 式 の よう に 書く こと が で 
きる . 


(P4.10.1) 1 シマ 近 十 @x。 一 9。 
た だ し , og。 は 区 間 (。, な 1) 内 の 到着 数 で あり , また 
_- イ 0 (=0) 
か ー1 ュ ( え 。>0) 


で ある . go。 の 確率 分 布 は , 式 (4.2.17) で 示さ れ た 母 関数 を 持つ {9:} に よ 
っ て 与え られ て いる . 式 (P4.10.1) の 期待 値 を 取る こと に より 次 式 が 成り 
立つ こと を 示せ . 
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jmTPr[※。>0]= テ p 
OO 


た だ し , p= 4 ん AE(S) で ある . 次 に , 式 (P4.10.1) の 両辺 を まず 2 乗 し , さ 
ら に 期待 値 を 取る こと に より , 極限 に お いて は 式 (4.2.21) に 示さ れ て いる 
ァ ヶ 三 Him E(X。) が 得 ら れる と と を 証明 せよ . 


4.11 到着 時 間 間 隔 と サー ビス 時 間 が それ ぞ れ 指数 分 布 する 待ち 行列 の 退去 時 
間 間 隔 は , これ また 到着 時 間 間 隔 の 分 布 と 同じ パラ メー タ を 持つ 指数 分 布 
に 従う こと を 示せ . それ に は , も し 47 が 退去 時 点 の 直後 の 時 刻 で ある な ら 
ば , 次 の 退去 まで の 時 間 は , 確率 1 一 zo = Pr{ ズ () > 0}1 で 1 サー ビス 
期間 で あり , 確率 zo で 1 遊休 期間 と 1 サー ビス 期間 の 和 と な る こと に 注 
意 する 必要 が ある . 

上 記 の 結果 は , 複数 サー バ の ポア ッ ン 型 待ち 行列 に も 拡張 で きる . 実 
際 , ポア ッ ン 入力 を 持つ 1 個 ま た は も っ と 多く の 並列 の 指数 型 サ ー バ の 出 
力 は , これ また ポア ソン 的 で ある . し か し , こと これ を 示す に は , 引き 続く 退 
去 の 時 間 間 隔 が 互い に 独立 で あり , 同じ パラ メー タ を 持つ 指数 分 布 に 従う 
こと を 明らか に する 必要 が ある . (た と えば , Takacs[5] を 参照 せよ .) 


4.12 式 (4.2.26) は , ラン ダム 到着 時 に 処理 が 進行 中 で ある ジ 。 プ の 実行 時 間 
の 密度 関数 を 与え て いる . と ころ で , 到着 時 に 進行 中 の ジ 。 プ は 実行 に 
時 間 単位 を 要する ジ ョ ブ で ある と いう 条件 が 与え られ た とき , 残存 実行 
時 間 が > で ある 条件 付 密度 は 単に 一 様 分 布 の 密度 1/y(0 く ヶ く 9) に 等 し 
い . と の こと と か ら , (条件 付き で な い ) 残 存 実行 時 間 の ラプ ラス 変換 及 *( ぉ ) 
(4.2.3 節 を 参照 せよ ) は 次 式 の よう に な る こと を 示せ . 


1 一 万 *(5) 


研 (⑮) = sE(s) 


4.13 平衡 状態 に ある LIFO 式 M/G/1 型 シ ステ ム の 行列 に お ける 待ち 時 間 
の ラブ プラ ス 変 換 を 求め る た め に , 稼働 中 の シス テム に 到着 する ジョ ブ は , 
到着 時 に 進行 中 で ある ジ 。 ブ の 残存 実行 時 間 か ら 開 始 さ れる 全 稼 働 期間 の 
終了 まで 待た な けれ ば な ら な いと いう こと と に 着目 し ょ よう. と の 意味 の 全 稼 
働 期間 の ラブ ラス 変換 は , (z) を (>) で 置き 換え る と と に よっ て 式 (4. 
2.46) か ら 得 る こと が で きる . 演習 問題 4.12 の 結果 を 利用 し て , LIFO シ 
ステ ム で は 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 
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(1 一 万 * 
2 戸 和 め の すす ーー キュー 2 
た だ し , 万 *(s) は M/G/1 型 シ ステ ム の 全 稼 働 期間 分 布 の ラプ ラス 変換 で 
ある . HIFO お よび LIFO に 対し て 行列 に お ける 待ち 時 間 の 2 次 モー メ 
ント を それ ぞ れ 計算 し , 結果 を 比較 せよ . 


4.14 計算 機 シ ステ ム で は , いく つか の 相 異 な る サー ビス 設備 (記憶 装置 , L/O 
チャ ネル 等 ) が 1 個 の 有限 な 待ち 合わ せ 設 備 を 共用 し な けれ ば な ら た ない 
場合 が 時 折 見 られ る . P4.14(a) に 示さ れ て いる よう な その 種 の 簡単 な 
シス テム を 考え よう . そこ で は , P」 上 で 実行 し な けれ ば な ら な しい 実行 単位 
(unit) と ア 。 で 実行 し な けれ ば な ら な しい 実行 単位 が それ ぞ れ 到着 率 れ と 45 
の ポア ソン 流れ を 成 し て 到着 する よう に な っ て いる . 共用 され る 待ち 行列 
は W 個 の 場所 か ら な る も の と し , アア と アア 。 に 対し て は それ ぞ れ パラ メー 
タ Ai と の 5 の 指数 サー ビス 時 間 分 布 が 仮定 され る . こと の シス テム を 解析 
し , 処理 率 (throughput) と 待ち 行列 内 で 待っ て いる 実行 単位 の 二 つ の タク 


を /2 
2 
ューーT エ | トー ち 


2 


P 4.14(b) 
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ラス の 間 の 相互 干渉 の 尺度 を 示せ . (な お , 待ち 行列 が 一 杯 で ある と き に 
到着 し た 実行 単位 は 行列 に 参入 で きず に “失わ れ ' て し まう と 仮定 せよ .) 
上 述 の シス テム の 性能 を , は 偶数 で ある と 仮定 し て , 各々 が W/2 個 
の 場所 を 持つ 互い に 分 離さ れ た 2 個 の 待ち 行列 シス テム と 比較 せよ . す な 
わ ち , 上 述 の シス テム を 図 P4.14(b) に 示さ れ て いる シス テム と 比較 せ 
He 縛 


4.15 ポア ッ ソン (M/M/) 型 待ち 行列 の 理論 は , 段階 法 (method of stages) を 用 
いて , 指数 分 布 に 従わ な い サ ービス 時 間 ま た は 到着 時 間 間隔 を 伴う 多く の 
シス テム に 適応 する よう に 拡張 する こと が で きる . 本 問題 と 次 の 問題 は こ 
の 拡張 を 扱う . 到着 率 が 4 の ポア ッ ン 入力 を 持つ シス テム が 直列 に 接続 
され た ん 個 の "段階 (stage)' (それ ぞ れ が パラ メー タ / を 持つ 互い に 独立 
な 指数 分 布 に 従う ), に よっ て 表現 され る よう な サー ビス 時 間 分 布 を 持つ 
も ゃ の と 仮定 し よう. 和 の 分 布 を z(?>) で 表す こと に し , それ が ラプ ラス 変 
換 (5) = //( 十 5)* を 持つ は ず で ある こと に 着眼 せよ . まず , その 
変動 係数 が 次 式 

Gi = 


で 与え られ る こと を 確か め , し た が っ て また だ , pz(z) は 指数 分 布 よ りゃ 小 
さい 変動 係数 を 持つ 分 布 を モデ ル 化 し た も の で ある と 考え られ る こと と を 確 
か め よ . (z が 無限 大 に な る と , pz(?z) は 一 定 値 の サー ビス 時 間 を 与え る 分 
布 に な る と いう こと に 注意 し ょ 2.) 
ポア ッ ソン 下 待 ち 行 列 の 理論 を 適用 する た め に , こと で は , 単 一 サー バ の 
場合 の ンス テ ム の 状態 を , シス テム が 現在 1 個 の ジョ ブ を 段階 ? ヵ で サー 
ビス 中 で あり , し か も 待ち 行列 中 に は g 個 が 存在 し て いる な ら ば , と の 
状況 に 対応 する 一 連 番 号 * ニ ッ 十 zg に よっ て 表現 する . シス テム の 状態 
の 平衡 状態 確率 を p: で 表し (た だ し , 7 く 0 な ら ば , ヵ , 三 0 と 定義 する ), 
まず 次 の 式 が 得 ら れる と と を 示せ . 
47o 三 
(4 十 の ニ grr1 十 2 の:-』 ⑦ と 1]) 
次 に , ゎ : の 母 関数 を 求め よ ( こ の 問題 と 演習 問題 4.2 と の 関係 に 注意 せ 
よ ). な お , シス テム 内 に ?z 個 の ジョ ブ が 存在 す る 確率 は 次 式 か ら 計 算 で 
きる こと に 注意 し ょ う . 
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3 


の ァ 
ァ ニ (テー1) た 1 


上 記 の 段階 法 を 複数 サー バ 待 ち 行列 に 応用 する こと を 考え よ . また , 互い 
に 独立 で は ある が 互い に 等 し いと は 限ら な い 指 数 分 布 の 和 に 従う サー ビス 
時 間 に 対し て も 直ちに 一 般 化 で きる と と も ゃ 看 取 す る べき で ある . この 場合 
に 対す る 解析 を 進め る に あたっ て は , サー ビス 中 の 段階 を 同定 で きる 手 掛 
り ( 段 階 番号 ) を 含む よう に 状態 変数 を 増す と よい . 


4.16 1 より 大 きい 変動 係数 を 持つ 分 布 を モデル 化す る 必要 が ある と き に は 並 


† 


列 段階 法 (method of stages-in-parallel) を 適用 する こと が で きる . 特に , 
ジョ ブ は 確率 (た oi 王 1) で パラ メー タ の 指数 分 布 に 従う サー ビス 
時 間 を 持つ も の と 仮定 し よう . この と き , ラプ ラス 変換 は 


と な る こと と を まず 確か め , 変動 係数 は パラ メー タ を 適当 に 選べ ば いく ら 
で も ゃ も 大 きく し 得る こと を 示せ . ?% を シス テム 内 の ジョ ブ 数 と し , ? は サ 
ービス 中 の 段階 の 番号 で ある と し て , 状態 変数 を (%, 2) と 定め る と き , 平 
衡 状 態 に お ける 単 一 サー バ に 対す る 平衡 方 程 式 を 求め よ . 複数 サー バ 待 ち 
行列 と 非 指数 的 到着 時 間 間 隔 を 持つ シス テ ム へ の 一 般 化 を 考え よ . 最後 
に , 直列 お よび 並列 に 接続 され た 指数 分 布 の 組合 わせ に 対し て も , この 方 
法 を 拡張 で きる こと を 確か め よ . (実際 . その よう な 分 布 に よっ て , ラプ 
ラス 変換 が 二 つ の 多項式 の 比 と な る よう な 正 値 の 確率 変数 の いか な る 分 布 
で も 表現 可能 で ある . 一 般 ア ー ラ ン 分 布 (general Erlangian distribution) 
の 族 は これ ら の 分 布 に よっ て 構成 され る . ) 

実際 問題 と し て は 閉じ た 形 の 解 「 が 得 ら れる 連立 方 程 式 が 立て られ る よ 
うに 一 般 的 な モデ ル を 構成 する こと が で きる と 期待 する の は 無理 で ある . 
その た め , 結果 を 得る た め の 普 通 の 方 法 で は まず , 連立 方 程 式 を (ある 点 を 
越す 確率 を 零 と 置く こと に より) 有限 な 一 組 に 減ら し , 次 に これ を 必要 な 
精度 を 得る まで 計算 過程 を 繰り 返し な が ら 数 値 的 に 解い て 行く と いっ た 手 
順 が 取ら れる こと に な る . その 際 に , 計算 時 間 が 許容 され る 範囲 内 に 収 ま 
る よら う に, モデ ル 化 に 含ま れる 構造 パラ メー タ の 数 を 可能 な 限り 少な くし 


訳注 閉じ た 形 の 解 と いう の は , 陽 関数 の 形 で 表示 され た 解 を いう . 
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クィ ダイ 


補助 記憶 お よび 緩衝 記憶 の 
モデ ル 


5.1 は じ め に 


多重 プロ ビグ ラミ ング ・ シ ステ ム に お いて 総合 的 性 能 を 決定 付け る 主 な 要因 
は , 主 記憶 と 補助 記憶 と の 間 で 行う こと が で きる 情報 転送 の 速度 で ある こと と が 
し ば し ば で ある . この 転送 速度 (transfer rate) は , 単に 物理 的 な 装置 の 特性 だ 
け で は た なく, 情報 に 対す る 諸 要 求 を 順序 付け る 手続 き の 関 数 で も ある . 本 章 の 
主要 な 目的 は , この よう な 記憶 サブ プン シス テム を 解析 する た め の 諸 技法 を 考え る 
と と で あり , また それ ら の 人 性 能 を 最大 化す る た め の 諸 手続 き を 検討 する と と で 
ある . 現用 の ほとん どの シス テム に お いて は , ディ スク ある い は ドラ ム ・ シ ス 
テム が 補助 記憶 の 役割 占め て いる . それ ゆえ , 本 章 で は , ドラ ム あ る い は デ 
ィ ス タク 様式 の 記憶 装置 に 関心 が 注 が れる こと に な る . 読者 は これ ら の 装置 の 基 
本 構成 (第 1 章 参 照 ) こ よく 通じ し て いる も の と 仮定 され る . 設計 の 細部 の 知識 , 
特に 全て の ディ スク また は ドラ ム ・ シ ステ ム に 共通 し て いる の で は な いよ うら な 
知識 は , 一 般 に ここ と で の 取扱 い を 理解 する 上 で 必要 と は な ら な い は ず で ある . 
ドラ ム あ る い は ディ スク の よう な 回 転 式 記憶 装置 は , その 動作 特性 に よっ て 
これ ら の 装置 の 用 法 に 適用 し 得る 最適 化 技法 を 決定 付け る . これ ら の 二 種 の 装 
置 の 間 で 本 質 的 に より 単純 な の は ドラ ム で ある . な ぜ か と いう ら と, ドラ ム で 
は , 装置 の 状態 を 記述 する の に た だ 一 つの 状態 変数 だ けが 必要 と な る か ら で あ 
る . すなわち , 時 間 の 関数 と し て の ドラ ム の 角 位 置 は 装置 の 物理 的 な 瞬間 構図 
(configuration) を 完全 に 記述 する . それ に 対し て , ディ スク 装置 で は , その 物 
理 的 な 朋 間 構図 を 記述 する の に 二 つ の 状態 変数 が 必要 で ある . すなわち , ディ 
スク で は , 角 位 置 は 状態 変数 の 一 つ で あり , も うぅ 一 つの 状態 変数 と し て ヘッ ド 
の 位置 が 必要 で ある . と の こと か ら , ドラ ム ュ 操 作 ! の 特性 が ディ スク 操作 の 特 
† 訳注 原文 は "drum operation′ と “disk operation” で ある . 本 章 で は , ハー ドウ ェ ア と し 

て の ドラ ム と ディ スク の "動作" 特性 だ け を 問題 と し て いる の で は な く , と れ ら の ハー ドウ ェ 


ア の 制約 の 下 に あっ て サー ビス に 対す る 諸 要 求 を 順序 付け る 手続 き の 特性 を 特に 問題 に し て い 
る の で ある か ら , その 意 を 流 ん で , 『 ド ラム 操作 * お よび “ディ スク 操作 ' と いう 語 を 用 いた . 


第 5 章 補助 記憶 お よび 緩衝 記憶 の モデ ル 


性 の 一 部 を 構成 する こと は 明らか で あろ う . それ ゆえ , や が て は っ きり する よ 
ら うに, ドラ ム の 利用 効率 を 最適 化す る た め の 手 続き は ディ スク ・ シ ステ ム に も 
適用 する こと が で きる こと に な る . 

前 に 示唆 し た よう に , 個々 の ドラ ム ・ シ ステ ム あ る い は ディ スク ・ シ ステ ム 
(特に , ディ スク の 場合 ) は , (総合 的 な ) 性 能 に 支配 的 な 影響 を 及ぼ すこ と と が あ 
り , し か も これ ら の 装置 の クラ ス に 共通 し て いる の で は な いよ うな どちら か と 
言え ば 特殊 化 さ れ た 造り と か 制約 を 持つ と と が 往々 に し て ある . た と えば , 記 
録 間際 (recording gap), ヘッ ド 切 換え 時 間 の ある 特殊 な 様相 . ディス ク 上 の 情 
報 の 特殊 な 編成 等 の 存在 が それ で ある . 本 章 の 目標 は 応用 範囲 の 広い 解析 的 接 
近 法 を 用 いて 問題 を 一 般 的 に 取扱 う 2 こと に ある の で ある か ら , 通例 に 依っ て , 
これ ら の 装置 の 抽象 的 な モデ ル を 定式 化す る と と に より , 上 述 の “特殊 な 諸事 
例 ” に か か ずら うと と は 避け る と と に し よう. と の よう な 抽象 的 モデ ル の 研究 
に 密接 に 関係 し て いる 一 般 的 諸 技法 は , 通常 , 適切 な 特殊 化 と 理想 化 を 施す こ 
と に よっ て 実在 の シス テム に 適用 する こと と が 可能 に な る . 

待ち 行列 に お ける 遅れ を 除外 すれ ば , 補助 記憶 と 主 記憶 の 間 の 転送 を 完了 す 
る ま で に 要する 時 間 に は 三 つ の 主 成分 が ある. すなわち , 1) 探 索 時 間 (seek 
time) 一 一 アー ム の 位置 決め に よる 遅れ (arm positioning delay) 一 一 , 2) 回 転 
待ち 時 間 (rotational ]atency), お よび 3) 転 送 時 間 (transfer time) で ある . 転 
送 時 間 は 一 般 に オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム の 設計 者 に よっ て 左右 され る よう 
な も の で は な いし , また だ た, これ は 回 転 待ち 時 間 の 終了 に 続い て 直ちに 生起 する 
も の で ある . こと の よう な 事情 か ら , こと で の モデ ル は , 図 5.1-1 に 示さ れ て い 


探索 (アー ム 位 置 決 の) 段階 回 転 待ち 
お よび 転送 段階 


5.1-1 一 般 モ デル 
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5.1 は じ め に 
る よう に , 二 つ の サー ビス 段階 , すなわち , 1) 探索 (SKK) 段階 (seek phase), 
2) 回 転 待ち お よび 転送 (LT) 段階 (datency-and-transfer phase) を 表す . 一 般 
の 場合 を 想定 すれ ば , 複数 の ドラ ム 装 置 ま た は 複数 の ディ スク 装置 と 複数 の 独 
立 し た アー ム 位 置 決 め 機構 が 集中 制御 の 下 に あっ て , それ ぞ れ を 普 列 に 操作 す 
る と と が 可能 で あろ うら. この 並列 性 と 連動 すね る と と に より , 複数 の デー タ ・ チ 
ャ ネル が LT 段階 の 並列 性 を 可能 に する . し か し , 普通 は , 与え られ た 要求 
に 対し て 一 度 あ る ディ スク ・ ア ー ム が 選択 され て 位置 決め され て し まう と , そ 
の アー ム は この 与え られ た 要求 に 対応 する LT 段階 が 遂行 され て し まう まで 
次 の 要求 に 対し て 使用 可能 に は な ら な いこ と を 仮定 し な けれ ば な ら な い . し た 
が っ て , この 仮定 の 下 で は , を 個 の シー ク 機 構 か ら 成る 有限 入力 源 が LT 段階 
に 対し て 存在 する こと に な る . 参考 文献 [1-6]1 では, 大 抵 の 現用 ディ スク ・ シ 
ステ ム の 設計 に 付き 物 の 種々 の 並列 性 が 記述 され て いる . 
図 5.1-1 に お いて 並列 に 接続 され て いる 待ち 行列 は , 解析 の 目的 上 , 一 般 に は 
互い に 独立 で ある と 仮定 され る . た と え こ の 仮定 が 現実 に は 成立 し な いと し て 
も , それ が 解析 を 扱い 易く し て お く 唯 一 の 手段 で や ある か ら で あ る . いずれ に せ 
よ , 独立 性 の 仮定 は た だ 一 つの 待ち 行列 に 注意 を 集中 する こと に よっ て 全体 的 
な 性能 の 尺度 を 得る こと を し ば し ば 可能 な らし め る . この 独立 性 の 仮定 が 与え 
られ た と し て も る も, 図 5.1-1 に 示さ れ て いる 一 般 モ デル の 解析 は , 依然 と し て 無 
視 し 得 な い 困 難 , 特に , 後続 の いく つか の 節 で 解析 され る と こと に な っ て いる よ 

り 効 率 的 な (か つ 数 学 的 に は 複雑 な ) 順 序 付け の 諸 規 則 の 問題 に 直面 し て いる . 
な お , デー タ ・ チ ャ ネル が 唯一 本 存在 する こ と , 諸 分 布 が 指数 分 布 で ある こ 
と , 順序 付け 規則 は TIFO 式 で ある こ と を 仮定 し た と き の 図 5.1-1 の モデ ル 
と 対す る 近似 的 解析 が 文献 [4] で 行わ れ て いる . 

図 5.1-1 に 一 般 化 され て 示さ れ て いる ディ スク ・ シ ステ ム 侯 現 出 する 縦列 待 
ち 行 列 (tandem queues) ( ま た は 直列 待ち 行列 (queues in series)) を より 筒 単 
に 取扱 うた め に 普通 に 行わ れる 単純 化 は , 探索 段階 の 出力 が ポア ッ ン 的 で ある 
と 仮定 する こと と で ある . (演習 問題 4.11 を 見 よ .)ife と Smith[1]1, お よび 
Abate その 他 [3] は , この 近似 に つい て 論じ , 動機 付け を 行っ た . 一 方 , SK 
待ち 行列 が 飽和 状態 に 置か れ て いる と 仮定 され た と き に は 別 の 単純 化 が 行わ れ 
る こと を 意味 する . この 場合 に は , SK 段階 と LT 段階 に 対し て それ ぞ れ 指数 
分 布 を 仮定 する と , 4.3 節 お よび 4.4 節 で 解析 を 行っ た 有限 入力 源 を 持つ ポア 
ッ ン 型 待ち 行列 に 帰着 する こと に な る . 上 述 の よう な 形 の 近似 が いつ で も 必要 
で ある と いう ら こ と と で は な い . ある 種 の シス テム で は , 図 5.1-1 中 の 待ち 行列 が 
全て 存在 する と いう 訳 で は な いか ら で あ る . 特に , ある 一 つの 要求 が 処理 を 開 
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始 し た と する と , その 要求 は , 次 の 要求 が 第 一 の 段階 で 処理 を 開始 する 以前 
に , 二 つ の サー ビス 段階 を 通し て すっ か り 処 理 さ れ て し まわ な けれ ば な ら た な い 
よう な 場合 も ある か も 知れ な い . 

単純 に 探索 段階 を 除去 する こと に より , 図 5.1-1 は ドラ ム ・ シ ステ ム の モデ 
ル で ある と 見 な すこ と が で きる . 次 の 二 つ の 節 で は , SK 段階 と LT 段階 を 分 
離し て 考察 する . 目的 は , ディ スク ・ ヘ ッ ド の 動き と 回 転 待ち 時 間 を それ ぞ れ 
減少 させ る こと に よっ て 性 能 を 最大 な らし め る よう に 設計 され た 現存 する か も 
し く は 提案 され て いる 順序 付け 手続 き を 特徴 付け る こと で ある . ドラ ム と ディ 
スク の 双方 に 適用 可能 な 回 転 待ち 時 間 の 減少 化 が まず 考察 され る . 解析 的 な 結 
果 は 様々 な 順序 付け アル ゴリ ズム に 対す る 洞察 を 資 す と は いう も の の , 現実 の 
シス テム を 評価 する た め に は , さら に 多く の 細部 を 考慮 に 入れ な けれ ば な ら な 
い . 数 値 的 研究 と シミ ュ レ ーション 的 研究 に 関し て は , 参考 文献 , 特に Teorey 
と Pinkerton [6] を 参照 する と よい で あろ う . 

5.4 節 で は , 補助 記憶 と 入出 カン ステ ム に つい て さら に 広い 見 方 が 取ら れる . 
ほとん と ど 任 意 の 構造 を 持っ た 多重 プロ セッ サ ・ シ ステ ム を 表現 する 一 般 待 ち 行 
列 ネ ットワーク モデ ル が 指数 分 布 を 仮定 し て 解析 され る . 入出 力 プ ビ セ ッ サ の 
シス テム か ら 抽 出 し た 実例 も 調べ られ る . 

緩衝 領域 設計 問題 の 解析 を 5.5 節 で 行っ て 本 章 を 締 括 る . Knuth[7] は , 
FIEO, LIFEO, お よび これ ら の 規律 の 組合 せ を 用 いた 待ち 行列 の 記憶 技法 の 詳 
細 な 取扱 い を 提供 し て いる . 同 節 で は , 記憶 領域 利用 率 (storage utilization) 
の 確率 モデ ル お よび タイ ムシ ェアリング ・ シ ステ ム 等 の 応用 分 野 で 発生 する 実 
時 間 低 速 デ ー タ 伝送 緩衝 領域 問題 に 重点 が 置か れる . 
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図 5.1-1 に お いて LT 段階 が 1 個 か ら 成 っ て いる 場合 , すなわち , 7 1 と 
仮定 され る 場合 を 考察 し よう . この 待ち 行列 を サー ビス する 最も 科 単 な 方 式 は 
TOCFS (frst-come-first-served) 規律 で ある . は ドラ ム メ ! の 円 周 に 沿っ て 記 
憶 可 能 な 総 語数 を 表す . 待ち 行列 に 順次 到着 する 要求 は , 系 列 gr, .…, gi .…, 
お よび ェ si, .…, < .… で 記述 され る . た だ し , gi は 開始 番地 の 角 位 置 を 示し , 
1 は ? 番目 の 要求 を 転送 する の に 要する 時 間 を 表す . 次 の 諸 仮 定か ら 基 本 
モデ ル が 得 ら れる . 


† 結果 は ディ スク の 回 転 待ち 時 間 問題 に も 適用 され る が , 便宜 上 , ドラ ム ・ シ ステ ム の 用 語 を 使 
うと と に まず る 。 
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1. 到着 率 え 4 の ポア ッ ソン 到着 が 行わ れる . 

2. 系 列 {gi お よび {zi] は 互い に 独立 で あり , 各々 が 独立 な 確率 変数 の 系 列 
で ある . 

3. と の 4 に 対し て も ゃ も , 1, 2, .…, W} に 属す る 全て の 開始 番地 が 等 確率 で og: 
の 値 と な り 得 る . 


この モデ ル で W の 値 が 適当 に 大 きい と する と , 1 番目 の 要求 の サー ビス 時 間 
の 期待 値 は 近似 的 に 7/2 十 : と な る . た だ し , 7 は ドラ ム の 1 回 転 に 要する 
(一 定 値 の ) 時 間 で ある . 今 , <: の 分 布 が 1 次 モー メン ト BE(<) お よび 2 次 モー 
メン ト E(<?) を 持つ も の と する . 平均 行列 長 に つい て は , p = 4[E(<) 十 7721 
お よび BE(S?) = 世 [(z: 十 の 人] と し て 式 (4.2.21) を 利用 する こと が で きる . た 
だ し , 9 は, ドラ ム が 回 転 し て 開始 番地 に 到達 する まで の 遅延 時 間 を 表す 確率 
変数 で ある . 適当 に 大 きい W に 対し て , E(S?) は E(<?) 十 7B(<) 十 72/73 に 
よっ て 極め て 密 に 近似 され る . この 式 は ドラ ム 円 周 上 の 開始 番地 の 連続 分 布 に 
対応 し て いる . し た が っ て , 次 式 が 成り 立つ . 


= ア 々 だ [EB(G< の 二 7E(G) キ 7231 
ge BG) + 5 | +ー5mー2BG で G+7721) ・ 


平均 待ち 時 間 に つ いて は リト ル の 公式 を 使う 9 こと が で きる . 

明らか に , FCOFS ドラ ム に 対し て 容量 (最大 転送 速度 ) は 1/[E(<) 十 772] 
で 与え られ る . も し , 平均 すれ ば ドラ ム 半 回 転 分 に 相当 する 冒頭 の 待ち も を 回 避 
で きる と する な ら ば , これ より も は る か に 良く する こと と が で きる . これ を 行う 
た め に は , 単に サー ビス 規律 を 修正 し , 各 意 志 決 定時 点 で , 次 に サー ビス され 
る 要求 は , 待っ て いる 要求 の 中 で 開始 番地 が ドラ ム の 現在 の 角 位 置 の 最も 近く 
(に こ あ る も の に な る よう に すれ ば よい [2]. この 最短 到達 時 間 順 (SATE, short- 
est-acces8-time-first) シス テム の 一 般 的 な 解析 は 非常 に 区 か し い [8]1. し か し 
な が ら , ペー ジン グ ・ シ ステ ム と いう 重要 な 環境 の 下 で は , 結果 は マル ュ フ 連 
鎖 解析 に よっ て むし ろ 容 易 に 得 ら れる [9]. 以下 で は , その よう な モデ ル を 解 
析 し て HOCFS 式 順序 付け と 比較 する . 

シス テム に 到着 する 要求 は 1 個 の ペー ジ に 対す る も の で あっ て , ドド ラム の 円 
周 上 に は 丁度 W ペー ジ ( ま た は ペー ジ 枠 ) が 存在 する と 仮定 する . 断面 図 で 見 
る な ら ば , 1 ページ は 1 ドラ ム ・ セ クタ (sector) を 占め る . 

SATE ペー ジン グ ・ ド ラム の 数 学 的 モデ ル は 図 5.2-1 に 示さ れ て いる . 各 到 
来 要 求 は , それ の 指定 する 番地 を 持つ セク タ に 対応 する セク タ 待 行列 の 最後 
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読取 り / 書 込み 


番目 の セ フ マ ー 
待ち 行列 


5.2-1 数 学 的 モデ ル 


尾 に 置か れる . ドラ ム は 静止 し て いる と し て , 読取 り / 書 込み ヘッ ド が ドラ ム 
の 周り を 7 秒 毎 に 1 回 転 と いう 一 定 の 速 さ で 廻っ て いる と 見 な すこ と に よっ 
て , ド ラム ・ シ ステ ム の 裏返し で は ある が , 等 価 な 見 方 を し て いる こと に 注意 し 
よう . SATF ペー ジン グ ・ ド ラム の 操作 法 に 従い , 読取 り / 書 込み ヘッ ド は , 
空 で な い 待 ち 行列 を 持つ セク タ 上 を 通過 する 度 毎 に , 行列 の 先頭 に ある 要求 に 
対し て サー ビス を 行い , (1 ペー ジ が 読ま れる か 書か れる か し た 後 ) こ の 要求 を 
シス テム か ら 放 出す る . 

到着 する ペー ジ 要 求 は , 定常 確率 分 布 {4 ヵ /4o} 芝 に 従っ て W 個 の セク タ 待 
も 行列 に 分 配 さ れる も の と 仮定 する . た だ し , 4。 は シス テム へ の 平均 ( 総 ) 到着 
率 で あり , ん % 三 1. 2, .…, W) は 番目 の セクタ 待ち 行列 へ の 到着 率 で ある . 
そう する と , 明らか に 次 式 が 成り立つ. 


(5.2.1) 2 ムー の 


ペー ジ 要 求 は ポア ッ ン 流れ を な し て 到着 率 4。 で 到着 する と 仮定 する . し た 
が っ て , 4.2 節 で 示し た よう に , セク タ 待 ち 行列 へ の 到着 は , 番目 の それ に 
対し て は 到着 率 が ん で ある よう な 独立 な ポア ソン 到着 に な る . 番目 の セク 
タ に 対す る 到着 時 間 間 隔 の 分 布 は 次 式 の よう に 表す こと が で きる . 
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(5.2.2) 4z() ニュ ユーeW⑭0) 


各 セ クタ 待ち 行列 は 独立 の も の と し て 扱え る に も か か わら ず , それ ら は 個々 
に 一 定 サ ービス 時 間 の 単 一 サー バ を 持つ (M/D/1 型 ) 待ち 行列 で ある と 解釈 す 
る 訳 に は いか な いと いら うら こと と に 特に 注意 する べき で ある . さら に 言え ば , 空 で 
な い 待 ち 行 列 へ の 到着 か ら 見 る と 本 質 的 に ドラ ム 回 転 時 間 7 に 等 し い サ ー ビ 
ス 時 間 を 持つ 一 定 サ ービス 時 間 シ ステ ム で は ある が , 空 で ある 待ち 行列 へ の 到 
着 は 明らか に 一 定 の サー ビス 時 間 を 持た な いと いう の が 真実 で ある . 

解析 の 一 般 的 目標 は , 統計 的 平衡 状態 で セス テム が 作動 し て いる と いう 仮定 
の 下 で 個 の セクタ 待 ち 行 列 の 各々 の 長 さ の 結合 分 布 関数 を 見 出す こ と で あ 
る . セタ クタ 待ち 行列 の 統計 的 独立 性 か ら , これ は 積分 布 と な る で あろ う . し た 
が っ て , 得る 必要 の ある 結果 は , 単 一 の 待ち 行列 の 長 さ の 確率 塊 関数 (pmf) と 
いう こと と に な る . と こと で の 接近 法 は , まず , 時 間 を 等 間隔 に 分 ける 時 刻 の 系 列 
を 定義 し て , 次 に , その 結果 生じる 離散 時 間 に お ける 過程 に 対し て , 求め た い 
pmf を 算出 する と いう も の で ある . その 後 で , 統計 的 平衡 状態 に お ける 連続 
時 間 過 程 に 対し て 有効 と な る 結果 を この pmf か ら 決 定 す る こと と に する . 離散 
時 間 で の 過程 は , ここ で 仮定 し た 到着 機構 の 結果 と し て マル ュ フ 人 性 を 持つ . 

時 刻 の 系 列 {]} 員 」 は , 読取 り / 書 込み ヘッ ド が セク タル ん の 終端 を 通過 し た 
直後 の 時 刻 の 系 列 に 対応 する よ 2 に 定義 され る . W 個 の 待ち 行列 の 中 の 任意 
の 1 個 ( す な わ ち , 番目 ) の 行列 の 長 さ の 定常 確率 塊 関 数 {rjS」 を 見 出し 
た い . ここ で , z%。 は , 特に 番目 の 待ち 行列 の 長 さ が 読取 り / 書 込み ヘッ ド 
の セク タル の 終端 通過 直後 に ? と な る 平衡 状態 確率 で ある . 以下 で の 解析 の 
目的 に と っ て は , ん へ の 依存 を 排除 し , メ = ん また z:ーz の と 置い て 表記 を 
科 単 に し て も 差 支 を な い . さて , 確率 zi に 対す る 下記 の 母 関数 の 計算 を 始め 
所 の 。 


(5.2.3) z(⑦ の = 


後に 検証 する が , モデ ル か ら 直 観 的 に 明らか な よう に , ん 番目 の 待ち 行列 に 
お ける 統計 的 平衡 条件 は , 単に 到着 率 4 が 最 大 退去 率 1/7 を 越え な いと いう 
こと で ある . と と ろ で , 統計 的 平衡 の 定義 に よっ て 次 式 が 成り立つ . 


(5.2.4) 7 三 2 zi(7 三 0, 1, 2, .…) 


ここ と で, z ぉ は, 系 列 {&} に 対し て 定義 き 8 れる 1 段 乱 移 確率 で ある . す な わ 
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も , 


(5.2.5) 。 zgー Pr[。 に お いて ん 番目 の 待ち 行列 の 長 さ が ? で ある 
と いう 条件 の 下 で , な ,」 に お いて それ は 7 で ある ] 


rg を 求め る た め に は , まず , 各 期 間 。」』ー ム ニア に 対し て 最大 限 1 個 の 
退去 し か な い の で , 全て の 7 く <? 一 1 に 対し て zi, 三 0 で ある こと に だ 注目 し な 
けれ ば な ら な い . 同様 に , も し ?>0 な らい ば, 


(5.2.6) zz: 三 Pr[7 一 ? 十 1 個 の 到着 が な ねー な テア 内 に 生じ る ] 
(0 一 1 く < 


で ある こと ゃ 定義 か ら 明らか で ある . ? ニ 0 に 対す る xr, の 計算 に お いて は , 
読取 り / 書 込み ヘッ ド が セク タ ん た の 終端 か ら セ モク タ ん の 始 端 に 戻る まで 回 転 す 
る 間 の 時 間 [1 一 1/W]7 内 に 発生 する 到着 と 読取 り / 書 込み ヘッ ド が ん 番目 の 
セク タ を 横切っ て 回 転 す る 長 さ 7/ の 時 間 間 隔 内 に 発生 する 到着 と を 区 別 し 
な けれ ば な ら な い . と いう の は , も し 前 者 の 時 間 間 隔 内 に 少な く と も 1 個 の 到 
着 が あれ ば , その よう な 到着 の 1 番目 の も の は , 読取 り / 書 込み ヘッ ド が ん 番目 
の セク タ の 終端 を 再び 通過 する 時 刻ま で に サー ビス され て し まう か ら で あ る . 
し た が っ て , 次 式 が 成り 立つ . 


5.2.7) gr 個 の 到着 が ( 一 アー)7 内 に あり , 7ー ァ 1 個 


の 到着 が 7/ が 内 に ぁ る | 志 Fi ( ーー 7 内 の 到着 は 


0 個 で あり , 7 個 の 到着 が 77W 内 に ある | 


と ころ で , 第 4 章 で 算出 し た ポア ソン pmf に よれ ば 
9 。 


(5.2.8) 方 ⑰ = 


ESEC 
の よう ら に な る . 


2 の ルー ターキー) 


これ は 次 の よう に 人 簡単 化 さ れる . 
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(5.2.10) zo 三方 1(7) 一 2 パー に 7 eo ヵ ) 


次 に , 式 (5.2.4) の 両辺 に 2? を 乗じ , 7>0 に 関す る 総和 を 取る と , 総和 の 順 
序 を 変更 し , 式 (5.2.8) を 使っ た 後 , 次 式 を 得る . 


(5.2.11) r(z) 三 党 し の 遇 7 る 7 
zr の 代入 を 行い 多少 簡単 化す る と, 次 式 が 得 ら れる . 


ーー 7)4zy (④) 


(8.2.12) z⑦ = 人 |4r@ の 6 


コータ)4 の |+ の 


十 z が ( 
た 証し 。 
(5.2.13) 4,(⑫②) = 方 0 ダニ の G- の 
は ポア ソン 分 布 に 対す る 母 関数 で ある . 式 (5.2.12) を z(z) に つい て 解く と , 
次 式 が 得 ら れる . 


(z 3 eg 0-02 
る 一 と 0 


(5.2.14) (2) 三 zo 


ge 人 E(W-1) 7 が] 


zo を 見 出す た め に im._jz(z) 1 を 用 いる と, 次 式 が 得 ら れる . 
(5.2.15) zo 三 (1 一 47)eTW-D7 が 7 


次 に , zi: だ け を 基 に し て , ドラ ム 上 の 任意 の 点 で 定義 され る pmf が 計算 で 
きる こと を 述べ る . これ を 証明 する た め , 図 5.2-1 で , セク タ ん の 終端 直後 
の 点 か ら r 秒 だ けず れ た 点 で 定義 され る pmf を 見 出す こ と を 要求 され て いる 
も の と する . 0S< く 7 で ある よう な 任意 の に 対し , 番目 の 待ち 行列 の 長 さ 
は , 読取 り / 書 込み ヘッ ド が セク タ ん の 終端 か ら r 秒 だ け 回 転 す る 間 に た だ 増 
加 し 得る の みみ で ある . それ ゆえ ぇ , 要求 され て いる pmf は 次 式 で 与え られ る . 


(5.2.16) の (z) 三 ぇ zi( て ) 


これ は , 平 稀 状態 に お ける ん 番目 の 待ち 行列 の 状態 の ある 観測 に 対し , も し 
と の の 】 
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その 観測 時 点 を 示す < が 与え られ れ ば , 式 (5.2.16) か ら 対 応 す る pmf が 知ら 
れる と いら うら こと を 意味 する . し た が っ て , 連続 時 間 に お ける この 過程 の 行列 長 
の 確率 の: を 得る に は , 単に , 区 間 [0, 7) に お ける r の 条件 付け を 排除 すれ ば 
よい . すなわち , 次 式 を 得る . 


誠 
(5.2.17) な の dP) 


た だ し , 7(z) は < の 分 布 関数 を 表す . 明らか に , z は 区 間 [0, 7) に お いて 一 
様 に 分 布 す る の で , 次 の 式 が 成り 立つ . 

の 
(5.2.18) 7( ヵ ) = (0<z ヶ く の ) 
前 と 同様 に 母 関数 を 用 いて 議論 を 進め る と, ? ゎ ,(<) の 母 関数 が 次 の よう に 算出 
され る . 


(5.2.19) の (z, <) 三 z(z) 4。(2) 
とこ で は , 式 (5.2.16) が 崇 込 み を 表し て いる と いう 事実 を 利用 し て いる . 式 
(5.2.17) を 変形 し , 式 (5.2.13)1 を 代入 する と, 次 式 を 得る . 

co ア 
(⑤.2.20) p(⑦ = グー ァ ( の 6 4.(?)7() 
式 ⑤.2.13) (5.2.15) お よび (5.2.18) を 代入 し て 積分 を 実行 する と , 次 の 式 
が 得 ら れる . 


(z ーー 1) 2- ダ ロー の / が リー e~7 1- る ) 


(⑯.2.21)  p② = ロー47) ーー の ~ 委 代 ー の 


式 (5.2.21) は , 求め よう と し て いた 基本 的 な 結果 で ある . 式 (5.2.21) か ら 
は , 確率 ヵ ヵ , 平均 行列 長 多 , お よび 高 次 の モー メン ト が 微分 を 行う こと に よ 
っ て 求め られ る . 特に , 平均 行列 長 に つい て は 次 式 の よう に な る . 


(8.2.22) = im P/⑦) = か) + ラ イー か 


† 訳 注 原文 は 式 (5.2.18) と な っ て いる が , 本 文 の よう に 訂正 し た . 
訳注 原文 に は な い が , (5.2.18) を 追加 し た . 
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た だ し , は (% 番目 の 待ち 行列 の ) 利用 率 で あっ て , 次 式 で 与え を られる. 


(5.2.23) の p ニ メア 


シス テム に 対す る 平均 待ち 時 間 の 尺度 は リト ル の 公式 (4.2 節 を 見 よ ) を 適用 
する こと に よっ て 与え られ る . し た が っ て , シス テム に お ける 待ち 時 間 に つ 
いて は , 単に アニ タ /2 を 計算 する だ け で よい . 

平均 行列 長 に 対す る 式 (5.2.22) か ら セ クタ の 個数 (W) へ の 依存 性 が 痢 て 取れ 
る . 実際 の シス テム に お いて 最も 興味 ある 例 に は ヵ 三 三 40/W と い 95 仮 定か 
含ま れ て いる . 大 概 の ペー ジン グ ・ ド ラム は (W 十 2)/2 が 十分 に 1/2 に 近 
く な る くら い 大 きい W の 値 を 使用 し て いる の で , シス テム ュ 人 性 能 は 本 質 的 に は 
負荷 係数 (loading factor) p = 47 = 407/W に 依存 する こと に な る . 所 与 の ド 
ラム 速度 (1/7) と ペー ジ の 大 き さ に 対し て 数 7 は ド ラム の 大 き さ ( 円 周 ) の 尺 
度 と な る . ドラ ム の 大 き さ と 速度 を 固定 する と , W は ペー ジ の 大 き さ の 尺度 
と な る . いずれ に し て も シス テム の 容量 (飽和 点 ) は V の 値 に 直接 比例 する . 
先 に 示唆 し た よう に , ペー ジン グ ・ ド ラム に 対し て 与え た 解析 は , 各 セ クタ 
待ち 行列 が 一 定時 間 サ ービス の 単 一 サー バ ・ シ ステ ム で ある と 仮定 する と と に 
よっ て 近似 する こと が で きる . 4.2 節 で 導い た 結果 [ 式 (4.2.24) を 見 ょ ] を 使用 
する と , z 番目 の 待ち 行列 の 平均 の 長 さ に 対し て 次 式 を 得る . 


(5.2.24) ョ ュー ムキ っ ロー 


これ は 式 (5.2.22) と 比較 され る . パテ 2 対し て は 式 (5.2.22) と (5.2.24) は 
同じ も の に な り , 式 (5.2.24) は パー=1 を 除く 全て の に 対し て 搾 え 目 の 評価 
と な る . パテ 1 に 縮退 し た 場合 に つい て は , 現実 の シス テム で の 空 な 待ち 行 
列 へ の 到着 は サー ビス 完了 まで に 平均 し て 3 7/2 秒 待 つこ と に な る が , 上 記 
の 近似 に よれ ば 7 秒 だ け の 待ち こ な る と い う こと が 看 て 取れ よう . 最後 に , 
式 (5.2.22) と (5.2.24) の 間 の 相違 の 割合 は , 。 が 大 きく な る と 非常 に 小さ く な 
る と いら こと も 視察 する と と が で きる . すなわち , 項 〆/2(1 一 の ) が 両 シ ステ 
ム に お いて 多 の 値 を 支配 し て いる . 

1 ペー ジ の み の 要 求 が ポア ッ ツン 到着 する と いう 仮定 の 下 で は , ペー ジン グ ・ 
ドラ ム に 対す る 上 述 の 結果 は , 完全 な SATF ス ケ ジ ュ ー リ ング の タイ ミン グ 
と 制御 に 関す る 要請 に 適合 し 得 な い 実在 の シス テム が と れ よ り も 貧弱 な 性 能 と 
低い 容量 で 特徴 付け られ る で あろ うら と いら 意味 で , 性 能 の 上 限 を 与え る も の で 
ある と 見 る と と が で きよ う . 下限 は , サー ビス 待ち も の ペー ジ 要 求 が どの セク タ 


と の の 】 
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番地 を 指定 し て いる か を 知っ て いる と と の 利点 を 用 いな い HOCOFS スケ ジュ ー 
リン グ の シス テム に よっ て 与え られ る . 

TOES ペー ジン グ ・ ド ラム に 対す る 朗 当 な 近似 を 得る た め , 全て の を に 対 
し て ん =40/M を 仮定 し, 単純 に 7/@/1 に 対す る 式 (4.2.21) の 結果 を 用 い 
る . その 際 , サー ビス 時 間 は , 等 確率 (1/W) で 7/W(7 =0, 1, .…, パー}) 
の 中 の どれ か が 値 と し て 取ら れる よう な 到達 時 間 と 定数 7/W と の 和 か ら 成 る 
ゃ も の と 仮定 する . その 結果 , 次 式 が 得 ら れる . 

20B(S? ( に 20 ) 


(5.2.25) 2%o 三 /o 十 31 一 ) 時 7 


た だ し , BE(S2) は サー ビス 時 間 分 布 の 2 次 モー メン ト , すなわち , 


9 =|2W+D そ ピード my 


3 2 ん 
で あり , 1/ は 平均 値 , すなわち , 


1 記 
(5.2.26) テー (⑦+ ォ っ 宙 
で ある . 

TOFS シス テム を よく 検討 すれ ば , た と え , 空 で ある 待ち 行列 へ の 到着 に 対 
し て は サー ビス 時 間 分 布 に 違い が か ある た め に 角 衣 が 存在 する に し て も , 上 の 結 
果 は 精密 な も の で ある と と が は っ きり する は ず で ある . この 人 館 は , か 負荷 
か が 増大 する と 共に 減少 する . な ぜ な ら ば , 前 者 の 場合 に は 7/ は 無視 で き 
る 程 の も の に た なり, 後者 の 場合 に は 待ち 行列 が 空 で ある 確率 は 零 に 近付く か ら 
で ある . SATTF 規律 と FCOFS 規律 の 間 に 存 在 す る 大 き な 相 違 に つい て の 観念 
を 得る た め に 行わ な けれ ば な ら な いこ と は , 実際 の 所 , それ ら の 容量 を 互い に 
比較 する と と だ け で ある . これ に つい て は , 式 (5、.2.23) と (5.2.26) か ら 1, 与 
えら れ た W に 対し て , 最短 到達 時 間 順 シス テム は TFCES シス テム より も 容量 
が (W 十 1)/2 倍 大 きい と いう と と が 容易 に 知ら れる . 

ハー ドウ ェ ア に よる 遅れ ある い は 処理 に お ける 遅れ が ある た め , 引 続 く セク 
タ に 対し て 連続 サー ビス を 行う こと が 妨げ られ る よう な 場合 が ある が , と の よ 
う な 場合 に SATFE スケジュ ー リ ング を 実現 する 一 つの 方 法 は , 1 くく で 


† 訳 注 原文 は 式 (5.2.22) と (5.2.25) に な っ て いる . 
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ある よう な ある 適当 な 整数 47 を 定め , ドラ ム の 回 転 の 進行 に 伴っ て 村 ー1 
個 置き に 現われ る セク タ に 対し て だ け サ ービス する と いう 方 式 を 採用 する こと と 
で ある . 歳 差 ドラ ム 方 式 (precessing drum scheme) は 今 述 べた よ うな 特徴 を 
持っ て いる [10]. な お , 先 に 導い た 結果 は , わずか な 修正 を 加え る だ け で と この 
方 式 に も 適用 する こと が で きる . 

歳 差 ド ラム 方 式 に お ける 上 記 の 7 は, 1< く 4 く W で あっ て , し か も 放 と 
は 互い に 素 で ある と いう 条件 を 満た す 任 意 の 整数 で ある . (後者 の 条件 が 満足 
され な い 場 合 に も 有効 で や る よう に 方 式 を 調整 する こと は 比較 的 に 簡単 で あ 
る .) と の 方 式 の 動作 を 説明 する た め , 人 箇 単 な 例 と し て , 47 で パー1 が 割 切 れ 
る よう な 場合 (た と えば , 47= ニ 5, W=26) を 採 上 げ よ う . セク タ か ら 開 始 
し て 4 セク タ 毎 に サー ビス を 行う ある 回 転 が 存在 する と 仮定 し よう . セク タ 
Wー1 の サー ビス の 後 , 次 に (7 一 1 個 の セク タ を 飛び 越し た 後 で ) サ ービス 
され る と と に な る セク タ は セク タ 一 1 で ある . こと の よう に , 後に 続く 回 転 
で サー ビス され る セク タ は , 1 回 前 の 回 転 で サー ビス され た セク タ か ら 1 だ け 
前 に ずれ る こと に な る . と うし て , 歳 差 を /M 回 転 続 けた 後 , 引 続 い て , セク 
タ か ら 再 度 同じ し こと が 繰 返 さ れる . この よう に 操作 する こと に よっ て , 各 
セク タ は 回 転 毎 に 丁度 1 回 の サー ビス を 受け , し か る 引 続 い て サー ビス さ 
れる 二 つ の 待ち 行列 の 間 に は 飛び 越 さ れる セク タ が 丁度 村 ー1 個 存在 する と 
いら と と に な る . サー ビス の 対象 と し て 次 か ら 次 へ と 現われ る セク タ の 系 列 
は 4 に 依存 し て 定まる けれ ども , 最後 に 述べ た 二 つ の こと は , 前 記 の 条件 を 
満た す ど の よう な 覆 に 対し て $ も 成立 する . 

と ころ で , も し も ゃ 新しい 到着 が , それ が サー ビス され 得る よう に な る 前 に 少 
な く と も ( 覆 ー1) 7/ 秒 を 必要 と する と 仮定 する な ら ば , 前 述 の 解析 は , 前 
に 導い た 全て の 結果 に お いて 単に を 47 で 置換 える こと に より , た だ ち に 
有効 と な る . と の こと と は , 円 周 が 元 の ドラ ム の それ の 7 倍 で ある に も か か わ 
ら ず , 読取 り / 書 込み ヘッ ド を 過ぎ る 円 周 の 速 さ は 変わ ら な いよ うな 等 価 な ド 
ラム を 考え る こと と に より 最も 容易 に 理解 され る . この 等 価 ド ラム の セク タ は 元 
の ドラ ム 上 の 李 個 の セク タ ( サ ブ セ ク タ と 呼ば れる ) か ら 成 る . し か し , 実際 
に 情報 を 含む の は こと の 7 個 の サブ プ セ クタ の 中 の た だ 1 個 だ け で ある . も し , 情 
報 を 含む の は 7 個 の サブ セク タ の 中 の 最後 尾 の も の で ある と いう よう 人 等 価 
ドラ ム の セク タ を 定義 むす る な ら ば , 7 を 77 で 置換 を る こと に より , ア (?) を 
導く 前 述 の 解析 は 何 も 変 更 す る こと な くそ の まま 通用 する . 

Burge と Konheim [11] は シス テム 内 の 要求 総数 (サー ビス 中 の 1 個 を 含む ) 
が 与え られ た 一 定 の 大 き さ と に 保 た れる と いう 仮定 の 下 で , SATF ペー ジン 
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グ ・ ド ラム の 解析 を 行っ た . すなわち , ある 要求 が 退去 する と き , か つ そ の と 
き に 限り , 新しい 要求 が 編入 され て , 1/W(1<z<W) の 確率 で 番目 の 待ち 行 
列 に 加え られ る と いう も の で ある . この シス テム の マル ュ フ 連鎖 解析 が 詳細 に 
展開 され ん て いる に も か か わら ず , その 主 な 工学 的 結果 は リト ル の 公式 の 応用 に 
よっ て 得る こと が で きる . 

の は , 番目 の 待ち 行列 へ の 編入 を 許さ れる 要求 が シス テム 内 で 費やす 時 
間 を 表す 確率 変数 で ある と する . 対称 性 に より , これ は 全て の を に 対し て 同 
じ に な る . 下げ 札 付き の 要求 と 呼ば れる 与え られ た 要求 に 対し て 次 の よう に 書 
くど と が で きる 。 

Pr [<z] = Pr[o 十 の " 十 の ツマ ミィ ] 

た だ し , の は 編入 許可 の 瞬間 か ら ヘ ッ ド が 回 転 し て セク タ ん の 始 端 に 達する 
まで の 経過 時 間 , ゅ ” は それ に 続い て 到着 時 に シス テム 内 に ある セク タル ん へ の 
要求 の 全て を サー ビス する の に 要する 時 間 間 隔 , また , の "= 7/W は 単に 下 
げ 札 付き の 要求 を 処理 する た め の 時 間 で ある . 期待 値 を 取る と 次 の よう に な 
る 。 


呈 Be) = E( の ) 上 Eo) 


さて , 下げ 札 付き の 要求 は ある 退去 の 直後 に 編入 を 許さ れ , また , この 退去 は 
どの セク タ か ら で も ゃ 確率 的 に 同等 に 生じ 得る か ら , 世 ( の ) = [(Wー1)/21(77 
W) と な る . 次 に , 世 ( の /) 三宮 7 と 書け る . た だ し , 多 ょ は 下げ 札 付き の 要求 
の 前 に ある セク タ へ の 要求 の 平均 個数 で ある . 対称 性 か ら , また 下げ 札 付 
き の 要 求 は 到着 時 に 全部 で 丁度 アー1 個 の 要求 を シン シス テム 内 に 見 出す は ず で 
ある か ら , 宮 (アー1)/WM と な る . こうして, 


Weー1 7 Je 


ツェー ュー 震 キ ー) 守 二 広 
すなわち 
ー 2 あみ 十 が ザー1 穴 
(5.2.27) 玉 = eo 
が シス テム 内 で 費やす 時 間 の 平均 と な る . リト ル の 公式 か ら 
(5.2.28) ん = メ 素 


と な る . た だ し , 4 は 要求 が シス テム に 入る の を 許す 率 で ある . それ ゆえ , ド 
258 


5.3 探索 時 間 の 影響 の 最小 化 
ラム の 回 転 当 り サ ービス され る 要求 数 の 平均 は 次 式 で 与え られ る . 


予期 し た 通り , Himz_pzr 三 W で ある . これ は 先 に 解析 し た SATF ペー ジン 
グ ・ ド ラム に 対す る 飽和 時 の 結果 で あり , =2W/(W 十 1) は , 式 (5.2.26) 
に 従 2 FCFS シス テム に 対す る 念 和 時 の 結果 7 に 等 し い . 
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トラ ッ ク か ら ト ラッ ク へ と ヘッ ド を 動か さ な け れ ば な ら な い デ ィ ス ク ・ シ ス 
テム に お いて 生じ る 第 一 の サー ビス 段階 の 問題 に 取 掛か る と と に し よう . 一 般 
に は , ヘッ トド 位置 決め の 問題 と 回 転 待ち 時 間 の 問題 は 分 離し て 研究 する こと が 
で きる . と いら の は , 興味 ある 大 抵 の 事例 で は 二 つ の サー ビス 段階 を 結合 し て 
最適 化 を 図る こと に 何 の 利 点 も な いよ うに 見 える か ら で ある [6]. 前 に 示唆 し 
た よう に, ドラ ム ・ シ ステ ム に 対し て 解析 し た SATE 方 式 は ,。 ディ スク 回 転 
に お ける 回 転 待ち 時 間 の 影響 の 最小 化 に 対し て も 同じ よう 具合 よく 適用 する 
と と が で きる . し か し な が ら , 多く の ディ スク ・ シ ステ ム に お いて は , 探索 時 
間 が 非常 に 大 きい の で , 回 転 待ち 時 間 を 最小 に する こと は 全体 の 性 能 に ほとん 
ど と 影響 を 持た な いと いう 事実 は 注目 する に 価 す る . 当然 , この と と は , ディ ス 
ク ・ シ ステ ム に お ける ヘッ ド の 動き を 減少 させ る た め 以 下 で 提供 し 解析 する 技 
法 の 重要 性 を 増大 させ る . 特に ディ スク 入 / 出 力 が 総合 シス テム 性 能 を 左右 す 
る 要因 に な っ て いる と き に は , な お さら そう で ある . 

本 節 で は 今後 , 関心 の 対象 を 探索 段階 で の ヘッ ド ( ア ー ム ) の 位置 決め 操作 に 
限定 する こと に する . さら に , 特定 の シス テム の 細部 に わた る 解析 に お いて は 
一 般 に ヘッ ド 切 り 換え 時 間 を 考慮 に 入れ な けれ ば な ら な い [2] で あろ うけ れ ど 
も , こと で は , ディ スク の 読取 り 操 作 と 書込み 操作 の 間 に あ る 違い に は 全く か 
か ずら わな いこ と と に する . 本 節 で は , 要求 の 待ち 行列 に 対応 し て 行う 必要 が あ 
る 探索 に 対す る 様々 な スケ ジュ ー リ ング 技法 の 数 学 的 モデ ル の 比較 研究 に 注意 
を 集中 する . 最初 の 議論 を 箇 単 化す る た め , 図 5.3-1 に 示す よう な 単純 な モデ 
ル を 採用 し よう . そ と では, 1 個 の ヘッ ド と 本 の トラ ッ ク を 持つ 1 面 の デ 
ィ ス ク が 示さ れ て いる . 

いつ も の よう に , 最初 に 考え る 規律 は FIFO 式 順序 付け で ある . 特に , デ 
ィ ス ク 面 に 情報 を 読み 書き する 要求 は 1 本 の FITEO 待ち 行列 内 に 薔 えら れる 
と 仮定 する . すなわち も , 名 意志 決定 時 点 で 行列 の 先頭 に ある 要求 が 選択 され る 
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に 
/ 


本 の 


ラ ぃ 区 有 
2 ディ スク ・ ヘ ッ ド 


図 5.3-1 1 面 の ディ スク 


と , ディ スク ・ ヘ ッ ド は (も し 必要 な ら ば ) その 要求 に 適合 する シリ ンダ に 向 か 
っ て 移動 を 始め る . と の シス テム に 関す る 待ち 行列 解析 は , 第 4 章 の 結果 の 決 
まり きっ た 応用 に 帰す る の で , 後 は 読者 に 任せ る と と に する . 

ここ で , HIFO 規律 に お ける ヘッ ド の 位置 決め に 起因 する 時 間 遅 れ の 期待 値 
(に まず 注目 し て お く と と に し よう. W 本 の トラ ッ ク が ある も の と し , 引き 続 
く 要求 の トラ ッ ク 番 地 は 集合 {1, 2, .…, W} か ら 互 い に 独立 に か つ ラ ンダ ム に 
選ば れる も の と 仮定 する . 一 つの 要求 に サー ビス を 施す 際 に ヘッ ド が 上 を 横 切 
っ て 移動 し な けれ ば な ら な い 平 均 の トラ ッ ク 数 は 滞 近 的 に W/3 と な る と いう 
こと は 容易 に 示さ れる . ドラ ム ・ ス ケ ジ ュ ー リ ング の 場合 と 同様 に , 待ち 行列 
中 の 諸 要 求 の トラ ッ ク 番 地 は 分 っ て いる と 仮定 され る と き は , その 情報 の 利用 
(に よっ て 冒頭 の 時 間 遅 れ を 著しく 減少 させ る と こと が で きる . 

SATTE 式 順序 付け へ の 拡張 と し て , サー ビス 向上 の 一 つの 可能 な 方 法 は い 
わ ゆ る 最短 探索 時 間 順 (shortest-seek-time-first, SSTF) 手 続き で ある [2]. 
SSTTF 式 順序 付け を 行う 各 意 志 決 定時 点 で サー ビス の た め に 選ば れる 次 の 要求 
は ヘッ ド の 現在 位置 に 最も 近い トラ ッ ク 番 地 を 持つ も の で ある . 少 々 考え れ ば , 
SSTTF 規則 の 一 つの 明白 な 欠点 が 露 に な る . すなわち , ディ スク 面 の 内 側 端 と 
外側 適 に ある (高い 番号 と 低い 番号 の 付い た ) ト ラッ ク は 内 部 の トラ ッ ク に 比較 
し て 貧弱 な サー ビス し か 期待 する こと が で き な い . し か し な が ら , TIEO 式 順 
序 付 け と 比較 する と, ( 低 負 荷 時 に お ける ) 上 記 の 差別 待遇 は , 大 変 具合 の よい 
こと に , シス テム 容量 の 著しい 増大 の 代償 と し て 支払 わ ね ば な ら な い 対 価 と し 
て は 僅か な も の で ある . 

(全て の トラ ッ ク が 一 様 に 使用 きれ る と いう こと は ここ で も 仮定 する .) SS- 
TTF 規則 の シス テム 容量 を 保持 し つつ , 側 端 の トラ ッ ク に 対す る 差別 待遇 を 僅 
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少な も の に する た め に 有効 な 二 つ の 方 法 が ある . 第 一 の 規則 は , SCAN 規則 
[2] と 呼ば れ , 単純 に 1 方 向 に 対し て の み SSTTH 規準 を 適用 する も の で ある . 
すなわち , ヘッ ド は 与え られ た 方 向 に トラ ッ ク を 走査 し , 要求 に 出会い 次 第 そ 
れ に 対す る サー ビス を 行う . この 操作 は , 下記 の 二 つ の 事象 の 中 の 一 つが 生じ し 
る まで 続け られ る . 


1. 与え られ た 方 向 の 最後 の トラ ッ ク が 処理 され て し まう . また は , 
2. 与え られ た 方 向 で は ヘッ ド 位 置 の 前 方 に も は や 要求 は 存在 し な い . 


いずれ に し て も , ヘッ ド の 動き は 逆 向き に され , 走査 は , (待ち 行列 が 空 で な 
いと 仮定 する と) 新た な 方 向 に 向かっ て 続行 され , 上 記 の 事象 の 中 の 一 つが 再 
び 生 じ る まで 実施 され る . 

第 二 の 方 法 は , FSCAN と 名 付け る FIFO 式 走査 規則 で ある [5]. 各 意 志 決 
定時 点 で FSOAN は , 待ち 行列 内 の 全 要 求 を 取っ て 来 て 1 回 の 走査 で サー ビ 
ス し て し まう . 走査 の 方 向 は , サー ビス され る 要求 の 中 で の 最 外側 お よび 最 内 
側 の トラ ッ ク 番 地 と 現在 の ヘッ トド 位置 を 比較 し て よ ょ より 近い 方 か ら 始め られ る よ 
うに 決め られ る . それ ゆえ ぇ , 走査 に 先立っ て 側 端 の トラ ッ ク 番 地 の 近 い 方 ( す な 
わ ち も , 最小 の 番地 と 最大 の 番地 の うち 近い 方 ) へ 向かっ て ディ スク ・ ヘ ッ ド の 移 
動 が 行わ れる . 所 与 の 走査 の 途中 で 発生 する 到着 は , 待ち 行列 内 に 留め 置か れ , 
次 の 走査 まで サー ビス され な い !. これ が SOAN 規則 と FSCAN 規則 の 間 の 
主 な 相違 点 で ある . 中 程度 以上 の 負荷 が 掛か っ て いる 期間 中 は , SCAN 規則 
と FSCAN 規則 の どちら を 用 いて も , ヘッ ド は ディ スク 面 を 横切っ て 左右 に 
広く 振ら れる で あろ うと と は 明らか で ある . 今 , 左 か ら 右 へ 向う 走査 を 想定 す 
る と し ょ う . 番地 は 左 か ら 右 へ 向っ て 大 きく な る よう に 定め られ て いる と 仮定 
する と , FSCAN 規則 に 従っ て 一 群 の 要求 が サー ビス され た 直後 に は , ヘッ ド 
は 恐らく 高い 番地 の 所 に あろ う . また , この 走査 の 間 に , 多分 , 数 個 の 要求 が 
到着 し て いる に 違い な いと 考え る と , 待ち 行列 中 の 要求 が 持っ て いる トラ ッ ク 
番地 の 中 で 最大 の も の が 現在 の ヘッ ド 位 置 に 最も 近い も の で あろ ら うか ら , 次 に 
は 右 か ら 左 へ の 走査 が 惹起 され る と と に な ろう と いう こと が いえ る . 

さて , SCAN 式 順序 付け と FSCAN 式 順序 付け の 間 の 構造 的 な 類似 と 相違 
を 特徴 付け る こと に 取 掛 か ら ろう. SCAN に よる 応答 性 は TSCAN に よる それ 
より も (全て の トラ ッ ク 番 地 の 上 で ) 一 様 に よい けれ ども, SCAN に は 依然 と 
し て 最 内 側 と 最 外 側 の トラ ッ ク に 対す る ある 程度 の 冷遇 が 含ま れる と いら こと 
が 以下 で 示さ れる . 

† 訳 注 FSCAN は FIEO 式 で ある と 述べ た 前 文 の いわ れ が この 条件 で ある . 
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数 学 的 モデ ル は 次 の よう に 記述 され る . 離散 的 トラ ッ ク 番 地 の 集合 を , 区 間 
[0, 引 , すなわち , [0, ] 内 の 実数 の 集合 で 置換 える . 科 単 の た め , し か し 一 
般 性 を 失わ ず に , 9 =1 と 仮定 し , ヘッ ド が この 区 間 を 横切っ て 移動 する の に 
要する 時 間 は g で ある と 仮定 する . 到着 率 え 4 の ポア ソン 入力 を 仮定 し , トラ 
ッ ク 番 地 は 区 間 [0, 11 の 上 で 一 様 に 分 布 す も も の と する 。 形式 的 に は , ある 与 
えら れ た 到着 が 区 間 (z, z 十 Az) 内 に 落ち る 確率 は , Az/g = Az で 与え られ る . 
この 仮定 は , 与え られ た どの 時 刻 に も トラ ッ ク 当 り に 要求 が 高々 1 個 存 在 する 
と いう 単純 化 に 矛盾 し な い . 非 形式 的 に は , 微小 な 区 間 Az 内 に 1 個 よ り 多 く 
の 到着 が ある 確率 は (Az)? の 位 数 で ある か ら , 区 間 Az が トラ ッ ク に 対応 し て 
いる も の と 見 な し て よい . 明らか に , この 近似 は , 実際 の トラ ッ ク 数 W が 大 
に な る に だ 従っ て 向上 する . 

どの 要求 を サー ビス する に し て も , それ に 要する 時 間 は 一 定 値 7 で ある と 
仮定 し よう . ここ で 仮定 を も っ と 一 般 的 に 設定 する こと と も で きる けれ ども , そ 
れ は 行 お うと し て いる 形 で の 比較 に と っ て 本 質 的 で は な い . ここ と では, 明らか 
に , 回 転 待ち 時 間 と 転送 時 間 を 7 に 一 括 し て いる だ け で な く , ヘッ ド 移 動 の 
開始 と 停止 に よっ て 惹起 され る 遅れ と ヘッ ド 切 換え 時 間 も 一 縄 め に し て 7 に 
含め て いる . 最後 に . ヘッ ド は , それ が 要求 に サー ビス を 施し て いな いと き に 
は 常に 走査 中 で あり , し か も る, 走査 の 方 向 は , ヘッ ド が 番地 0 また は 1 に お い 
て 境界 に 到達 し た と き に だ け ! 逆 向 き に され る と 仮定 する こと に する . SCAN 
規則 の 解析 に お ける 仮定 は 次 の 通り で ある . 
1. も し ヘッ ド の 1 度 の 横断 に お いて z 個 の 要求 が サー ビス され る な ら ぱ ば, 
横断 時 間 は 7 十 g で 与え られ る . 
2. 区 間 (⑰, の ),0<5 く の <1 へ 時 間 7 内 に 到着 する 個数 (%) の pmf は , 下記 の 
ポア ッ ソン 分 布 で 与え られ る . 


2 で 一 の " e-4⑥- の 6 


(5.3.1) 太 (6, の ) = っ 1 
平均 値 は 次 の 通り で ある . 
(5.3.2) 76 の ) = ニ 2( の 一 の 6 


上 述 の 諸 仮 定 の 中 の 一 部 の 緩和 は , 後に , また , 演習 問題 の 中 で も 考え られ 
の 2 


† 一 般 モ デル の この 簡単 化 は , SCAN 規則 の 解析 に と っ て は 本 質 的 で ある が , FSCAN 規則 に と 
っ て は そう で な いよ うに 見 える . 
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SOAN 規則 の 解析 か ら 始 め よ う . 目標 は , 第 一 に , 極限 の 統計 的 平衡 状態 
に お いて 0 か ら > ま で ヘッ ド が 動く の に 要する 平均 時 間 の 表現 式 を 求め る こ 
と で あり , 第 二 に , 平均 待ち 時 間 ま た は 平均 応答 時 間 の 一 つの 尺度 を 得る と と 
で ある . 

便宜 上 , ディ スク ・ ヘ ッ ド の 奇数 番目 の 横断 は 左 か ら 右 へ 向う も ゃ の と 仮定 し 
よう . sr(?) (2 0) は , ヘッ ド が (2w 十 1) 番 目 に 左 か ら 右 へ と 横断 する 途上 
で 出会う 要求 を サー ビス し な が ら 位 置 0 か ら 距 離 > だ け 移動 する の に 要する 
時 間 を 値 と する 確率 変数 を 表す も る の と する . 同様 に , (27?) 番 目 の 横 断 に 対し 
て は , 2sx(?) が , 位置 1 か ら 左 へ 向っ て 距離 z の 移動 を する の に 要する 時 間 
に 対応 する 確率 変数 を 表す . 

SOAN 規則 の 記述 か ら ( 図 5.3-2 を 見 よ ), (2% 十 1) 番 目 の 横断 に 先立っ て , 
区 間 (z, > 十 Ax) が サー ビス を 受け る 機会 を 最後 に 持っ た の は , ヘッ ド が (2%) 
番目 の 横断 中 に この 区 間 を 通っ て 右 か ら 左 へ 動い て いた 間 で あっ た と いう と と 
が 分 る . それ ゆえ , %zr1(?), szx(1 一 ?), お よび sz(1) が 与え られ れ ぱ ば , 式 
(5.38.2) か ら , (2 十 1) 番目 の 横断 の 途中 に お いて 区 間 (z, z 十 Az) 内 で サー 
ビス が 行わ れる 要求 の 平均 個数 は , 2Az[yzzi(Z) 十 gs(1) 一 zz 一?)] と 無 
視 す る と と が 可能 な (Az)? の 位 数 の 項 と の 和 に なる. その よう な 要求 の 各々 
は 7 時 間 単 位 を 必要 と し , また ヘッ ド が 区 間 を 通過 する の に ogAz 時 間 単 位 を 
要する か ら , 次 式 が 成立 する . 


(5.3.3) E[ys」i(e 十 AZ) zi( の る), (1), 9x(1 一 )] 
三 zar1(⑦) 十 gAz 十 47Az [ss」1(?) 十 5。(1) 一 (1 一 る め )] 
E[yi(?)] 三 災 (z) と 定義 し , 式 (5.8.3) に お ける 条件 付け を 取り 除く と , 次 式 
を 得る . 
(5.3.3) pr1(z 十 Az) 三 5。rr(<) 十 Az 十 27Az [ar1( る ) 
十 (1) 一 9x(1 ーッ )] 


ヘリ ツ ド の 動き 


0 1 
トーーーー ト ー ト ーー ユー ュー ターーー 
5.3-2 9(?) の 決定 
26? 
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さて , 極限 9#(?) 三 hm,_s9z。r1(*) を 考え よう . と の 問題 に 対す る 仮定 の 下 
で は , 極限 の 存在 は 条件 2 く 1/7 で 保証 され る . 言い 換え れ ば , 統計 的 平衡 が 
存在 する た め に は , 最大 サー ビス 率 1/7 が 到着 率 え 4 より 大 で ある と と を 必要 
と する . さら に , 問題 の 対称 性 か ら , lim。_.。95。(z) 9(*>) で ある こと が 容易 
に 賃 け る . こう し て , 式 (5.3.4) に お いて 極限 を 取る と , 次 式 の よう に な る . 


9(z 十 Az) = 9(?) 十 goAz 十 47Az [9(?) 十 (1) 一 (1 一 め ] 
Az で 割り , 極限 Az つ 0 を 取る と , 次 式 が 得 られ る . 


@*.3.5 。 字 の 。+ xpe) 7) 一 90 一 の ] 


式 (5.8.5) を 解く た め , 9(?)/@z 三 『(z) と 置く . 式 (5.3.5) の 結果 , 次 の 関 
係 式 が 成り 立っ て いる こと に 着目 する . 

e+ の Ge) =27( す ) 
式 (6.3.5) を 微分 し た も の に この 関係 式 を 用 いる と , 次 式 が 得 られ る . 


の 7) 。,。⑳@ 
gz? ー24 が 7 の 

この 式 か ら 7(?) が > の 2 次 式 で な けれ ば な ら な いこ と と が 分 る . 

式 (5.3.5) 以外 に 境界 条件 7(0) = 0 と 99(?)/g@l。-o ニ o を 用 いる と , 次 の 結 

果 を 得る . 


(5.3.6) 三 定数 


sc 
コー 


5.3.7) 7 ーー ーーog (0Sz<1) 


9(1), すなわち も , 平均 横断 時 間 は 次 式 で 与え られ る こと に 注意 し よう. 
に @ 
(5.3.8) 91) テニ イー 
式 (5.3.8) は , 次 の 独立 し た 議論 こ に よっ て 確か め る と と が で きる . 平均 横断 時 


間 が 次 の よう に 書け る こと に 着目 する . 
(5.3.9) (1) = 7 十 g 


た だ し , 多 。 は 1 回 の 横断 で サー ビス され る 個数 の (平衡 状態 に お ける ) 平均 で 
ある . し か し , (1) 内 に サー ビス され る 平均 個数 は (1) 内 に 到着 する 平均 個 
数 に 他 な ら な い . し た が っ て , 
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(5.3.10) 如 。 三 49(1) 
式 (5.8.9) に 代入 する と , 求め る 式 (5.3.8) が 得 ら れる . 
さて , 統計 的 平衡 状態 に ある と き に , ヘッ ド が 位置 ? に あっ て 右 に 移動 中 で 
ある シス テム を 観察 する も の と し よ ょ よう. ,(zlg の ) は , ヘッ ド が 現在 位置 めか ら 位 
置 z へ 動く の に 要する 時 間 の 期待 値 を 表す と する . この と き , 次 式 が 成り 立つ . 
9(z) 一 7(⑰ (0<?< ァ 1) 


(5.3.11) 2 の,(Zly) = MA ー7 タ 7⑰⑳ 十 が 1 一 ?*) (0<z ぐ 21) 


次 式 
1 
@.8.12) ⑦) = el の dP. の 


を 計算 する に は , ディ スク ・ ヘ ッ ド が 右 へ 移動 中 で ある と いう 条件 の 下 で 区 間 
(0, の 内 に ある 定常 確率 分 布 ア ,(》) が 必要 で ある . ア ,(》 は , 統計 的 平衡 状態 
に お いて ヘッ ド が 右 へ の 移動 に 費やす 時 間 の 内 , 区 間 (0, y) 内 で 費やす 部 分 の 
割合 の 期待 値 に 等 し いと 見 られ る . と ころ で , 7 が 大 きい 数 で ある と する と , 
7 回 の 左 か ら 右 へ の 横断 に 要する 時 間 は 近似 的 に 447(1) で ある . この 時 間 の 
内 , ヘッ ド は 近似 的 に 7(?) 7 時 間 単 位 を 区 間 (0, z) 内 で 費やす . 潤 近 的 に , 
次 式 が 成り 立つ !. 


_ 9(⑳ 
(5.3.13) ア ,(》) ニ 2⑪) 
対応 する 密度 関数 は 次 の 通り で ある . 

_ 99(⑫⑳/@ 
(5.3.14) (の) Eri 


式 (5.8.11) の 表現 を 式 (5.8.12) と 代入 する と , 次 の よう に な る . 
ア 1 
み (④ = | [2④ 一 9 の ⑰1 み の の | ゆ ① 9 の +90ー め 1 の の 


ここ て で 式 (5.3.14) を 代入 し 積分 を 実行 する と , 次 式 が 求まる . 


† と れ は , 統計 的 平衡 状態 に お いて ある 与え られ た 事象 の 確率 分 布 を 決定 する 際 に 通常 用 いら れ 
る 論法 で ある . と れ は 後に も 用 いる 機会 か ある . し か し な が ら , 一 般 に , 扱っ て いる 確率 過程 
は この 論法 に よっ て 妥当 性 と 意味 ある 結果 が も た ら さ れる よ うな も の で ある こと が 保証 され る 
よう に 注意 し な けれ ば な ら た な い . この 型 の 問題 と エル ゴー ド 性 に つい て の 一 般 問題 の 詳細 な 取 
扱い は 本 書 の 範囲 を 越え を てい る. 読者 は 文献 [12, 13] を 参照 され た い . 
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o/2 
1 一 4 ア 7 
の ,(z) の 計算 に お いて は ディ スク ・ ヘ ッ ド の 左 か ら 右 へ の 横断 を 仮定 し た . し レ 
か し , も し ヘッ ド が 左 へ 向かっ て 動い て いた と 仮定 する な ら ば , (z) 三 の ⑰,(1 
ー ?) が 位置 ?z へ の ヘッ ド の 移動 に 要する 時 間 の 平均 と な る . ラン ダム な 観察 に 
よっ て ヘッ ド の 右 へ の 動き が 見 出さ れる 確率 は , ヘッ ド の 左 へ の 動き を 見 出す 
確率 に 等 し く 訪 で ある . (し か し , ヘッ ド の 位置 が 子 訪 に ある と いう 条件 
を 付け た と き は , ヘッ ド の 右向き と 左向き の 動き の 確率 は 等 し く な いと いう とこ 
と に 注意 せよ ょ .) そ れ ゆ え , ヘッ ド の 動作 方 向 に つい て の 条件 付け を 除く と, 総 
合 応答 時 間 と し て 次 式 が 成り 立つ . 


(5.3.15) 。 (?) = 


年 2 一?) (1 土 47Z) (1 一 2?)] 


の (<) = (の (9) + ⑦) 


代入 の 結果 これ は 次 の よう に な る . 


_ 、 eg 1 二 1 一 2 る 3 
(5.3.16) ーー イー 


これ が 求め て いた 結果 で ある . この 式 は 外側 端 と 内 側 敵 に ある トラ ッ ク に 対す 
る 冷遇 を 明 明 に 示し て いる 。 一 見 し て 分 る よう に , の (%) は , ァ ニ 訪 で 最小 に 
な りり 。 の 三 0 お よび ぁみ 三 1 で 最 天 と な る 。 

さて 次 に , ヘッ ド の 走査 方 向 が 反転 され る の は , ヘッ ド が ディ スク タ 面 の 側 敵 
まで 走査 し 終っ た と き に 限る と 仮定 され る 理想 化 FSCAN 規則 に 対し て , 前 
述 の 式 に 対比 され る 応答 時 間 を 計算 する こと に する . 平衡 状態 に お ける ラン ダ 
ム な 時 点 で , し か も 進行 中 の 横断 は z 個 の 要求 を サー ビス し つつ ある と いう 
条件 の 下 で , FSCAN シス テム を 観察 する も の と 仮定 し よう . @。(?) は , ヘッ 
ド の 現在 の 横断 中 に 到着 し , か つ , 次 の 横断 で ハッ ド が トラ ッ ク ァ に 到 る 以前 
(に サー ビス され る と と に な る 全て の 要求 を サー ビス し た 後に , 位置 ? へ ヘッ ド 
が 到達 する 時 点 ま で 待た な けれ ば な ら な いり い 観察 時 点 か ら の 時 間 の 平均 を 表す も 
の と する (その ょ うな 要求 は し.。 も し ヘッ ド が 現在 左 へ 向かっ て 動い て いる な ら 
ば [0, z) 内 の トラ ッ ク に 対す る も の で ある し , ヘッ ド が 現在 右 へ 向かっ て 動い 
て いる な ら ば (<?, 1] 内 の トラ ッ ク に 対す る も の で ある ). すなわち , の x(?) は , 
1) 現在 の 横断 を 完了 する た め の 平均 時 間 と 2) 現在 の 横断 中 に 発生 し , 次 の 横 
断 に お いて 位置 > へ ヘッ ド が 到達 する 前 に サー ビス され る こと に な る 全て の 
到着 を 処理 する た め の 平 均 時 間 と の 和 と な る . ヘッ ド の 移動 方 向 は 左右 と も 等 
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し い 確 率 で 起こ る か ら , また 現在 の 横断 は 正確 に な ニア 7 十 oc の 長 さ で な け 
れ ば な ら な いか ら , 次 式 が 成り 立つ . 


(9) = 全 二 信二 og] 還 7&1 一 六 +e0ー9] 


すなわち 
四 な 2 
(5.8.17) の ⑳。( 々 ) = テロ 十 47] + す 


こと の 式 は z に 無関係 で ある と いう こ と に 注意 し よう . 当面 の 目標 は 次 式 で 表 
され る 平均 応答 時 間 を 計算 する こと で ある . 


(5.3.18) 科 人 9 己 2 px 


た だ し , Z。 は , ラン ダム な 観察 に よっ て シス テム が ? 個 の 要求 を サー ビス す 
る 横断 を 遂行 中 で ある こと と が 見 出さ れる 定常 確率 で ある . ? ヵ 。 を 計算 する た め , 
まず , を 番目 の 横断 中 に サー ビス され る 要求 の 個数 が , で ある マル ュ フ 連鎖 
{G 計 の 定常 状態 に お ける 振舞 を 解析 する . {9 計 は その 定常 確率 分 布 を 表し , 
また, 

の 三 Pr[X』」」ー 用 旨 
は その 1 段 遷 移 確率 を 表す も の と する . 【 式 ] が 一 様 (homogeneous) で ある こと 
と , し た が っ て , gi, が 時 間 パ ラメ ー タ ん に 依存 し な いこ と は 容易 に 確か め ら 
れる . さら に , 全て の ?> と 0 お よび 7 有 >0 に 対し て , の は , 単に な = ニ 27 十 G 
時 間 内 に 7 個 の ポア ッ ン 到着 が 生じ る 確率 で ある に 過ぎ な い . それ ゆえ ぇ , 次 式 
が 成り 立つ . 


ー (45)7 の 


(5.3.19) 3) 7 
定常 分 布 を 定義 する 式 

(5.3.20) 9 三 2 が (7 =0, 1, 2, …) 
お よび 母 関数 

(5.3.21) 0(?) = 2 
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か ら 次 式 が 得 ら れる . 
9 の = ちる ge 
式 (5.3.19) を 代入 し , 科 単 化す る と , 次 式 が 得 ら れる . 
0(⑲⑳ = gwnro 
なー?7 十 gc を 代入 する と , 次 式 に 到 る !. 


(5.3.22) 0( ぅ ) = し MAT 21 


式 (5.8.22) か ら , 微分 する と と に より モー メン ト を 見 出す こと が で きる . 特 
に , 最初 の 二 つ の モー メン ト は 次 の 通り で ある 11. 


5 4@ 
(5.3.23) 2e ニー コラ デ 


ー デ (4g)* 十 2 7 77。 十 
9 
(5.3.24) 72^。 三 1ー Q73 


式 (5.8.23) は 式 (5.8.10) に 対応 す | る も る の で ある こと と に 注意 し よう . この 式 は , 
(1) に 対し て 式 (5.8.8) で 与え た 値 を 裏付け る た め に 行っ た の と 同じ 論法 を 用 
いて 予想 する べき で あっ た . 式 (5.3.13) を 正当 化す る た め に 用 いた 議論 を 援用 


† 訳 注 0(2) | gi6~46td- の 
三 
ビー gre tg)1- の 
?=0 


王 e~4c1-z) ヌ し (e-47d- る )) る 
1=0 
三 e~421-2 の 0 (e-47d- の ) 


訳注 9(z) の 1 階 の 導 関 数 は 次 の 通り 求め られ る . 


(A) _99 <) 王 ge~4c1- の ひ (e-47d-2)) 十 7e-etpd- っ 2 の () 
dz の の 
= 2a0(z) 十 xretetooro 2 ( ー e-47G-?)) 
の 
と と ろ で , 1 な ら ば , ゅ ーー 1 で ある か ら , 
ma0() + iim 27e-terpd-o jim 8 の) 
z つ 1 dz を つ 1 ァ つ 1 ター つ 1 の 


= + 巡 1m 
の ー>1 の の 
し た が っ て , 
g0 (2) 2o 


1 三 還 "の 
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5.3 探索 時 間 の 影響 の 最小 化 
し て , Z。 と 9。 の 間 の 次 の 関係 式 を 立て る こと と が で きる . 


_ の 十 g 
(5.3.25) 2 三 支 ア + ィ o 


特に , 多数 回 の 横断 に お いて , 近似 的 に 9。 は z 個 の 要求 を サー ビス する 横断 
の 割合 と な る . それ ぞ れ その よ 2 うな 横断 は きっ か りな 時 間 単 位 を 必要 と する 
か ら , % 個 の 要求 を サー ビス する 横断 で 費やさ れる 時 間 の 割合 と し て は &9。/ 
2 な の 。 で ある と いう 結論 に 達する . 。 に 代入 を 施せ ば , た だ ち に 式 (5.8.25) 


が 得 ら れる 
式 ⑤.8.25) を 式 (5.3.18) に 代入 する と, 次 式 を 得る . 
ーー この 中 記 
(の ニラ ラ 守 7 の あと 
の 1 十 47 


2 十 3%7 二 の らら [72229。 十 2 gg。 十 7 の 。] 
式 (5.8.23) と (5.3.24) で 与え られ る モー メン ト を 用 いる と , 代入 と 簡単 化 の 結 
果 , 次 式 の よう に な る . 


-。 二 省 9 
(5.3.26) の (?) ーー ーー77 


へ すなわち , 式 (5.8.23) が 得 ら れ た -. 
式 (A) を さら に 微分 し て 2 階 の 導 関 数 を 求め る と , 


9<) _ 4 十 227 (o 十 77) 6-Ke+7G- め 99(%) 
9 9 


gz? 
和 ( 婦 ) 2e-4g 寺 27)(1- ヶ ) ず の (5) ( ゅ = ニ e~47d-?)) 
gp? 
極限 を 取る と , 
2 
me 人 の etetpo-o jim 389) 
を っ 1 0z を つ 1 9z を っ 1 つっ つ 1 の の 


十 lim (4 の ) eg+27)1ー め ) im ダダ 9(⑫) 
2 ーー1 の の 2 
の 9 ーー で ある か ら 。 


YE/2 の 1 dz2 あく 
1 一 (27) (z<2 一 ce) = 人 2e 二 227(g 寺 7] 2。 


ー ぉ 3 1 二 2g(1 二 47) 一 
ME kk 
ーー (%) * 
を 得る . この 式 を 少々 変形 する と , 本 文中 の 式 (5.8.24) に な る . 
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これ が SCAN シス テム に 対す る 式 (5.3.16) と 比較 する べき 表現 で ある 1. 主要 
な 問題 点 は , 全て の z(0<z<1) に 対し て , (>z) が SCAN シス テム に お ける 
より も FSCAN シス テム に お いて 大 きい こと で ある . 


5.4 相互 に 作用 し 合う 入出 力 と CPU 待ち 行列 の モデ ル 


オペ レー ティ ング ・ シ ステ ム を 構成 する ブログ ラム を 活性 化す る こと に よっ 
て 発生 する プロ セス に つい て の 研究 は , 完全 な 一 般 性 を 具 え る と と を 意図 する 
な ら ば , 相互 に 作用 し 合 待ち 行列 の ネッ トワ ー ク に 触れ ず に は 済ま す と と が 
で きた な い . 諸 ブ プロ セッ サ や 入出 力 語 装 置 等 の 割当 て , さら に は デー タ ・ ペ ー ス 
へ の 到達 等 の 機会 を 待つ ジョ ブ の 前 に は こと の よう な 待ち 行列 の ネッ トワ ー ク が 
存在 し て いる か ら で あ る . 待ち 行列 か ら 成 る その よう な シス テム に 対し て 有効 
な モデ ル は , 往々 に し て , 限定 的 な 諸 仮 定 一 一 その 主 な も の に 指数 分 布 す る サ 
ービス 時 間 が ある 一 一 を 設け る こと な くし て は 解析 を 全う する こと が 困難 で あ 
る . そこ で , 本 節 で は , 指数 サー ビス 時 間 分 布 を 仮定 し , CPU と 入出 力 の 相 


† 訳 注 式 (5.3.26) と 式 (5.3.16) を 比較 する の は 不当 で ある . 

式 (5.3.16) の 記 (z) は , 平衡 状態 に ある SCAN シス テム を ラン ダム に 選ん だ 任意 の 時 刻 ! に 到着 
し た トラ ッ ク ァ へ の 要求 か ら 観 て , 時 刻 ほ # か ら ヘ ッ ド が >z 人 に 到 る 時 刻 ' まで の 待ち 時 間 が 一 {の 
平均 で は な く , それ は , 任意 に 選ん だ 走査 に 対し て 取ら れ た 平均 で ある . その 際 , z 番目 の 走査 ( 横 
断 ) が 選ば れる 確率 は , 全て の % に 対し て 互い に 等 し いと され る . 

し た が っ て , ao 一 0 を 考え る と , 式 (5.3.16) で は (z) つ 0 と な る の に , 式 (5.8.26) で は (z) 一 
(47) 2/2 (1 一 婦 ) ( チ 0) で ある 結果 に な る の は 当然 で ある (FSCAN に 対す る (z) の 定義 が SCAN 
に 対す る それ と 同じ で ある な ら ば , FSCAN に 対す る (>z) も , cg 一 0 の と き , 0 に 収束 し な けれ ば 
な ら た な い ) . 

両方 式 を 比較 する た め に は , 両方 式 と も 同じ 定義 の 切 (>) を 用 いな けれ ば いけ な い . 式 (5.3.16) と 
比較 する べき FSCAN に 対す る 女 (z) を 求め る と , 


(5.3.26) 硝 (z) 三 


で ある . 

比較 の 結果 は , 下図 の 通り , 両端 (z = 0, 1) で 両者 は 等 し く , 両端 を 除く 全て の z(0 く z ヶ ぐ 1) に 対 
し て は , FSOAN に 対す る ぢ (z) が SCAN に 対す る それ より 大 で あり , し か も ゃ も, > 三 1/2 で は , SCAN 
に 対す る 記 (z) は FSCAN に 対す る それ の 1/2 で ある と いう と と に な り , さら に , FSCAN で は 差 
別 待遇 が な い が , SCAN で は 内 部 の トラ ッ ク に 対す る 優遇 が 見 られ る と いう こと で ある . 


ーー 
1 ュー47 


の (3) 
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互 作 用 の 研究 に と っ て 特に 参考 と する に 相応 し い 題 材 と し て 閉鎖 循環 型 待ち 行 
列 シ ステ ム を 選ん で , 簡単 に で は ある が , 考察 する こと に する . 

シス テム 内 に 存在 する ジョ ブ の 総数 が 一 定 値 (た と えば , 正 整数 WV) に 保 た れ 
る と き , シス テム は 閉じ て いる (また は , 閉鎖 型 で ある ) と いう . この よう な シ 
ステ ム の 解析 は 有限 マル ュ フ 連鎖 一 一 状態 は 各 待 ち 行 列 へ の ジョ ブ の 配置 状況 
(configuration) を 表現 する 一 一 を 用 いて 行わ れる こと が し ば し ば で ある . し か 
し な が ら , 不幸 に し て , あま り 大 きく は な い W の 値 に 対し て すら 状態 (配置 状 
況 ) の 数 は 雇 大 な も の と な り , その 結果 , 解析 に 要する 費用 1「 は 極め て 大 きい も 
の に な り が ち で ある . 計算 機 を 利用 し た 興味 ある 求 解 シ ステ ム が Wallace, 他 
[14, 15] に よっ て 述べ られ て いる . こと の シス テム は , 有限 マル ュ フ 連鎖 , 特に 
本 章 と 前 章 の 諸 応 用 に お いて 生じ る よう な 有限 マル ュ フ 連鎖 の 定式 化 と 求 解 を 
容易 に し , し か も ある 程度 の 自動 化 を も 行っ て いる . 

まず , 図 5.4-1 に 示さ れる 単純 な 循環 型 待 ち 行 列 (cyclic queue) モデ ル [16] 
を 考察 し よう . そこ で は 単 一 の CPU と 1/O プロ セッ サ が 示さ れ てい る. ジョ 
ブ は CPU 待ち 行列 に 加わ る こと に より シス テム に 入る が , それ が 生じ る の は 
ある ジョ ブ が シス テム か ら 退 去 する 時 点 に お いて だ け で ある . それ ゆえ , シス 
テム 内 の ジョ ブ 数 は 一 定 値 7 に 保 た れる . CPU で サー ビス を 受け た 後 , ジ 
ョ ブ は 定常 確率 <* で シス テム か ら 離 脱し (そう する と 新しい ジョ ブ が た だ ち に 
CPU 待ち 行列 に 加わ る ), 確率 1 一 で 1T/O 待ち 行列 に 加わ る . 1/O 待ち 行列 
は 普通 の FIFO 式 待ち 行列 で あっ て , そこ か ら 退 去 す る も の は た だ ち に CPU 
待ち 行列 に 加わ る . 各 CPU サー ビス 時 間 の 分 布 は 。 パラ メー タ を 持つ 指 
数 分 布 で あり , 一 方 各 1/O0 サー ビス の それ は , パラ メー タ / を 持つ 指数 分 布 
で ある . 一 つの ジョ ブ が 必要 と する CPU 実行 総量 も また 指数 分 布 で な けれ ば 
な ら な いと と に 注意 し よう . な ぜ な ら , それ は 指数 サー ビス 時 間 の 北 何 分 布 に 


5.4-1 循環 型 待 ち 行列 そ モデ ル 


1 訳注 費用 , すなわち , 計算 量 で ある . 


2Z7 


第 5 章 補助 記憶 お よび 緩衝 記憶 の モデ ル 


従う 和 と な る と いう モデ ル の 仮定 が か が ある か ら で あ る . ジョ ブ が CPU 待ち 行列 
で 待つ 平均 の 回 数 は 1/e = 7 一 ge) に ITZ で ある か ら , 総 CPU 実行 時 間 
の 分 布 ひ の パラ メー タ は gn で ある . 同様 の 論法 で 必要 な 総 1/O0 サー ビス は ペ 
ラメ ー タ ozs/(1 一 w) を 持つ 指数 分 布 に 従う こと が 示さ れる . 

え (⑦ の は , 時 刻 # に お いて CPU 待ち 行列 で 待機 中 の ジョ ブ と サー ビス 中 の 
も の の 数 を 表す も の と する . (の が 一 様 な マル ュ フ 過程 で ある こと は 容易 に 
分 る も. さら に , 0 く < 太く oo, 0 くく oo。 お よび 0<e ぐ <1 に 対 し て 定常 分 布 
{ziJ た 。 が 存在 する !. 4.2 節 の 方 法 を 用 いる と , 次 の 平衡 方 程 式 が 容易 に 立て 
られ る . 


(5.4.1) (1 一 w) ni 三 が -1 (6 三 1.2. …, が ) 
2 る: 三 1 を 満足 する 式 (5.4.1) の 解 は 次 の よう に 与え られ る . 


1e 
(5.4.2) テニ イー war 
だ し 。 

/2 
(5.4.3) iT 


シス テム に お ける 平均 滞在 時 間 の 尺度 を 得る た め に , まず , 統計 的 平衡 状態 
に お ける 引き 続く 退去 の 間 の 時 間 の 期待 値 す を 考え よう . 空 で な い CPU 待ち 
行列 か ら の 退去 率 は 明らか に gn で ある . と いう の は , 1/(w 太 ) が 総 サ ービス 
要求 量 の 期待 値 で ある か ら で あ る . 1 一 7。 は CPU 待ち 行列 が 空 で な い 定常 
確率 で ある か ら , 平均 退去 率 と し て 次 の 式 が 成り 立つ . 


式 (5.4.2) を 用 い , 9 に つい て 解く と , 次 式 を 得る . 
キー | 誕 = pV1 
(5.4.4) の 、 er g W1 


と ころ で , 1/g は 平均 到着 率 で も ある . し た が っ て , リト ル の 公式 を 適用 する 
と , シス テム に お ける 平均 滞在 時 間 と し て 次 の 結果 を 得る . 


† 訳 注 p: Hm を IX の =ー 引 6⑫=0,1. 2 .…) 
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(5.4.5) =g 


上 記 の 結果 は , 指数 サー ビス 時 間 を 持つ 待ち 行列 の 閉じ し た どん な ネッ トワ ー 
ク を も 包含 する よう に た 一般 化す る こと が で きる [17]. 図 5.4-1 の シス テム は , 
単に , 直前 に “退去 ” し た ば か り の ジョ ブ が 実際 に は (退去 せ ず に )CPU 待ち 
行列 の 後 尾 こ フィー ド バ ベッ ク さ れる の で ある と 想定 する こと に より "閉じる" 
こと が で きる と いら こと に 注意 し よう . と の 新しい 閉じ た シス テム は , 分 布 
{idJ。 が 同じ で ある と いう 意味 で 元 の シス テム に 等 価 で ある . 

一 般 の シス テム は 1, 2, .…, 4 と 番号 付け られ る 7 個 の 段 (stage) の 集合 で 
構成 され て いる . 第 ? 段 は サー ビス 率 訪 を 持つ 4/ 4/7』 型 待ち 行列 で ある と 
仮定 する (4.3 節 を 見 よ ). 第 ? 段 で サー ビス を 完了 し た ジョ ブ は , シス テム の 
状態 と サー ビス を 完了 レ し た ば か り の この ジョ ブ に は 独立 に 固定 され て いる 確率 
の ) で 第 7 段 の 待ち 行列 に 直ちに 加わ る . 段 間 居 移 行列 を Q = ((@9⑦) で 表し , 
WW は シス テム 内 の ジョ ブ の 固定 され た 個数 を 表す も の と する . シス テム の 状 
態 は 7 組 (%1, 75, .…, 2g) で 表 さ れる . た だ し , 7%: は 第 ? 段 で 待機 中 と サー 
ビス 中 の 個数 で あっ て , 次 式 を 満足 する . 


(5.4.6) セー) / 


各々 が 非 零 の 遷移 確率 を 持つ よう な 遷移 の 有限 系 列 に よっ て , シス テム は 任 
意 に 与え られ た 状態 か ら 他 の 任意 の 状態 へ 推移 する こと が で きる と いう 通常 設 
けら れる 仮定 を 軸 く こと に する . し た が っ て , 対応 する マル ュ フ 過程 0 は 
既 約 Grreducible) で あり , 唯一 の 定常 確率 分 布 を 持つ と と に な る . この 分 布 を 
計算 する た め の 形 式 的 方 法 を 次 に 述べ る 議論 に お いて 考察 する こと に し よう. 
そこ で は , 解析 の 主要 な ステ ッ プ の み を 提供 し , 決ま りき っ た (し か し , 時 に 
は 手 の 込ん だ ) 代数 演算 は 興味 を 持つ 読者 に 任せ る こと に する . 

ア (2 ヵ , 25, …) 2r) は , 状態 (2n, 5, .…, 2g) の 平衡 状態 確率 を 表す も の と す 
る . 4.2 節 の 方 法 を 用 いる と, 次 の 平衡 方 程 式 が 得 ら れる ( 図 5.4-2 参照 ) . 


5.4.7 [2 2 wexwg) kl2(mm …。 な) 
ーー 由 we 十 1) 97k の (1 es 本 貞 
sss 一 」 ・ う (ん 779) 


た 宏 し 。 
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6⑦。)ek の) kk 


いい (797 る (7 
jp ( 他 の 状態 


図 5.4-2 一 般 待ち 行列 ネッ トワ ー ク に お ける 隣接 する 状態 


_ [0 (5 =0) 
79008 1 (%:>0) 

まだ 
emeE ES 


“フィルタ” 8(%:) の 目的 は , 空 な 待ち 行列 (%。 = 0) か ら の 退去 に 対応 する 項 
を 排除 する こと に ある . 関数 ez(?2:) は , 単に , 第 を 段 に ある ジョ ブ の 総数 が 
2 で ある と き そ の 段 で サー ビス 中 で ある ジョ ブ の 個数 を 与え る . いつ も の + よ 
うに , 式 (5.4.7) は , 一 つの 状態 か ら 出 る 流れ と その 状態 へ 入る 流れ の 平衡 を 
取っ て いる も の と 解釈 で きよ う . は っ きり と 述べ る と , 式 (5.4.7) の 左辺 は 状 
態 (mn, %。 …, gr) か ら の 遷移 率 を 与え , 右辺 は 状態 (m, 5, .…, zz) へ の 遷移 
率 を 与え て いる . 

式 (5.4.7) に 対し て 変数 分 離 形 ( ま た は , 積 形式 ) を 取る 解 を 見 出す 試み は 下 
記 の 方 法 で うま く 行 く . まず , 数 


ー 用 ! (みく 7:) 
(5.4.9) 人 G9 RA ・771 (2 且 7) 
を 定義 する . 次 に , 下記 の 仮定 解 を 考え る . 
(5.4.10) の (7m, .…, 22) 三 6⑰) 吊 の 


た だ し , で (W) は 正規 化 パ ラメ ー タ で あり , パラ メー タ ヶ zi は 後 で 決定 する ベ 
きも の で ある . 式 (5.4.10) を 式 (5.4.7) に 代入 し , 8:(% 十 1) =gz(% 十 1・ 


27 タ 


5.4 相互 に 作用 し 合う 入出 力 と CPU 待ち 行列 の モデ ル 
(2) で ある こと に 注意 し て , ある 程度 の 代数 演算 を 施す と , 次 の こと が 明 ら 
か に な る . すなわち , 式 (5.4.10) が 式 (⑤5.4.7) を 満足 する 確率 分 布 で ある の は , 
x ー (ai pe22, …, gg) が 次 の 連立 1 次 方 程 式 


(5.4.11) *ーxO 
を 正規 化 条 件 
(5.4.12) @(W) = 軸 所 (5) | 


の 下 で 満足 する と き で あり , か つ そ の と き に 限る . こと で 5 は 名 十 ・・ 十 
2 王 W で ある よ うな 全て の 状態 (4 ヵ , 7, .…, gy) に つい て の 総和 を 表す . 解 
の 存在 と 一 意 性 は 行列 Q の 既 約 性 に よっ て 保証 され る . と の 既 約 性 は , マル 
ュ フ 過程 ※(⑰ が 既 約 で ある と いう 最初 の 仮定 に 由来 する 17]. 要約 し て 述べ 
る と , 以上 の よう な 訳 で , 任意 の 閉じ た 指数 型 の シス テム に 対す る 確率 分 布 
は , 連立 方 程 式 (5.4.11) を 解く こと に より , つま り , 行列 O の 固有 ベク トル 
問題 を 解く こと に より 計算 する こと が で きる . 

多く の 興味 ある 構造 が これ ら の 結果 を 用 いて 研究 で きる で あろ う . いわ ゆる 
セン トラ ル ・ サ ー バ 型 ネ ットワーク (central-server network) [18] は 以下 に 述 
べ る よう に その 一 例 で ある . ( 他 の 例 に つい て は 演習 問題 5.10 を 見 よ .) 

セン トラ ル ・ サ ー バ 型 ネ ットワーク は 図 5.4-3 に 示さ れ て いる . そ と で は , 
段 1 が プロ セッ サ で あり , 段 2 か ら 7 まで は 入出 力 装 置 で ある と 見 な され る . 
図 5.4-3 に お ける 流れ の 方 向 に 対応 し て 行列 Q は 次 式 で 与え られ る . 


91 02 ss 274 
1 0 ee 0 
1 0 0 
(5.4.13) 0 = 
1 0 の 0 


た だ し , の: は, プロ セッ サ か ら 退 去 す る ジョ ブ が 次 に 第 ? 段 へ 進む 確率 で あ 
る . と の 場合 の 式 (5.4.11) は , 式 (5.4.183) で 与え られ る O を 持ち , 容易 に 解 
が 得 ら れる 連立 1 次 方 程 式 で ある . 特に , (2, 9zz, .…, 9wz) の 形 の 任意 の ベク ト 
ル は 式 (5.4.11) を 満足 する . z は 自由 に 選べ る か ら , z = ai を 選択 する の が 便 
利 で ある . し た が っ て , zi 三 na/a 王 1 と いう こと を 使い , 7』 三 1 は 全て の 
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図 5.4-3 セン トラ ル ・ サ ー バ モデ ル 


2 に 対し て 店 (%) 三 1 が 成り 立つ こと を 意味 する と いう と と に 注意 する と, 式 
(5.4.10) か ら 次 式 を 得る . 


(5.4.14) の (741 っ 2) 三 の か ji (人 人) 
洋 当 し) 

4 / の 8 が Y 
@.4.15) e⑦) = 中 (で 守 ) 


式 (5.4.15) で 総和 を 取る べき 項 に nr が 現れ な いこ と に 注意 し よう . し た が っ 
て , 和 を 次 の よう に 表現 する こと も で きる . 

eg 人 22 
200 92 =5 上映 ( の 2 ) 
ここ と で, A(W) は , 名 2: く < パ と な る よう な 状態 n (1, 2, …, 2g) の 集 
合 で ある . で (W) に 対す る 後者 の 総和 法 は 下記 で 再び 用 いら れる . 本 人 節 は , セ 
ント ラル ・ サ ー バ 型 ネ ットワーク に お ける 平均 待ち 行列 長 の 表現 式 を 求め あるこ 
と で 締 括 る あと と に する . 
多 , は 第 7 段 で 待機 中 と サー ビス 中 の ジョブ の 定常 状態 に お ける 平均 個数 を 
表す も の と する と , 湊 の よう に 書く と と が で きる . 


(5.4.17) に 12 


た だ し , ア ,() = Pr[g> 引 は , 第 7 待ち 行列 の 長 さ が を より 大 きい か 等 し 
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い 平 衡 状 態 確率 を 表す . ア ,(%) の 計算 に お いて , 状態 m = (71, 25, 上 …, 22) の 
平衡 状態 確率 を ?(m) と 書き , さら に 集合 


(5.4.18) A(⑯ = cy か つ > 村 


を 定義 ヒ し て お く と 便利 で ある . 
さて , プロ セッ サ 段 に 対し て は 次 の 式 が 成り 立つ . 


ち 1 g / の in VN 
1(@) な 記 me 2 で (W) 』( 74 ) 
これ に 式 (5.4.16) を 適用 する と 次 式 を 得る . 
@(Wー め 


(5.4.19) (を) = で @W) 


7 三 2, 3, .…, 放 に 対し て は 次 の 式 が 成り 立つ . 
ア ,( め = 2 の (m 


AX め 


これ は 次 の 形 に 置き 直せ る . 
(5.4.20) ぢ ,(6) = で gs 内 | 。 昌 、 (人 
それ ゆえ , 式 (5.4.16) と (5.4.19) を 用 いる と 次 式 を 得る . 


(5.4.21) ぢ ,(6) = | F [ (の = | 放 | (WV 一 め 


2 (W) 
結局 , 式 (5.4.17) へ 代入 する こと に より 次 の 結果 が 間 さ れる . 
(5.4.22) ーー 
っ の ドド で (パー め sr 
(5,4.28) 乱 = の 9=28 っ の 
多項式 
8.4.24) ro) = カッ ーー 


を 定義 すれ ば , 式 (5.4.22) と (5.4.23) は 次 の よう に 簡潔 に 書き 表 さ れる . 
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名 三 (1) 


大 ニタ (で) ⑦>⑪ 


し た が っ て , まず 数 @(0), @(1), .…, C(W) を 計算 し , 次 に これ を 用 いて 式 
(5.4.24) を 評価 する と いう 手順 を 踏 セ こと に より 平均 待ち 行列 長 が 算出 され る 
こと に た なる. 

Lewis と Shedler の 論文 [19] は 本 節 の モデ ル に 関連 が ある . その 論文 で は , 
CPU 利用 率 と シス テ ュ 経 費 に つい て 研究 を 進め る こと を 主 目的 と し て , ペー 
ジン グ ・ シ ステ ム ( 第 6 章 参照 ) の 待ち 行列 モデ ル が 考案 され て いる . そこ で の 
モデ ル は , 本 節 で 採用 し た モデ ル 程 指数 分 布 の 仮定 に 依存 し て は いな い . し 
か し , その 反面 で は 構造 が 循環 型 待 ち 行 列 に 限定 され て いる . その 解析 と 結果 
は どちら か と いえ ば 手 の 込 ん だ も の で ある の で , そら し た 理由 か ら 本 節 に それ 
を 含め る こと は し な か っ た . 


5.5 緩衝 記憶 割当 て 問題 


シス テム 設計 に お いて 生じ る 非常 に 重要 な 問題 の いく つか は , 緩衝 記憶 技法 
の 構造 と パラ メー タ の 指定 に 関す る も の で ある . 緩衝 記憶 (buffer storage) の 
必要 性 は 少な く と も ゃ 次 の 三 つ の 局面 に お いて 生じ る . 1) 補助 記憶 また は 入出 力 
装置 に 対す る 出力 前 お よび 入力 後 の 情 報 の 著 積 (Storage), 2) 活 性 タメ スク 間 で 
通信 され る メッ セー ジ と デー タ の 鞭 積 , 3) タ イム シェ アリ ング ・ シ ステ ム に お 
ける よう に 遠隔 端末 か ら 到 来 す れる か ある い は そこ へ 送出 され る メッ セー ジ の 著 
積 で ある . 

緩衝 領域 (buffer) 設計 問題 に 潜む 問題 点 は , 同期 に つい て 2.6 節 で 論じ た 緩 
衝 領 域 問題 に よっ て 説明 する と こと が で きる . その 最も 単純 な 形態 は , 1 回 に 1 
個 の 出力 メッ セー ジ を 生成 する 1 個 の 循環 タス ク , これ ら の メッ セー ジ を 置く 
W 個 の セル か ら 成 る 緩 衝 領 域 , お よび メッ セージ の 生成 に 対し て 非同期 的 に 
実行 し つつ , 緩衝 領域 か ら あ る 出力 装置 へ 送出 する 1 個 の 循環 出力 タス ク か ら 
成 も . この シス テム の 設計 に お いて 最初 に 生じ る 問題 の 一 つ は , 固定 ブロ ッ ク 
の 記憶 領域 を 緩衝 領域 と し て 割当 て る と 仮定 し て , N の 値 を どう 定め る か で あ 
る . 記憶 領域 利用 率 と 処理 率 (throughput rate) の 間 に は 明らか に 釣合い 関係 
が 存在 し て いて , 一 方 の 改善 は 他方 の 低落 を 招く . 

も っ と 明確 に する た め , 続い て メッ セー ジ を 生成 する の に 必要 な 時 間 は 互い 
に 独立 で あり , か つ ペ パラ メー タ 4 を 持つ 指数 分 布 に 従う も の と 仮定 し ょ よう. 到 
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着 す る メッ セー ジ に よっ て 緩衝 領域 が 一 杯 に な っ た と き は 常に , メッ セー ジ 入 
力 源 は 緩 衝 領 城 の セル が 使用 可能 に な る まで 機能 を 停止 する と 仮定 する . メッ 
セー ジ を 緩衝 領域 か ら 取 除い た 後 そ れ を 出力 する の に 要する 時 間 は , 平均 が 
1// の 指数 分 布 に 従う 確率 変数 で ある と 仮定 し よう . 緩衝 領域 内 で 待っ て いる 
メッ セー ジ と 出力 中 の メッ セー ジ の 総数 で シス テ ム の 状態 を 定義 むす る と , 4.3 
節 に お ける モデ ル を 使う こと が で きる . 特に , 式 (4.8.89) か ら メ ッ セ ー ジ の 平 
均 個 数 が 得 り られ る . すなわち も , 


誠 洛 W+1 
(5.5.1) py ニア ーー テー な エー ー T 崇 Ss ゴー 


7 し 。 


メッ セー ジ の 処理 率 は , 4 と 入力 源 が 機能 し て いる 確率 と の 積 と な る . す な 
わ ち , 


(5.5.2) 7 ニー4(1 一 の yy) 
た だ し , 式 (4.3.8) か ら 


これ ら の 結果 か ら , 処理 率 妃 y と 記憶 領域 利用 率 Py/ の 間 の 釣合い 関係 を 
学び 取る こと が で きる . 

上 記 の 例 が 示す よう に た, 待ち 行列 理論 は , 本 来 , 多く の 緩衝 記憶 問題 の 解析 
に 役立つ も の で ある . し か し な が ら , 現実 主義 か ら の 関心 と 数 学 的 な 扱い 易 
さ は し ば し ば 相反 する も の で ある . た と えば , 難し い モ デル へ 導く 仮定 に 一 括 
(bulk) 到着 (演習 問題 4.2 と 5.5 を 見 ょ ) と 一 括 サ ービス が ある . 他方 , 緩衝 領 
域 の 大 き さ が 有限 で ある と いう 通常 の 仮定 を 伴 え ば , 有限 状態 シス テム が 得 ら 
れる . こと うし て , マル ュ フ 連鎖 解析 で 生じ る 有限 連立 一 次 (平衡 ) 方程式 を 解く 
こと に よっ て , 望み の 工学 的 結果 を し ば し ば 得る こと が で きる . 

多く の 可変 長 ネ メッセ ー ジ が 同一 の 記憶 領域 を 共用 し な けれ ば な ら な いと き 
に 生じ る も うら 一 つの 重要 な 問題 は , 動 的 記憶 割当 て 法 (dynamic storage allo- 
cation) と 固定 分 割 法 (fixed partitioning method) の どちら を 採用 する か を 決 
定 す る こと で ある . 特に , 与え られ た 緩衝 記憶 領域 へ メッ セー ジ を 給 送 する 入 
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力 線 は M 本 存在 する と 仮定 し ょ う . 固定 分 割方 式 に お いて は , 各 入 力 に 対し て 
それ ぞ れ 別々 の 固定 長 ブ ロッ ク の 記憶 領域 が 予め 用 意 さ れる . ブロ ッ ク の 大 き 
さ は メッ セー ジ 送 出 源 か ら の 通信 量 (traffic) に 依存 し て 決め られ よう . 溢れ 
(overHow) が 生じ る 場合 に は , 追加 の 記憶 領域 を 用 意 す る か , それ と も 緩衝 領 
域内 に 十分 な 大 き さ の 空間 が 得 り られ る よう に な る まで それ 以上 の 通信 を 行わ な 
いよ うに 送出 源 を 一 時 的 に 停止 させ る か する 機構 の 存在 を 仮定 し な けれ ば な ら 
な い . と の 記憶 割当 て 方 法 の 不利 な 点 は , 主として 飽和 状態 に な ら な い ブ ロッ 
ク 内 の 使え る 空間 が 溢れ を 生じ て いる ブロ ッ ク の た め に 利用 可能 に な っ て いな 
いと き に 現れ る 記憶 領域 利用 率 の 潜在 的 な 低 さ に ある . し か し , 他 の 割当 て 手 
続き と 比較 する な ら ば , 固定 分 割 法 は 簡素 で ある と いう 利点 が ある . 

動 的 方 法 ま た は 連結 リス ト 法 (hinked-list method) に よる 記憶 領域 割当 て で 
は , 各 メ ッ セ ー ジ は 緩衝 領域 内 の 鎖 状 に 連結 し た セル に 記憶 され る の が 普通 で 
ある [7]. ある メッ セー ジ が 緩衝 領域 か ら 取 除 か れる と , それ が 占め て いた 空 
間 は 常に 使用 可能 空間 リス ト (available space Hist) に 戻さ れる . 新しい メッ セ 
ー ジ が 到着 する と , それ は 使用 可能 空間 リス ト の 先頭 か ら 取 られ る 適当 な 数 の 
セル に 記憶 され る . 一 般 に , ここ で も 対 溢 れ 機構 の 存在 を 仮定 し な けれ ば な ら 
な い . また , 各 入 力 線 に 対す る 同一 送出 源 か ら の メッ セー ジ セ の 待ち 行列 の 形成 
と 行列 頭 ポ インタ (head-of_-queue pointer) の 作成 を 行 2 定形 的 な 技法 が 存在 
する こと も ゃ る 仮定 され な けれ ば な ら な い . 

連結 割当 て の 明白 な 不利 益 は 連結 の た め に 取っ て お か な けれ ば な ら た な い 空 間 
(に ある . これ に 関連 し て , 各 セ ル ま た は ブロ ッ ク 内 の 文字 数 5 を 変化 させ る こ 
と に よっ て 釣合い を 取る よう に する こと が で きる . 各 セ ル に お いて は , 連結 用 
一定 の c 文字 分 を 当て る も の と する と , 5 一 c 文字 が メッ セー ジ の 記憶 用 に 
使用 可能 で ある . 今 , 長 さ 7% が セ モル の 大 き さ ち に 比べ て 適度 に 大 きい メッ セ 
ー ジ の 記憶 を 考え る も の と する . 1 次 近似 チ た し て は , メッ セー ジ に よっ て 占め 
られ る セル の 個数 は 7%/(⑥ 一 c) で あり , 最後 の セル 内 で 未 使用 の 空白 部 分 の 大 
き さ は (0⑪ 一 c) /2 で ある . し た が っ て , 所 与 の メッ セー ジ の 記憶 の 結果 , 他 の 
メッ セー ジ の 記憶 の た め に (7z 以外 に ) 使用 不能 に な る 空間 の 全体 は , 近似 的 
人 次 の よう に な る . 

か 一 Cc /774 

2 5 一 ce 
し た が っ て , %w。 を 最小 に する 5 の 値 は , 微分 法 に よっ て 次 の よう に 求め る こ 
と が で きる 、 


(5.5.8) し 記 
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(5.5.3) 6 三 c 十 27c 


も し メッ セー ジ の 長 さ が 確率 変数 で ある な ら ば , 上 式 中 の % の 値 と し て は 期 
待 値 を 使う こと が で きる . この 問題 に 対し , さら に 念入り な も っ と よい 近似 解 
析 を 行う こと も で きる [20] が, 5, の 関数 と し て の 依存 関係 は 本 質 的 に ( 式 (5. 
5.4) と ) 変 ちな い . 

割当 て 方 策 自 体 は 一 先ず 考慮 外 に 置き , 今 , 上 記 の メッ セー ジ 緩 衝 記 憶 モ デ 
ル を , テレ タイ プ , タイ プラ イタ ー 等 が 直接 に 中 央 計算 機 シ ステ ム と 通信 する 
低速 デー タ 伝 送 (1ow-data-rate) シス テム の 大 き な ク ラス に 対応 する よう に 特 
狐 化し よう [20]. 目標 は , ここ とこ でも, 緩衝 領域 の 大 き さ の 関数 と し て 緩衝 記憶 
の 性 能 を 解析 する こと で ある . 図 5.5-1 に 示さ れる よう に , 相本 の 入力 線 が 
あっ て , それ ぞ れ 伝送 速度 (transmission rate) は 1/z で ある と 仮定 する . 便 
宜 上 , gw は 1 文字 を 緩衝 記憶 に 搭載 する の に 必要 な 時 間 ( 秒 を 単位 と する ) を 与 
える も の と 仮定 する . 1 本 の 入力 線上 の 活動 の 統計 的 な 特徴 付け を 考え る こと 
か ら 始 め る . 

低速 デー タ 伝 送 の 仮定 は , 緩衝 記憶 内 で 1 文字 ずつ メッ セー ジ を 組立 て て 行 
く ため の 時 間 は , 緩衝 領域 か ら メ ッ セ ー ジ を プロ グラ ム が 読取 る の に 要する 時 
間 よ りゃ も 極め て 長い と いう と と を 意味 し て いる . 実際 . こと で は , 入力 速度 の 
時 間 尺 度 で 見 る と , 緩衝 領域 か ら メ ッ セ ー ジ を 読取 る 過程 は 実効 的 に 一 瞬間 に 
過ぎ な いと 仮定 する . し た が っ て , も し 一 つの 送出 源 か ら の メッ セー ジ に よっ 
て 占め られ る 空間 に 注目 する と する な ら ば ぱ ば, 図 5.5-2 に 示す 実現 例 の よう な 関 
数 を 持つ 過程 () を 得る こと に な る . ZZ() は 実際 に は 区 間 え 。 内 で ( 1 度 に 
1 文字 づつ ) 階段 的 に 増大 し て 行く の で ある が , この 増大 は 直線 で 近似 きれ て 


[ ト - 
(メッ セー ジ の 


解読 と 組立 て ) 緩衝 記憶 


5.5-1 入力 緩衝 記憶 の モデ ル 
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緩衝 領域 占有 率 ググ / え 。 = 1 (文字 / 秒 ) 
グ (/) 
刀 レク 半 | 
トー 肖 ん 1 イイ ュ ュ 7 ュ ロ 7 


5.5-2 緩衝 領域 占有 過程 


いる . 解析 を 容易 に する た め , メッ セー ジ の 大 き さ 包 (し た が っ て また , 伝送 
区 間 ダ 。 も そう で ある こと と に な る が ) (?% = 1, 2, .…) は 統計 的 に 互い に 独立 で あ 
る と 仮定 する . 。 の 定常 分 布 は 

ア (?) = Pr[X。<z] (ニテ 1.2, …) 


で ある と し , その ? 次 の モー メン ト を 巨 (%) と 書く . 科 単 の た め , アア (?) は 
連続 関数 で ある と 仮定 し , この 仮定 は 妥当 な 1 次 近似 で ある と 認め る と と に す 
る . 得 ら れる 結果 を 任意 の 分 布 に 適用 で きる よ うに 改訂 する こ と は 容易 で あ 
。 

遊休 区 間 万 , ヵ , .… は , 互い に 独立 な 等 し い 分 布 に 従う 確率 変数 の 系 列 を 作 
る . その 各々 は %。(% 三 1, 2, …) に は 統計 的 に 独立 で ある . 遊休 期間 分 布 の 
2⑭>1) 次 の モー メン ト を (7?) と 書く . いわ ゆる 交代 更新 過程 (alternating 
renewal process) 有 (の) は , 長 さ が ある 適当 な 確率 分 布 に 従 2 遊休 期間 7 か ら 
始ま る と 仮定 する . ここ で は 平衡 状態 に お ける 振舞 に 関心 が ある の で , 初期 条 
件 に 重要 性 は 認め られ な い . 

さて , 長 時 間 走行 に お ける 平均 緩衝 領域 占有 氷 


(5.5.5) = lim E(Z()) 

の 計算 を 進め る こと に する . まず , 履 (⑫ の 分 布 は 混合 型 で な けれ ば な ら な い 
こと に 着目 する . 遊休 期間 が 存在 する か ら , (の =0 に 集中 する 離散 的 な 確 
率 塊 が ある . ラン ダム な 時 点 # で の 観察 を 考え よう . 緩衝 領域 が 空 で ある 状態 
に 対応 する 離散 的 成分 を 分 離す る と , 次 の よう に な る . 

(5.5.6) Pr[ ク (0 =0] =Pr[: は 遊休 期間 に 含ま れる ] 

また ヶ z>0 に 対し て は 次 の 通り で ある . 
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(5.5.7) Pr[ グ (2) <z] = Pr[ グ (0 =0] 十 Pr[Z は 伝送 区 間 内 に あ 
り , 区 間 の 経過 時 間 は zz を 越え て いな い ] 


式 (5.5.6) の 極限 値 と 統計 的 平衡 状態 に お い て 遊休 期間 に 費やさ れる 時 間 の 
割合 と を 同一 視 す る と, 次 式 が 成り 立つ (D.265 の 脚注 を 参照 せよ ). 


RM 2 己 M の 


が 伝送 区 間 内 に 落ち る と いう 条件 を 付け る と , {まで の と の 区 間 の 経過 時 間 
の 分 布 は , 系 列 や , ぷぅ, .… か ら 成 る 更新 過程 に お ける 後退 再帰 時 間 (backward 
recurrence time) の 分 布 に よっ て 与え られ る (補遺 B を 参照 せよ ). し た が っ 
て , 経過 時 間 が cz より 小さ いか 等 し い 確率 P。(wz) は 次 式 で 与え を られる. 


(5.5.9) 者 ら my 1ー が (91g 


# が 伝送 区 間 内 に 落ち る 極限 確率 を 乗じ る と , 次 の よう に な る . 


E(⑦) E( ズ ) 


jm Pr [ググ (0 <z] = テ 0169 記 当 91 の 9 四 5 互 7) + BC) 「 (の) 


すなわち , 
5.10) jim PrIZ⑰ < = の ECY) IO⑦ 
+ が hn ーg の aw| (>0) 


式 (5.5.8) と (5.5.10) で 与え られ る 分 布 の 平均 が 式 (5.5.5) の 平均 緩衝 領域 占有 
率 を 与え る . すなわち , 次 式 が 得 ら れる . 


E(X? 
(5.5.11) ぢ ニラ TE⑦) + BX)] 


また , 式 (5.5.8) と (5.5.10) か ら , 大 き さ W の 緩衝 領域 に お ける 溢れ の 長 時 間 
走行 確率 と し て 次 式 を 得る . 


(5.5.12) p(W) = 科 カ ー セ イリ 。 一 ア (%⑫)]ge 


これ は , 統計 的 平衡 状態 に お いて 過程 2⑰ が 水準 W を 越え て いる 時 間 の 割 
合 の 期待 値 を 表し て も いる . 所 与 の 水準 より 上 に ある 時 間 の 期待 値 に 加え て , 
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溢れ (上 限 突破 ) 事 象 の 頻度 も また 重要 で あり , 余分 の 記憶 領域 を 緩衝 の た め に 
使用 可能 に し な けれ ば な ら な く な る 度 毎 に 並々 な ら な い 経 費 が 掛か る と き に は 
(通常 その 通り で ある が ) 特 に そう で ある . と の 性能 の 尺度 に つい て 値 を 計算 す 
る た め , 遊休 期間 一 伝送 の 各 循 環 に 高々 1 度 の 上 限 突破 し か 起こ ら な いこ と , ま 
た この 事象 は 各 循環 内 に お いて 確率 1 一 7(W) で 発生 する こと と に 注意 する と , 
平均 上 限 突破 率 (average upcrossing rate) と し て 次 式 が 得 ら れる . 
ュー 1 ユー アア (@ が ) 

さて , それ ぞ れ が 上 記 で 仮定 と し て 与え られ た か また は 導出 され た よう な 特 
性 を 持つ 覆 個 の 統計 的 に 独立 な 入力 源 に よっ て 共用 され る W セル の 緩衝 領域 
を 考え よう . 動 的 記憶 割当 て 方 式 を 用 いる も の と する . 必 (( の は , 7 番目 の 入 
力 源 に 対す る 緩衝 領域 占有 過程 を 表す . 7 は 適度 に 大 きい も の と 仮定 する と , 
和 の 過程 の 分 布 


(8.5.13 2509 = ある の 


は , 中 心 極限 定理 の 適用 を 受け て , 下記 の 密度 関数 を 持つ 正規 分 布 に より 近似 
され 得る . 


1 3/9g。3 
(5:5.15) 9(?) 王 PymPe 2 っ /2gs 


モー メン ト は , 7 個 の 入力 源 に つい て 和 を 取れ ば 式 (5.5.8) と (5.5.10) の 分 布 
か ら 得 られ る . 7 番目 の 入力 源 に 対 し て , E( そ ) が 伝送 時 間 の ? 次 モー メン 
ト を 表し , E(7) が 平均 遊休 時 間 を 表す と する と, 次 の 二 つ の 式 が 成り 立つ . 


1 吉 EE( そ め 


(8.5.16) %s 三 5 如 , 包 7O 十 BCXD 
お よび 
を E( そ め 
(5.5.17) ニム の 13ee の WT | 時 


し た が っ て , 共用 緩衝 領域 に お ける 溢れ の 確率 は 次 の よう に な る . 


(5.5.18) ps(W) = 5 っ 人 ーー と "ge 


動 的 な 場合 の 結果 は , 特定 の 実現 ., さ ら に は その 最も 関心 の 対象 と な る 運用 
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上 の 諸 条 件 に 応じ て , 種々 な 方 法 で 固定 分 割 ン シス テム の それ と 比較 する こと が 
で きる . た と えば , それ ぞ れ の 方 式 に お いて ' 浴 れ ' た 文字 の 平衡 状態 に お ける 
平均 個数 を 問う 2 こと も で きよ ょ よう. 固定 分 割 の 場合 で は , これ は 各 入 力 源 に 対す 
る ブロ ッ ク の 大 き さ を 超過 する 平均 量 の 47 倍 で あろ うか ら , 式 (5.5.8) と (5. 
5.10) で 与え られ る 分 布 か ら 求 め ある こと と が で きる . 動 的 記憶 割当 て で は , それ 
は 緩衝 領域 全体 を ク () が 超過 する 平均 量 で あり , 式 (5.5.15) か ら 計 算 で き 
。 

公平 な 比較 を 得る た め に は , 特殊 文字 (た と えば , 連結 の た め に 取っ た 空間 ) 
と メッ セー ジ に より 占め られ る 最後 の ブロ ッ ク 内 で 無駄 に な る 余白 に よっ て 費 
や され る 少な か ら ぬ 量 の 記憶 領域 を 考慮 に 入れ る 必要 が あろ う . この た め の 一 
つの 箇 単 な 近似 的 接近 法 は , 既知 の メッ セー ジ 長 分 布 か ら 式 (5.5.3) の 確率 変 
数 の 分 布 を 計算 し , 上 記 の 解析 に この 分 布 を 用 いる こと で ある . 

前 に も 注意 し た よう に , も う 一 つの 重要 な 性 能 尺 度 は , 公称 の 緩衝 領域 の 大 
き さ を 超過 する 頻度 で ある . 彡 () を 正規 分 布 と 仮定 する と , この 形 の 結果 は 
ガウ ス 過 程 の 古典 理論 か ら 求 め る こと と が で きる . 一 つの 有益 な 取扱 い の 例 が 演 
習 問題 (問題 5.9) で 与え られ る . そこ と で の 取扱 いと 共に 本 節 の 解析 は Gaver 
と Lewis[20] の 結果 に 依っ て いる . な お , この 論文 は Delgavis と Davison 
[21] の 結果 を 拡張 し た も の で ある . 


演習 問題 


5.1 任意 に 与え られ た 時 刻 に , セク タ 当 り 高 々 1 個 の 要求 が サー ビス を 待ち つ 
つ あ る (か また は その と き サ ービス 中 で ある ) と 仮定 し て , ペー ジン グ ド ラ 
ム ・ シ ステ ム の 解析 を 行え . ある 与え られ た 要求 が 退去 し た 後 , 同じ セク 
タ に 次 の 要求 が 到着 する まで の 時 間 は パラ メー タ 4 を 持つ 指数 分 布 に 従う 
も の と 仮定 せよ . ドラ ム 1 回 転 当 り サ ービス され る 要求 の 平均 数 と 平均 シ 
ステ ム 内 漠 在 時 間 を 求め よ . 


5.2 5.3 節 で 論じ し た FSOCAN シス テム を , 各 走 査 の 開始 時 に 待ち 行列 か ら 取 
られ る 要求 の 個数 が 最大 W で ある よう に 制限 に する , すなわち , 各 走 査 
(に お いて サー ビス され る 数 は , 走査 開始 時 に 待っ て いる 個数 を ? と する と 
き , min{27, WV] で ある と 定義 むる. と の 新しい シス テム を NSCAN と 呼 
ぶ . 待ち 行列 に は 常に 少な く と も W 個 の 要求 が あり , 各 走 査 毎 に 丁度 W 
個 ず つ 要 求 が サー ビス され る と いう 仮定 の 下 で , つま り 飽 和 状 態 で 動作 し 
て いる NSCAN シス テム の 振舞 を 調べ よ . 各 走 査 に お いて ヘッ ド は 全 ト 
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ラッ ク を 横切る と いう 筒 単 化 仮定 を 設け な いと と を 除い て 5.3 節 の 諸 仮 定 
と 記号 を 用 いよ . し た が っ て , 到達 する 最初 と 最後 の トラ ッ ク は TESC- 
AN に つい て 最初 に 記述 し た 通り に 定め られ る . 走査 時 間 の 期待 値 は , 
E(S) = W7 十 ⑫ 十 の g で 与え られ る . た だ し , 2 は 最初 の 要求 に 到 る 
まで に ヘッ ド が 動か な けれ ば な ら な い 距 離 の 期待 値 で あり , 9 の は サー ビス 
され る 最初 の 要求 か ら 最後 の 要求 まで ヘッ ド が 動か な けれ ば な ら な い 距 離 
の 期待 値 で ある . トラ ッ ク 番 地 を 単位 区 間 か ら ラ ンダ ム に 取る と 仮定 し 
て , W, 急 お よび ヘッ ド が ディ スク 全面 ( 長 さ 1 の 区 間 ) を 横断 する の に 
要する 時 間 g を 用 いて 世 (S) の 詳細 な 表現 式 を 求め よ . 


5.3 5.3 節 に お ける SCAN 手続 き に 対し て , TSCAN 式 順序 付け を SCAN 
式 順序 付け に 併合 する よう な 一 般 化 を 定義 むす る こと が で きる . 5.3 節 の 数 
学 的 モデ ル に お いて , 単位 区 間 を 個 の 等 し い 小 区 間 に 分 割 す る も の と 
し よう . 与え られ た 任意 の 走査 に お いて ? 番目 の 小区 間 内 で サー ビス され 
る 要求 は , 丁度 ディ スク ・ ヘ ッ ド が ( 左 か ら ま た は 右 か ら ) こ の 区 間 に 進 入 
し 始め よう と する と き に 既に シス テム 内 に 到着 し て いて , し か も , ? 番目 
の 小区 間 内 の 番地 を 持つ 要求 で ある と いう 併合 規律 を 考え る . 言い 換え る 
と , ? 番目 の 小区 間 内 の トラ ッ ク 番 地 に 対す る 要求 は ディ スク ・ ヘ ッ ド 
の 現在 位置 より も る (これから 通過 する こと に た な る) 前 方 に 到着 する も の で あ 
る と し て も , ディ スク ・ ヘ ッ ド が 現在 既に ? 番目 の 小区 間 内 に 入っ て いる 
な らい ば, 次 の 走査 で サー ビス され な けれ ば な ら な いと いう こと と で ある . 

9 は , 統計 的 平衡 状態 に お いて 最初 の ? 個 の 小区 間 を ディ スク ・ ヘ ッ 
ド が 通過 する の に 要する 時 間 の 平均 を 表す も の と する . 5.3 節 の 数 学 的 モ 
デル に よっ て , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 

2 1 一 (パー? 一 1)477W] 
が 一 太 1ー27)① す 477W) 


(1<? く が ) 


極限 パー oo に お いて は , 上 記 の 結果 は 式 (5.3.7) と な り , また パテ 1 に 
対し て は 式 (5.3.8) が 成り 立つ こと を 確か め よ . 


5.4 と こと で は 5.3 節 の 結果 を , ディ スク 上 で 定義 され る 要求 番地 の 任意 の 分 
布 を 包含 する よう に 拡張 する の が 目的 で ある [22]. 所 与 の 到着 が 区 間 [z, 
z 十 Az] 内 の 番地 を 持つ 確率 は 7(z)Az[ と 位 数 (Az)? の 項 の 和 ] で 与え ら 
れる よう な 連続 的 密度 関数 /(*>) が 与え られ て いる も ゃ も の と 仮定 する . 5.3 
人 節 の モデ ル と 方 法 を 用 いて , 47< く 1 で ある と き , 
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7,(z 十 Az) = 娘 (z) 十 gAz 十 47 げ 7(?) Azz,(?) 
十 [ 位 数 (Az)* の 項 ] 
と な る こと と を 示せ . ここ で , 娘 (z) は ヘッ ド が 位置 0 か ら 位置 z へ 移動 す 
る の に 要する 時 間 の 平衡 状態 に お ける 平均 で あり , を (z) は z 々 か ら 0 へ へ 移 
動 し か つ z へ 戻る の に 要する 時 間 の 平均 で ある . リト ル の 公式 を 用 いて , 
次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


を (z) = ア 7(Z) 2gz 


た だ し , ア (⑦) = 7 の gw で ある . さら に 進ん で , 次 式 が 成り 立つ と と 
を 示せ . 


の (Z) 三 gz 十 +ー に 7 (②) +2e7 が げ ( の の 


劉 (Z) は 平衡 状態 に お いて 位置 1 か ら 位 置 z へ 移動 する の に 要する 平均 時 
間 で ある と 定義 し , 同様 に , 47 く 1 で ある と き , 


Ag 人 5 アー rd の 1 二 2g47 り ロー 
と な る こと を 示せ . 本 章 に お ける 接近 法 を 用 いて , 次 式 
_- 2o 1 1N17 1 
s9 = エタ 1( ゃ ー3)Gー2 の 9 +Z(P の | +3 


が 成り 立つ こと , また , が >) が 一 様 分 布 の 密度 で ある と き , これ は 式 
(5.3.16) に 縮退 する こと を 示せ . 


メッ セー ジ を 文字 の 一 括 到 着 一 一 1 メッ セー ジ の 全文 字 が 実効 的 に 到着 
と 同時 に 緩衝 領域 内 に 記憶 され る (緩衝 領域 に は 十分 な 空間 が ある も の と 
仮定 すれ ば )- 一 一 で ある と 見 な す 緩 衝 記 憶 モ デル を 考察 せよ . 与え られ た 
メッ セー ジ 長 (一 括 め の 大 き さ ) の 定常 分 布 , 文字 の 大 き さ の 有限 緩衝 領 
域 , お よび 指数 分 布 また は 幾 何 分 布 に 従う メッ セー ジ 到 着 時 間 間 隔 を 仮定 
せよ . 閉じ た 形 の 結果 「 を 得る の は 一 般 に 困難 で は ある が , メッ セー ジ 長 
が 有 界 で ある と 仮定 すれ ば , 平衡 状態 に お ける 緩衝 領域 占有 率 の 有限 マル 
ュ フ 連鎖 解析 が 可能 と な る . 

その よう な モデ ル を 完全 に 定義 し 切る に は , 緩衝 領域 内 に 空 の セル が 7 


1 訳注 閉じ た 形 の 結果 と は 陽 関数 の 形 で 表示 され た 結果 を いう . 


28Z 


第 5 章 補助 記憶 お よび 緩衝 記憶 の モデ ル 


5.6 


5,7 


個 し か な いと き に ん (> 文字 か ら 成 る メッ セー ジ が 到着 する と ど うな る 
か に つい て 定め て お か な けれ ば な ら な いこ と に 特に 注意 せよ . た と えば , 
ーー つの 可能 性 は , 大 き さ が 到着 時 に 使用 可能 な 空間 の 大 き さ を 超過 し て い 
る も の は , (同じ 意味 で 過大 な 全て の 後続 の メッ セー ジ 共 々 ) メ ッ セ ー ジ 全 
体 を 切り 捨て て し まう と と で ある . すなわち , 到着 メッ セー ジ は , 到着 時 
に 十分 な 空間 が ある と き , か つ そ の と き に 限り 記憶 され る と 定め る と と で 
ある . 


リス ト の セル 当り の 最良 の 文字 数 に つい て 式 (5.5.4) を 導く よう な 連結 リ 
スト 式 緩衝 記憶 モデ ル を 考え よ . 最後 の セル 内 の 平均 文字 数 を 左右 し て い 
る 近似 を 取り 除く こと こと に よっ て モデ ル を 精密 に し よう . メッ セー ジ 長 7 
は , 平均 値 が 多 で ある 分 布 関数 ア () を 持つ も の と 仮定 する . 5 と ce は 
5.5 節 に お ける よう に 定義 し , g ニ 5ーc と 置く . 最後 の セル へ の 溢れ の 
期待 値 は 次 式 の よう に な る こと を 示せ . 


BE(P) =ーc 史 ロー が (Ao)] 


アア (>) が 平均 久 を 持つ 指数 分 布 で ある と 仮定 する と き は , 次 の よう に な 
る こと を 確認 せよ . 


2 67 区 一 1 、 
ーー 


これ は 極限 久 一 oo に お いて は og/2 と な る . 


図 P5.7 に 示さ れる よう に メッ セー ジ が 順に 記憶 され な けれ ば は ならない 
と いう 制約 下 に ある 緩衝 記憶 に お ける ポア ソン 型 TIFO 式 待ち 行列 [23] の 
動作 を 解析 し た い . 新しい メッ セー ジ は 常に 待ち 行列 の 最後 尾 に 思 か れ 
る . 待ち 行列 か ら メ ッ セ ー ジ が 取 去 ちら れる と , 明らか に 待ち 行列 の 先頭 は 
右 へ 1 位置 だ け 移動 する . し か し , 待ち 行列 が 空 に な っ た と き , 次 に 到着 


0 笑 。 
待ち 行列 の 先頭 次 の 到着 
( 記 去 ) 図 P5.7 


レン 


少 


288 


演習 問題 


する メッ セー ジ は 最初 の モル 位置 へ 置か れる も の と する . こう し て , 待ち 
行列 の 先頭 は 元 の 場所 に 復帰 する . 簡単 の た め , 緩衝 領域 の 大 き さ は 有 界 
で な いと 仮定 し ょ よう . 

zg は , 待ち 行列 の 先頭 の 番地 (相対 位置 ) が ? で あっ て , か ひつ 待ち 行 列 の 
長 さ が 7 と な る 一 一 た と えば , 図 P5.77 で は ? 三 4 で 7 ニニ 8 で ある 一 一 
定常 (結合 ) 確 率 を 表す も の と する . ん お よび p= メ 4// は , 到着 率 , 退 
去 率 , お よび 利用 率 を それ ぞ れ 表す も の と する . ァ z:, に 関す る 次 の 平衡 方 
程 式 が 成り 立つ こと を 確認 せよ . 


zo-1) (71), zoo 三 


ゃ | ロ 


__g 
07 一 硬 の 2 Zn 
1 


1 一 1 十 p 77g-1)2 (2? と 1) 
1 a 。 
7 一 イキ p eg-1 (1) 十 二 二 rg) (2 と 0, 7>1) 


これ ら の 方 程 式 は 次 式 に よっ て 満た され る こと を 示せ . 
(を e=O 
(TFT() ⑬>0) 


2 変数 (bivariate) 母 関数 


7 三 


oo Oo > は 
77(4, zs) = P21 2 パワ シン 
て を 


を 定義 し , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


_ e(1 一 の zes 填 (1 一 の (zz 一) 一 anz2( る 1) 
ーーー スー も ーー 和 5 ')'5)50m つ + 
7 ルル) 
(z1) ニ > Zi る" 
?=0 

待ち 行列 の 先頭 の 平均 位置 は 

。 g(z,1) _ / po \* 

Pa ル /21 ー ( 一 pg 
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5.8 


5.9 


と な る こと , また 平均 待ち 行列 長 は 


と な る こと を 導出 せよ . 


緩衝 記憶 読出 し 時 間 と し て 零 で な い 8 を 許す こと に より , し た が っ て , 
見 本 (sample) 関数 ク () の 不 連 続 性 を 取り 除く こと に よっ て 5.5 人 節 の モデ 
ル を 一 般 化 する と こと は 可能 で ある . 見 本 関数 の 一 例 が 図 P5.8 に 示さ れ 
て いる . そこ と では, ググ (⑰ が 新しい 緩衝 領域 占有 過程 を 表す . 次 式 が 成立 
する こと を 示せ . 


に / こ = E(X? (1 十 8/e) 
の ご pn の ゆ ) ニュー OL + の  W7) 
1 E(XS) 1 + 8/o) 


jm Var( グ の ⑦) = EE( そ ) (1 十 8/e) 十 世 (7 8 林 


(の 


ーー 1 4 トー あ aーー 8 
Z。 


図 5.8 非 零 読出 し 時 間 


緩衝 領域 設計 問題 に お いて 興味 ある 性 能 尺 度 の 一 つ は , 公称 の 緩衝 領域 
の 大 き さ を 超過 する 平均 回 数 で ある . ググ s( の は , 7 個 の 単位 過程 ググ (の 
(<? く 4) の 和 を 近似 する ガウ ス 過 程 を 表す も の と し , 各 単 位 過程 は 演習 
問題 5.8 で 定義 る 8 れる も の と する . 一 般 に , 水準 突破 の 統計 は , 過程 
グ s( の の (定常 ) 共 分 散 (covariance) 関数 C(<) = 世 [ グ s(, 十 <) グ の s( の ] 一 
E2[ グ s( の ] に 依存 する も の で ある . 特に , ひ (7 7) は , 過程 グ s() が 時 
間 間 隔 7 内 に 水準 7 三 0 を 下方 か ら 突 破 す る 回 数 の 長 時 間 走 行 平均 を 表す 
も の と する . ググ s( ひ ) は ガウ ス 過 程 で ある か ら , ライ ス (Rice) の 古典 的 結 
果 [24] 


290 


演習 問題 


き 
] 5 
ェ ニ 0 


を 応用 する こと が できる. ここ で , % と の は グ s(2 の 平均 と 分 散 で あ 
る . [見 本 関数 グ :() の 連続 性 が 上 記 の 結果 [24] に と っ て 必要 で ある . 
(の は この 人 性質 を 持た な い .]1C<) の 第 2 階 導 関数 を 得る に は , それ が 
導 関 数 の 過程 ds( の /g7 の 共 分 散 関数 に 等 し いと いう 結果 [25] を 利用 す 
る と と が で きる . 5.5 節 の 議論 を 用 いて 次 の こと を 確か め よ . 


了 7 2 
び (7. 7) = の Kai 5 9 る 


92270 2 E() 
Pr 時 | ー 王 CDOT o+B⑦7 の 
Td 6 _ (8/e)E( そ ) 
pm Pr| ぞう で | = EX) 1 二 2/e) E(⑦⑰ 
(の 世 (7) 
1 g ~ =9| - 理 QQ+ e+E⑦ 


し た が っ て , また 次 式 を も 確か め よ . 


ーーmaYe( 


ェ ニ 0 


1 + eg/8 WE() 
@2  B(%)1+ 8/eo) 上 B⑦⑰ 


5.10 P 5.10 に 示す 待ち 行列 ネッ トワ ー ク を 考察 し よう . シス テム 内 の ジョ 
ブ 数 は 一 定 の W に 維持 され る も の と する . すなわち , 10。 プロ セッ サ か 
ら 1 個 の 退去 が ある と , 即刻 , 1 個 の 新しい 到着 が 1Oi 待ち 行列 に 参入 
する も の と する . CPU サー ビス に 続い て , ジョ ブ は , 確率 e で 10 待 


P5.10 演習 問題 5.10 の モデ ル 
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ち 行 列 に 加わ り , IOs 待ち 行列 に は 確率 1 一 w で 加わ る . この シス テム 
を 5.4 節 の 方 法 を 用 いて 解析 せよ . (10」 と 10。 で 表示 され る 1/O 待ち 行 
列 は , ジョ ブ の 実行 に 付随 する 開始 前 の 搭載 (1oading) と 終了 後 の 卸 下 
(unloading) を モデ ル 化 する 意味 を 持つ . ) 


5.11 (Kobayashi[26] . ) 本 問題 で 演習 問題 5.10 と 5.4 節 の モデ ル を 一 般 化 す 
る こと に する . 特に , 図 P5.11 の "開い た * シス テム を 考え よう . そこ で 
は , 4 は シス テム へ の ポア ソン 到着 率 , な は? 番目 の プロ セッ サ へ の 到着 
率 で あり , 話 (%:) は 4 番目 の プロ セッ サ に お ける 指数 サー ビス 時 間 の ( 状 
態 依存 型 ) パ ラメ ュー タ で あっ て , 現に ? 番 目 の プ ロ セ ッ サ 内 に ある ジョ ブ 
と 待ち も つつ ある ジョ ブ の 数 xx: の 関数 と し て 与え られ る . まず , 次 の 式 が 
成り 立つ こと を 確認 せよ . 


が 
4 三 29 十 21 4 の 3 


た だ し , ? 王 0 の と き 95 王 1,。 そう で な いと き 9 の: 三 0 で あり , また , 
7 は, 4 番目 の プロ セッ サ の 出力 が 7 番目 の プロ セッ サ へ 進入 する 定常 
確率 で ある . zi(%:) は , ? 番目 の プロ セッ サ に お いて サー ビス 中 で ある か 
待ち も つつ ある ジョ ブ の 数 z: の 平衡 状態 確率 で ある と し , nmー (%0, 7m, …, 
2w) は シス テム の 状態 変数 で ある と し よ ょ う . 


入力 セン トラ ル リ O 
プロ セツ サ プロ セツ サ プロ セツ サ 退 去 


図 P5.11 待ち 行列 ネッ トワ ー ク モデ ル 
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ポア ッ ン 型 待ち 行列 の 出力 は それ 自身 ポア ッ ン 過程 で ある (演習 問題 4. 
8 お よび 4.11) と いう 事実 を 用 いて , 分 布 {p:(%:)} は 到着 率 な と サー ビ 
ス 時 間 パ ラメ ー タ 話 (:) を 持つ 独立 の ポア ッ ン 型 待ち 行列 に 対す る 結果 
に よっ て 決定 され る と いう こと を 確か め よ . し た が っ て , 4.8 節 か ら , 次 
の 式 が 成り 立つ . 


の (7%:) = の (0) ll (%: ーー 0, 芋 2, ) 


PO 
お よび 


の (n) 三 Il (%:) 


た だ し , ?(n) = Pr[n = (2o, .…, 2)]。 
(4) 三 お よび ー ん 4/g を 仮定 し て , 次 式 が 成立 する こと と を 示 
せ せ . 


pm =I1G-elee 


任意 の O の ネットワーク へ の と の モデ ル の 自然 な 拡張 が Jackson [27] に よっ て 
取扱 われ た . 4.3 節 に お ける よう に , 到着 率 は 状態 依存 型 で あっ て も よい 
の で , シス テム 動作 に つい て 多く の 変形 を 研究 する 手段 を 提供 し て いる こ 
と に 注意 する べき で ある . た と えば , 5.4 節 の 閉鎖 型 シ ステ ム に 対す る 結 
果 は この 方 法 に よっ て 得 ら れる こと と を 示す [26] 方 が 却って 容易 で ある . 

5.12 5.3 節 の モデ ル を 参照 する と , いわ ゆる CSCAN 規則 は 次 の ょ うに SC- 
AN 規則 と 異 っ て いる . 要求 - サ ービス を 施す た め の 走 査 は (定め られ た ) 
1 方 向 に 向う と き に だ け 行 われ る . すなわち も , 完全 な ( 側 端 か ら 側 端 まで 
の )“ サ ービス ' 走査 に 続い て , ヘッ ド は 単位 距離 当り oc 時 間 の 速 さ で 開始 
位置 に 戻る . 5.3 節 に お ける その 他 の 仮定 と 記号 を 用 いて , CSCAN に 対 
し て 次 の 式 が 成立 する と と を 示せ . 


の (Z) 三 ィ ー 近 (0<z く 1) 


この 結果 と SCAN お よび TSCAN に 対す る 結果 と を 比較 せよ . 


5.13 5.2 館 の ペー ジン グ ・ ド ラム に 対し て , 退去 要求 (処理 を 完了 し た 直後 の 
要求 ) か ら 見 た 所 与 の セク タ 待 ち 行 列 内 に ある 要求 数 の pmf{ 記 } の 母 関数 


2 の 3 
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万 (z) を 計算 し , 互 (2) が 式 (5.2.21) に 等 し いこ と を 確か め よ . これ を 行 
うら ため , まず , 式 


三 (7) 二宮 ga の) =1 2 


は , 読取 り / 書 込み ヘッ ド が 所 与 の セク タ の 始ま り を 通過 する と き に % 
(% と 1) 個 の 要求 を 見 出す 平衡 状態 確率 を 定義 むす る こと を 確か め よ . 次 に , 
次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


5.14 (端末 メッ セー ジ 待 ち も タ スク [28] .) 各 端 末 か あか ら メ ッ セ ー ジ を 並行 し て 受 
信 す る 互い に 独立 か つ 統 計 的 に 同じ 特性 を 持つ % 個 の タス ク の 集合 を 考 
えよ う . 各 端 末 か あか ら は ん 4 の 到着 率 で 指数 分 布 に 従っ て 文字 が 到来 し , 対 
応 す る タス ク に 割当 て られ た 緩衝 領域 に 記憶 され る も の と する . タス ク 
が その 緩衝 領域 か ら 一 つの メッ セー ジ を 取出 し た 瞬間 か ら 次 に メッ セー ジ 
を 取出 すべ く 要 求 を 出す まで の 時 間 は パラ メー タ ょ ァ の 指数 分 布 に 従う . 
各 メ ッ セ ー ジ は 末尾 に EOL (end-of_-Hne) 記号 を 伴う 一 連 の 記号 か ら 成 
る . {9 計 :>」 は EOL の 位置 7 の pmf で あり , @(z2) は その 母 関数 で ある 
と する . も し , ある タス ク が メッ セー ジ を 取出 す 要 求 を 出し た と き に , 
EOL 記号 が その 緩衝 領域 内 に な か っ た と し た な ら ば , その タス ク は EOL 
文字 が 到着 する まで 停止 させ られ る . 緩衝 領域 内 に EOL 記号 が 少な く と 
ぁ 1 個 存 在 する ときには , タス ク は 緩衝 領域 内 の 全 内 容 を 取出 す も る の と す 
る . 

A. 確率 変数 々 は , タス ク の 計算 期間 中 緩衝 領域 内 に 著 積 され る 記号 の 
数 を 表す も の と する . 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


PP 前 位 … 天 ( 板井 ご 


B. 平均 停止 時 間 太 ( の ) を 求め る た め , 次 の よう に せよ . 7 は EOL 記号 
の 位置 を 表し , z は 最後 に 取出 し た と き 以 来 蓄積 され た 記号 の 数 を 
表す も の と する . こと の と き , 次 式 が 成り 立つ . 


0 (z> の 


婦 (7 2) -| チー タ 


> くく の 


29 タ 


参考 文献 


これ を 用 いて , 婦 (%) = 1/4[zz 一 4/(1 一 の (42/(4 十 の め ))] で ある 
こと を 示せ . た だ し , zz 三 刀 (⑦) で ある . タス ク が , 到着 と 同時 に 
停止 する 確率 は 1 一 (4/(2 十 め ) で ある こと と を 示せ . 

C. EOL 記号 の 位置 7 は パラ メー タ 9 を 持つ 幾何 分 布 = ニ 9(1 一 9)7* 
(7 有三 1) に 従う も の と 仮定 する . し た が っ て , 女 () ニー 三 1/9 と な 
る . 待ち 時 間 の 分 布 関数 は 次 式 に よっ て 定義 S さ れる こと と を 示せ . 

d7( の め ) ニ ーッ do (>0) 
【2 4 


が 0) = @ 十 Z 


た だ し 。 ce 三 @ と する 。 
D. 全て の タス ク は 緩衝 領域 と し て 十分 な 量 の 空間 を 割当 て られ て いる 
と 仮定 し て , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


Pr [z 個 の タス ク が 停止 する ] = (⑳a ー の の 


他 テ かも 。。 90 

癌 万 し 。 
の ま ョ リロ 

は , タス ク が 待機 し な が ら 過 す 時 間 の 割合 で ある . 
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ペー ジン グ ・ シ ステ ム に お ける 
記憶 領域 割当 て 


| は じじ め 人 


記憶 領域 管理 (memory management) 一 一 また は 記憶 領域 割当 て (storage 
allocation) 問題 の 定式 化 は , スケ ジュ ー リ ング 問題 の それ と 比較 する と , 
極 く 最 近 に な っ て か ら 行 われ 出し た と いえ る . 研究 され て きた 話題 に は , 最適 
必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム ], 記憶 階層 の 効率 的 な シミ ュ レ ーション 
設計 の た め の ペ ー ジ ング ・ ア ル ゴ リ ズム [2], ある 種 の ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ 
ズム の マル ュ フ 連鎖 解析 [3], お よび 拡張 ペー ジ 化 記憶 シス テム の 人 性能 予 測 [41 
が ある . 本 章 は , いく つか の さら に 重要 な 結果 を 提供 する . し か し な が ら , 記 
憶 領域 割当 て 問題 の 範囲 を ここ で は , 相 等 し い 大 き さ の 区 画 ま た は ブロ ッ ク 
を 単位 と し て 記憶 領域 を 割当 て る ペー ジン グ ・ シ ステ ム に 限定 する よう に 選択 
を 行っ た . 一 般 の シス テム に お ける 記憶 領域 割当 て の 数 学 的 モデ ル か ら は 成果 
が ほとん ど な い . と いう の は , 最も 単純 な 問題 で さん も か な り 上 難し いと いう 傾 
向 が ある か ら で あ る . 一 般 論 に つい て は TKnuth [5] を 参照 する と よい . Knuth 
の 扱い に 関係 ある も っ と 最近 の 結果 は [6, 71 に 見 出す こと が で きる . 記憶 領域 
割当 て に 関し て 多重 プロ グラ ミン グ ・ シ ステ ム に 固有 の 問題 は 第 7 章 に 譲る . 

ここ と では, 主 記憶 と 補助 記憶 の 二 つ の レベ ル か ら 成 る ンス テム に 限っ て 注目 
する と と に する . プロ グラ ム の 名 前 空間 (name space)W は , それ ぞ れ が c 個 
の 連続 する 番地 か ら 成 る ペー ジ (page) に 分 割 され , 一 方 , シス テム の 主 記憶 
空間 (main memory space) 47 は , それ ぞ れ が c 個 の 連続 する 位置 の 番地 (lo- 
cation address) か ら 成 る ペー ジ 枠 (page frame) に 分 割 さ も て いる も の と 仮定 
する . 本 章 を 通じ て , 参照 され る ペー ジ ( ま た は ペー ジ 枠 ) の 番号 だ け に 関心 が 
あり , ペー ジ 内 の 個々 の 語 に は 関係 し な い の で , [1, 2, .…, 2}】 を ペー ジ 
の 集合 , = 代 , 2, .…, 2%} を ペー ジ 枠 の 集合 と し て , 1 くく z を 仮定 する . 
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6.1 は じ め に だ 


ある 整数 が ペー ジ を 表す の か , ある い は ペー ジ 枠 を 表す の か は 常に 明示 され る 
か ら , この 記法 の あい まい さか ら 混 乱 が 生じ し る こと は な い は ず で ある . 

各 時 刻 # に お いて , 次 の よう な ペー ジ 写 像 (page map): パー 故 U{0) が 
存在 する . 


り 9 (ペー ジ ァ が 時 刻 # に ペー ジ 枠 9 に 滞留 し て いる と き ) 
0 (ペー ジ ァ が 時 刻 ! に 7 内 に な いと き ) 


物理 的 に は , ペー ジ 写 像 は プロ セッ サ と 記憶 装置 の 間 に 介 在 する 番地 変換 (ad- 
dress-translation) ハ ー ド ウェ ア の 一 部 分 で ある . プロ セッ サ が 番地 c を 生成 
する と , この ハー ドウ ェ ア は 記憶 位置 の 番地 』 = ん (?)c 十 ゅ (0 く ゅ ぐ c) を 算 
出す る . た だ し , z は 式 g 三 zc 十 めか ら 定 め ら れる . (通例 と し て )c が 2 の 
零 に な っ て いる と いう 人 性 質 を 利用 し て , この 計算 を 非常 に 効率 的 に 行う よう に 
ハー ドウ ェ ア は 構成 され て いる . も し ん (Z) ニ 0 で ある な ら ぱ ば , 適当 な シス テ 
ム ・ タ スク 人 信号 を 送っ て , 主 記憶 内 に 欠落 し て いる ペー ジ (missing page) 
を 補助 記憶 装置 か ら 取 出し , それ を 主 記憶 装置 内 に 格納 し , 写像 放 を 更新 し 
て , 再び 参照 (reference) を 試み る よう に ペー ジ 落 ち 割 込み (page fault inter- 
rupt) を ハー ドウ エア が 惹き 起こ す . 

1 語 に 到達 する の に 要する 平均 時 間 は , それ を 含む ペー ジ が 覆 内 に ある と 
き Ar で ある と し , 1 ペー ジ を 補助 記憶 お よび 主 記憶 装置 間 で 転送 する の た 要 
する 平均 時 間 は A4 で ある と する と , 速度 比 A ニ A4/Az は 重要 な ンス テム ・ 
パラ メー タ と な る . 多く の 現存 シス テム は A く 10# で ある と いう 仮定 の 上 に 立 
っ て 作ら れ て いる に も か か わら ず , 10 また は 100 の 位 の A を 持つ 新しい 記憶 
装置 構成 が 普通 に な っ て き て いる こと と を 念頭 に 置く こと が 大 切 で ある . それ ゆ 
え , モデ ル 化 に お いて は モデ ル の 鍵 と な る よう な A の 大 き さ に つい て の 仮定 
は 何 も 設 け な い よう に 心掛け な けれ ば な ら な い . 

与え られ た 入力 に 対し て プロ グラ ム が 示す ペー ジン グ に 関す る 振舞 は , そ 
の (ペー ジ ) 参照 列 (reference string) に よっ て , 機械 に 独立 な 言葉 で 記述 する 
こと が で きる . 参照 列 と は 次 の よう な 系 列 で ある . 


ヵ @⑨ = 1 


@ 三 772.…7… (7 手 , 7 と 1) 
離散 的 時 間 パ ラメ ー タ 7= テ 1,2, 8, .… は , “プロ セス 時 間 ( 処 理 時 間 )) また は 
* 実 行 時 間 ' の 流れ の 上 で の 時 刻 を 表現 し , 7, ニ ? は , 番目 の 参照 で ペー ジ ? 
が 参照 され る こと を 意味 する . 長 さ 7 の 全て の 参照 列 の 集合 を 記号 W7 で 表 
そら. また , W「 は, 空 で ある 列 は 含ま な いよ うな の 上 の 全て の 有限 長 の 列 
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第 6 章 ペー ジン グ ・ シ ステ ム に お ける 記憶 領域 割当 て 
の 集合 を 表す . 
参照 列 77s.…7,.… に は , o, が 7, の 参照 され る 時 刻 で ある よう な 実 時 間 上 で 


の 時 刻 の 系 列 gio。.…g.… が 対応 する . プロ セス 時 間 上 の 時 刻 ほ {と 7 十 1 の 間 
に 経過 する 実 時 間 は , 近似 的 に 次 式 の よう に 表 さ れる . 


Az(7。1 が 記憶 領域 内 に ある と き ) 


0 0 2 DEE 


後に , 参照 列 o の 処理 中 に 遭遇 する ペー ジ 落 ち ! の 回 数 を o の 長 さ で 正規 化 
し た も ゃ も の で 定義 S れ る ペー ジ 落 ち 率 (fault rate) ア (る ) を 導入 する . も し ペー 
ジ 取 込み 待ち と 実行 の 時 間 が 重複 し な いな ら ば , プロ セス 時 間 上 の 時 刻 # と 
7 十 1 の 間 に 経 過す る 実 時 間 の 平均 は 近似 的 に 次 の よう に な る . 


(@.1.2) Elga ュ ーgd| ニ Ar1 一 ア (@)) 十 (Az 十 A4) (の) 
= A(1 二 A7(@) ) 


こう らし て , 一 般 に 近似 的 で は ある けれ ども , プロ セス 時 間 で 表現 され る 結果 を 
実 時間 で 観測 され る プロ グラ ム の 振舞 に 関係 付け る 簡単 な 手段 が 得 ら れ た と と 
に な る . 簡単 で ある の は 望ま し いと いう こと も さる こと な が ら , この と と は , 
プロ セス 時 間 で プロ グラ ム の 振舞 を 特徴 付け る よう に 問題 を 限定 する の を 正当 
化す る . 

長 さ 7 の 参照 列 o を ラン ダム 系 列 と 見 る な ら ば , o の 出現 確率 が p(@) で 
表 さ れる よう な WW” の 上 の 確率 塊 関数 p(。) の 存在 を 仮定 する こと に な る . そ 
の よう な 確率 分 布 の 存在 を 基 に し て 構成 され る 確率 モデ ル は 種々 の ペー ジン 
グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 性能 評 価 に お いて 最大 の 力 を 発揮 する こと に な ろう 5. 


52 ペー ジッ ダ ・ ア ル ゴ リ ズム 


ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム は , 次 の 三 つ の 副 方 策 を 実現 する も の で ある . 1) 
取込み 時 選択 方 策 (fetch poliey) は , どの ペー ジ が , そし て それ が 何時 , 主 記 
憶 に 取 込 ま れる か を 決定 し , 2) 格 納 位置 選択 方 策 (placeement policy) は , 取 込 
まれ た ペー ジ を 格納 する た め に 使用 可能 な ペー ジ 枠 を 選択 する . また , 3) 排 除 
ペー ジ 選 択 方 策 (replacement poliey) は , 新入 の ペー ジ の た め に 使用 可能 な 空 
間 を 作る た め 主 記憶 か ら 一 つま た は 複数 の どの ペー ジ を 取 除 く か を 決定 する . 

ペー ジ 枠 は 論理 的 に 互い に 等 し いも の と 仮定 し て いる か ら , 格納 位置 選択 方 


1 訳注 必要 時 に 目的 の ペー ジ が 主 記憶 内 に 存在 し て いな いと いう 事象 を ペー ジ 落 ちと いう . 
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6.2 ペー ジン グ ・ ア テル ゴリ ズム 

策 が ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 振舞 に 影響 を 及ぼ す と と は あり 得 な い . ( 格 
納 位置 選択 方 策 は , z 個 の ペー ジ 枠 を 得る た め に は 排除 ペー ジ 選 択 方 策 を 回 
呼び 出し , それ ら を 得 ら れ た 順序 に 従っ て 割当 て る .) し た が っ て , ペー ジン 
グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 振舞 は 取込み 時 選択 と 排除 ペー ジ 選 択 の 方 策 に だ け 依 存 す 
る . 下記 で 形式 的 に 定義 され る 必要 時 ペー ジン グ (demand paging) の 下 で は 
必要 時 取込み 方 策 が 用 いら れ , そこ では, 欠落 ペー ジ だ けが 取 込 ま れ , ペー ジ 
排除 は 記憶 領域 が 一 杯 の と き に だ け 起 こる . それ ゆえ , 必要 時 ペー ジン グ ・ ア 
ル ゴ リ ズム の 振舞 は , その 排除 ペー ジ 選 択 方 策 に だ け 依 存する . 

特に 断ら な い 限 り , ペー ジ の 大 き さ c, 記憶 領域 の 大 き さ 7, 速度 比 A, お 
よび プロ グラ ム の 語 が ペー ジ 間 に 分 布 する 仕方 は 固定 する も の と 仮定 する . さ 
ら に , た だ 一 つの プロ グラ ム 与え られ た ペー ジ 集 合 W を 伴う も の 一 一 が 
主 記憶 を 占有 し , それ は ペー ジ 沙 ちの 場合 を 除い て 割 込 ま れる こと は な い . こ 
れ ら の 仮定 の 下 で , シス テム の 振舞 に 影響 を 及ぼ すこ と の で きる 改善 は ペー ジ 
ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 通し て だ け で ある 。. 

も っ と 形式 的 な 記述 の 仕方 で 先 へ 進む 前 に , 本 章 を 通じ し て 用 いら れる いく つ 
か の 記法 上 の 規約 を 導入 し て お く . 集合 は 常に 大 文字 (イタ リッ ク 体 ) で 表す . 
集合 の 要素 は , 普通 , 小文字 (イタ リッ ク 体 ) で 表す . 式 の 左辺 が 集合 を 表す と 
き , 右辺 に 現われ る 十 (プラ ス ) と 一 (マイ ナス ) の 演算 記号 は , 集合 の 加算 と 
減算 で ある と 解釈 する べき で ある . また , 式 9= ざ マ 二 ァ ー タ は , S= ざ ぐ 十 
fz] 一 {2] の 意味 に 取ら な けれ ば な ら な い . これ ら の 規約 に よっ て , この 記法 
は , 関数 アア (・) が 時 折 出 現す る こと を 除い て , あい まい に な る と と は な か ろ 
う . 刀 (・) は 排除 ペー ジ (replacement page) (W の 要素 ) を 表し て いる の で , た 
と えば , 9 ニダ ざ 十 z 一 表 (・) の よう な 式 は , ぐ = 十 {z] 一 [名 ()} を 意味 す 
る も の と 取る べき で ある . 上 記 の 規約 は , 本 章 に 現れ る 式 の 前 後 関係 か ら 直接 
に 示唆 され る の で , 何 も 困 難 は 生じ し な い は ず で ある . 

抽象 的 に は , ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム (paging algorithm) 4 は , 参照 列 
@ ゅ 三 7n72.…7... を 処理 し て , それ 応じ て 記憶 状態 (memory state) の 系 列 
SoS1.…S,.…… 一 一 た だ し , So は 与え られ た 初期 記憶 状態 で ある 一 一 を 生成 する 機 
構 で ある . 各 記 憶 状態 S。 は , 時 刻 ! に お いて 7 内 に 存在 する W か ら 取ら れ 
た ペー ジ の 集合 で あり , 次 の 条件 を 満足 する . 


(6.2.1) SS, が , ES// 7 三 8, ( ジ 0) 


と こと で , IS| は 集合 S の 要素 の 個数 を 表す . 便宜 上 , 初期 記憶 状態 は 空 で あ 
る , すなわち もち , So 三 あ ゆで ある と 仮定 する . けれ ども , これ は , 取り 扱い の 一 
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般 性 に 影響 を 及ぼ す も の で は な い . さら に , 5, と 品 - ュ は 次 式 に よっ て 互い に 
関係 づけ られ て いる . 


(6.2.2) 95 ュ 二 ー アダ 


た だ し , と パー 品 - ュ は 時 刻 ほ に お いて 取 込 ま れる ページ の 集合 で あり , 
こる 8,-1 は 同時 刻 に 排除 され る ペー ジ の 集合 で ある . 

各 時 点 # に お ける 麗 , と 台 を 決定 する た め , ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 4 
は 内 部 記録 を 維持 し な けれ ば な ら な い . この 記録 は , 初期 制御 状態 を go と す 
る 制御 状態 (control state) の 集合 の 9 に よっ て 表現 され る . アル ゴリ ズム の 熊 
勢 表示 (configuration) は , |SI く 7 お よび 90O で ある よう な 対 (S, 7) で ある . 
アル ゴリ ズム に 結び 付い て , 次 式 の よう な 居 移 関数 (transition function)94 が 
ある . 


(6.2.3) 94(S, 9, ?) 三 ( ぐ , の ) (>) 


た だ し , (8, の は 現在 の 態勢 表示 , ( ぐ , 9 の) は 次 の 態勢 表示 , z は 遷移 を 若き 起 
こす 参照 で ある . 特に , 記憶 状態 の 系 列 SoSi.……3,.… は , 次 式 に よっ て 生成 さ 
れる 態勢 表示 の 系 列 (So, 9o) (Si, の ) .…(S, の) .… に 含ま れる . 


(6.2.4) (S, g) ニ 94(S,-1, の 1 7 りり (1) 
本 章 で の 議論 で は 多く の 場合 , 4 の 制御 状態 に 露 に は 触れ な いで 済ま す は ず 
で ある . 


ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 4 は , 与え られ た 7>0 に 対し て 起 移 関数 が 
94(S, の, z) ニ ( ぐ , の ) な ら ば 次 式 を 満足 する と いう 性 質 を 持つ と き , 必要 時 
ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム (demand paging algorithm) で ある と いう . 


S (z 三 S の と き ) 
(0.25) WW 王 ⑭⑯ 填 る? (ze ほ S, IS| く 7 の と き ) 
S 十 *ー タ (ある ES に 対し て ) (ZS, IS| = 7 の と き ) 


し た が っ て , 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 下 で は , 0<| 台 |<| 叉 |<1 が 
成り 立つ . 排除 する べき ペー ジ ? の 選択 権 は , 無論 の こと こと, アル ゴリ ズム 4 の 
特権 と し て 認め られ て いる . 態勢 表示 が (S 9 の ) で ある と き に , 4 が ぐ か ら 排 
除 す る ペー ジ を 表す た め に 記号 ア (S, 9, z>) を 用 いる . し た が っ て , 式 (6.2.5) 
で , ヶ = (8, 9 の, ?) が 成り 立つ . 

参照 列 7r7s.…7,.… に お いて , ペー ジ ァ の 時 刻 : で の 前 向き 距離 (forward dis- 
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tance)g,(z) は , 時 刻 7 後 z の 最初 の 参照 まで の 距離 で ある . すなわち , 


ん (7 が の 3 が 7 oss (に お ける ヶ ? の 最初 の 出 
現 で ある と き ) 

6o (7 ょ 1 の 2 as 0 の が 現れ な いと き ) 

同様 に , 後向き 距離 (backward distance)6 (>z) は , z の 最後 の 参照 (z の 最終 

参照 と も いら) まで の 距離 で ある . すなわち , 


ん (7-z が 7n72.…7, に お ける z の 最後 の 出現 
で ある と き 
co (7i72.…7, (に? が 現れ な いと き ) 


例 : 下記 の も の は , 上 記 で 導入 し た 形式 化 を 用 いて 記述 され た 普通 の 必要 時 
ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 例 で ある . ゞ = 5S, は 現在 の 記憶 状態 を , z = ィ 7 
は 次 の 参照 も, ぐ ニ %」 は 次 の 記憶 状態 を それ ぞ れ 表す も の と する . と こ で 
は 排除 ペー ジ 選 択 規 則 だ け を 述べ て いる の で , IS| = 7w か つ xx ぐ で ある も の 
と 仮定 する . 前 述 の よう に , (S, g, z) は S 内 か ら 排 除 さ れる ペー ジ を 表す 
か ら 


(6.2.6) %(⑫) = 


(6.2.7) 6&(⑫) = 


ぐー ニ S 十 ァ ー 更 (S, 9, ヶ ) 

で ある . 下記 の 諸 例 は , 排除 ペー ジ と し て , どの 場合 も W の ある 部 分 集合 の 

線形 順序 付け に よっ て 定まる 最小 また は 最大 の 要素 を 選ぶ と いう 意味 で いずれ 

も 同じ よう な 構造 を 示し て いる . 排除 ペー ジ 選 択 規則 を 手短 か な 文章 で 記述 し 

た 後 で , この 共通 構造 を も っ と 形式 的 な 記述 で 明らか に する . 

1. LRU( 最 終 参照 時 刻 順 , least recently used). S 内 か ら 排 除 さ れる ペー ジ 
は 最大 の 後向き 距離 を 持つ も の で ある . し た が っ て , 

か つ そ の と き に 限る . 

2. po( ベ ラディ の 最適 アル ゴリ ズム [8], Belady's optimal algorithm). 排除 
され る ペー ジ は 最大 の 前 向き 距離 を 持つ . 互角 を 解決 する 規則 と し て 辞書 式 
順序 付け を 用 いる . (互角 は 無限 の 前 向き 距離 を 持つ ペー ジ の 間 だ け で 起こ 
る か ら , 互角 解決 規則 は ペー ジ 沙 ち 率 に 影響 し た いこ と に 注意 を 払わ な けれ 
ば な ら た な い .) したがって, 

ア (S, 9, >) ニタ で ある の は , 9 min 2] で ある と き , 
0? 
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か つ そ の と き に 限る . 


た だ し , z 与 9$ で ある の は , の w(z) = max。。。[2, (4)] で ある と ぎ き , か つ そ の 
と き に 限る . 
. LEFU( 最 小 参照 回 数 順 , least frequently used). 排除 され る ペー ジ は , 使 
われ る こと (参照 回 数 ) が 最も 少な か っ た も の で ある . 互角 解決 規則 は LRU 
で ある . も っ と 形式 的 に 述べ る な ら ば , (z) が 7i7s..…7,。 内 の z の 参照 回 数 
を 表す も の と する と , 

か つ そ の と き に 限る . 


た だ し , zES* で ある の は , 刻 (2) = min。。s[ 放 (4)] で ある と き , か つ そ の 
と き に 限る . 

.。 HIFO( 先 着 順 , frst-in-frst-out). 排除 され る ペー ジ は 最も 長い 間 続 け て 
記憶 領域 内 に 滞在 し て いる も の で ある . の (2) ニ ィ は , 8 一 8- ュ 7,ー タ る 
が 成り 立ち も , し か も , 7 より 大 で な いよ うな 整数 7 の 中 で 最大 の もの! で あ 
る と 定義 する と , 


セ (⑤, の ?) ニッ で ある の は , 9 の,(⑰) 三 min [9,(② の )] で ある とき, 
か つ そ の と き に 限る . 


. LIFO( 後 着 順 , last-in-frst-out). 排除 され る ペー ジ は 最も 短い 間 続 け て 
記憶 領域 内 に 滞在 し た も の で ある . すなわち , 


胡 (⑤ の ?) 9 で ある の は , のみ (⑫⑰) 三 max [9,(2②)] で ある とき, 
か つ そ の と き に 限る . 


PS, 9, Z) が 7/42745.… に 無関係 で ある と き , 4 は 非 先 見 性 (nonlookahead) 
の アル ゴリ ズム で ある と いう . LRU, LEFU, LIFEO, お よび FIFO と いっ た 
アル ゴリ ズム は 非 先 見 性 アル ゴリ ズム の 例 で ある が , go は 先見 性 アル ゴリ ズ 
ム で ある . 非 先見 性 アル ゴリ ズム は , 参照 列 の 知識 を 前 も っ て 持た な く て も 作 
動 す る と い 25 意 味 で 実現 可能 で ある . 明らか な と と で ある が , ペー ジ 参 照 列 を 
ラン ダム 系 列 と し て モデ ル 化 する 確率 モデ ル は , これ ら の 人 性 能 を 解析 する た め 
の 自然 な 接近 法 を 間 す . (6.6 節 で は その よう な モデ ル の 解析 に 立 戻る こと に 
な る .)。 アル ゴリ ズム は , 実現 不可 能 で ある に も か か わら ず , 実現 可能 アル 


訳注 すなわち , 時 刻 # か ら 過去 を 振 返 っ て みる と , z に 対す る 最後 の 取込み 時 刻 が ? で ある . 
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6.3 最適 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 
ゴリ ズム の 人 性能 を 比較 す る た め の 有 用 な 比較 標準 を 提供 する . go は 各 参 照 列 
に 対す る ペー ジ 沙 ちの 回 数 を 最小 に する も の で ある と いら と と の 証明 は 次 節 で 
与え られ る . 

本 章 で 採用 し た 基本 モデ ル は 構造 的 に 第 2 章 と 第 3 章 の モデ ル か ら は それ ほ 
ど 隔 た っ て いな いと いら こと が 看 取 さ れる の は 少々 面白 い . 実行 系 列 に 対応 し 
て ペー ジ 参 照 列 が あり , シス テム ュ メ 状 態 に 対応 し て 態勢 表示 が ある . し か し , ペ 
ー ジ 参照 の 先行 後続 関係 に は 全く 関心 が な いと いう ら 点 に 大 き な 相 違 が ある の は 
勿論 の こと で ある . 


6.3 最適 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 


6.3.1 費用 関数 

式 (6.2.2) か ら , 記憶 状態 S&, と 8. は 8S= テ Si 十 一 履 に よっ て 関係 
づけ られ て いる . た だ し , 負 品 旭 ニ の で ある . 大 き さ yz の 記憶 領域 に お い 
て 参照 列 ゅ = 7rys.…7y の 上 で 作動 する ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 4 に よっ て 
生じ る 費用 (cost) を , C(4, 7x, e ゅ ) で 表す . 一 般 に , 費用 は , 系 列 { 叉 }) お よび 
{】 の ある 関数 で ある . と いう の は , これ ら の 系 列 は 補助 記憶 と の や り と り 
を 体現 し て いる か ら で あ る . 実際 上 は , { 駅 } に よる 費用 成分 は , ある 一 定 の 
比率 を 【,] に よる 成分 に 掛け た も の に 等 し いと いう 傾向 が ある . そ と で, 
{ 台 ] を 無視 する こと と に より (4, 7, ゅ ) の 定義 を 箇 単 化す る こと が で きる . 
さて , ん (6) は , 補助 記憶 に 対す る 1 回 の 処置 で を ペー ジ を 一 緒 め に し て 転送 
する の に 要する 費用 を 表す も の と 仮定 する . 箇 単 の た め , 1 ペー ジ の 転送 は 単 
位 旨 用 を 要 し , また 


(6.3.1) ヵ (0) =0, %( め > ん (1) =1 


が 成り立つ と 仮定 する . 
実用 的 に 興味 の ある シス テム におい て, ん ヵ () は , を に 関し て 単調 非 減少 で 
ある と と も る 特に 注意 し て お く . z に 関す る ヵ () の 増加 率 は , すぐ 後 で 分 る よ 
うに , 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 最適 性 に 影響 を 持つ . 費用 を 次 の よ 
うに 定義 むす る こと に し ょ う . 


(@.8.2) の (4, の) =A(1D 


4 が 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム で ある な ら ば , 1S く 7<7 に 対し て | 素 | く < 
1 で あり , 費用 は 単に 


1//】 
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@.3.8) C(4. % の = ニ 加 | 


と な る . 確率 分 布 の ( ゅ ) が パ * の 上 で 定義 8 れ て いる と き , 平均 費用 (expect- 
ed cost) を 次 の よう に 定義 する . 


(6.3.3) C(4, 7) = 2 2( の )C(4, 22, の ) 


全て の 7 と o の に 対し て C(4, , @) を 最小 に する な ら ば , ペー ジン グ ・ ア ル 
ゴリ ズム は 最適 で ある . し か し , 非 先見 性 アル ゴリ ズム を 扱う と き は , W+ の 
上 の 分 布 の (o ゅ ) が 与え られ た と 仮定 し て , 4 が C(4, w) を 最小 に する な ら ぱ ば , 
4 は ヵ (@) に 関し て 最適 で ある と 定義 し よう. 

1 ペー ジ の 転送 は 7。 十 欠 時 間 を 要する . た だ し , は 待ち 時 間 ( た と え 
ば , 待ち 行列 に お ける 遅れ , 回 転 媒体 を 用 いた 補助 記憶 装置 に お ける 回 転 待ち 
時 間 ) で あり , 才 は ペー ジ 送 出 時 間 で ある . を ペー ジ の 転送 は , 補助 記憶 装置 
が 電子 式 選択 方 式 ( た と えば , 磁 心 記憶 装置 ) を 採っ て いる な らい ば, z(7。 十 7) 
時 間 を 要する で あろ うし , 補助 記憶 装置 が 回 転 式 選択 方 式 ( た と えば, ディ 
スク また は ドラ ム ) を 採っ て いる な ら ば, 7 ん 十 77/ 時 間 掛 か る で あろ う . 
普通 は 7。>77 で ある . 前 者 の 場合 に は (が) ニ を ん となり, 後者 の 場合 に は 
ん (の < を と な る . た と えば , ある 0<g<1 に 対し て (6) ニュ go% 一 1( た 
だ し , >1) で ある . すぐ 後 で 与え られ る 定理 6.1 は , 4( め の で ある な ら ぱ ば, 
最適 な (すなわち , 費用 を 最小 - に する) アルゴリズム の クラ ス は 必要 時 ペー ジ 
ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 含ま な けれ ば な ら な いと いう こと を 示し て いる . 現用 の 
シス テム ( 磁 心 - ド ラム ・ シ ステ ム ) で は ん ヵ () < く を で ある 場合 が 往々 に し て ある 
に も か か わら ず , 最適 必要 時 アル ゴリ ズム の 存在 を 決定 す る た め の ヵ に つい 
て の 人 簡単 な 条件 と いう も の は な い . この 条件 は , 一 般 に , 参照 列 に 対す る 確率 
の 割当 て と 一 (6 の 大 き さ に 依存 する で あろ う . 

ヵ () ニ を で ある 場合 は , 半導体 主 記憶 装置 と 磁 心 を 用 いた 後背 記憶 装置 
(backing store) の 使用 (すなわち , キャ ッシュ (cache) と 隷属 記憶 (slave me- 
mory)) が 増加 する に 従っ て 優位 を 占め る よう に な る で あろ う !. この 場合 , 定 
理 6.1 は , シス テム 設計 者 が 最適 また は 近 最 適 (near-optimal) な アル ゴリ ズム 
を 探し 求め ある と き , 必要 時 アル ゴリ ズム だ け に 注目 すれ ば よい と いう こと を 明 
ら か に し て いる . この 理由 で , また , [ ヵ () < を で あろ うと な か ろう と ] 必要 時 
† 訳 注 原文 で は と う で ある が , 記憶 階層 の 構成 法 に は 計算 機 の 発達 段階 に よっ て 変遷 が あり , 現 


在 の 大 型 計算 機 で は , 高速 半導体 緩衝 記憶 , 半導体 主 記憶 お よび 磁気 ディ スク の 3 階層 . また は 
さら に 中 速 大 容量 半導体 緩衝 記憶 を 付加 し た 4 階層 の 構成 法 が 採ら て て いる . 
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ページング で 実現 され て いる 大 多数 の シス テム の 節 囲 内 で 現在 得 ら れ て いる 結 
果 が 考え られ た と いう 理由 で , こと で は , 定理 6.1 に 従う 必要 時 ペー ジン グ ・ 
アル ゴリ ズム に 注意 を 限定 する こと と に し , アル ゴリ ズム と いら 言葉 で 必要 時 ペ 
ー ジ ング ・ ア ル ゴ リ ズム を 指す と こと に する . 
定理 6.1 
ヵ () と を で ある と 仮定 する . 任意 に 与え を られ た ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 4 
に 対し て , ある 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 4 が 存在 し , 次 式 


C(4/ 7, eo) く C(4, 7, の ) 
が 全て の 7 と ゅ に 対し て 成り 立つ . 


証明 証明 は , 4( あ る 種 の プリ ペー ジン グ !ーprepaging 一 を 行う か も 知れ な 
い ) が , 参照 され る こと 無し に 後に な っ て 排除 され る よう な ペー ジ を 記憶 領域 
内 に 持ち 込む か も 知れ な いと いう 事態 を 取 除 こう と いう 考え 方 に 基づく . 必要 
時 アル ゴリ ズム 4 は , と の こと と を , 4 が 下す で あろ 5 決定 を 制御 状態 の 中 に 
憶え 込み , それ を ペー ジ 沙 ち が 起こ る まで 引 延 ば びす と と に よっ て 行う . 4 は, 
記憶 状態 の 系 列 {S} 一 一 これ は , 関係 =S8- ュ 十 各 一 匠 (名 ニ の 
た 従 2 系列 {(%, 駅)} に 等 価 で ある 一 一 を 生成 する も の と 仮定 する . 同様 
に , 4 は 【SjJ を 生成 する . アル ゴリ ズム 4/ は 4 を シミ ュ レ ー ト し , 4 に 
よっ て は 行わ れる が 4′ に よっ て は 未だ 行わ れ な い ペ ー ジ 格納 の 記録 を 集合 
(繰延 べ 格 納 ペ ー ジ の 集合 ) に 残し , 4 に よっ て は 行わ れる が 4′ に よっ て は 未 
だ 行わ れ な い ペ ー ジ 排除 の 記録 を 集合 (繰延 べ 排除 ペー ジ の 集合 ) に 残す . 
S, と ざ ぐ , と の 間 の 関係 は 次 の 通り で ある . 


S4 三 SS, 十 所 一 アア, 


時 刻 ! で の 繰延 べ 格納 ペー ジ は , 時 刻 # 一 1 で 繰延 べ 格 納 ペ ー ジ で あっ た か , 
ある い は 時 刻 に 4 に よっ て 取 込 ま れ た ペー ジ で は ある が , 4′/ に よっ て は 時 
刻ま で に 取 込 ま れ て 記憶 領域 内 に 存在 し て いる ペー ジ で は な いよ うな も の で 
ある . し た が っ て , 


アア , = (PP ュ 填 一 責 ) 一 (84- ュ 十 7 り 
で ある . 新しい 記憶 状態 S, は , ぐ ざ , = 8,-1 十 ダ ,ー と し て 定義 され る . 
† 訳 注 必要 を 予想 し て , ある い は 単に 機械 的 に 前 も っ て ペー ジ を 取 込 む こと . 
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た だ し , ダ , は 78,-1 な ら ば 空 で あり , そう で な けれ ば 7, に 等 し い . 
は , が 空 で ある か また は |S7-i| く で あれ ば 空 で あり , そう で な けれ ば あ 
る ヶ所 多 ,-」 十 に 対し て アダ,ー 【2) で ある . ( 品 ュ 十 提 は 1 ペー ジ よ り も 
多く の ペー ジ を 含み 得る の で , 4 は 一 意 で は な いこ と と に 注意 し ょ 2.) 時 刻 # 
で の 繰延 べ 排除 ペー ジ は , 時 刻 # 一 1 で 繰延 べ 排除 ペー ジ で あっ た か , また は 
時 刻 : に 4 にょ よっ て 排除 され た ペー ジ で あり , し か も ゃ 4 の 下 で は 時 刻 ! に 
記憶 領域 内 に 存在 する も の に 限る . し た が っ て , 


万 三 ( 表 ココ 二 衝 ーー の )「]1S 


で ある . 構成 の 仕方 か ら , 4' に よっ て 格納 され た 全て の ペー ジ は 4 に よっ て 
ゃ も 格納 され て いな けれ ば な ら な い . この こと は , 史 財 届 | と 史 | 宙 | を 意味 する . 
し た が っ て , 


C(4, 7, o) ニ 人 ん (I え テ ち |%| テ の | モ C(47 2, の ) 


で ある . と と で 最初 の 不 等 号 に 対し て は ヵ () > を 用 い , 最後 の 等 号 に 対し 
て は 式 (6.3.3) を 用 いて いる . 邊 


6.3.2 最適 排除 ペー ジ 選 択 方 策 

必要 時 ペー ジン グ に 対し て 提案 され て きた 一 つの 排除 ペー ジ 選 択 規準 は , 排 
除 さ れる ペー ジ の “最良 ' の 選択 は 次 の 参照 まで の 時 間 の 平均 値 が 最大 で ある 
よう な ペー ジ , すなわち , 前 向き 距離 の 平均 値 が 最大 で ある も の を 選ぶ こと Y 
で ある と 主張 し て いる . その 理論 的 根拠 は .。 そう する と と に よっ て , ペー ジ を 
取 戻す た め に 起こ る で あろ う ペ ー ジ 落ち まで の 時 間 間 隔 の 平均 値 を 最大 に し , 
それ に より , ペー ジ 落 ち 率 , し た が っ て , 費用 を 最小 に する と いう も の で あ 
る . も し も ゃ , 完全 な 参照 列 の 事前 の 知識 を 仮定 し て この 規準 を 実現 する こと が 
で きる な ら ば ぱ ば, 本 節 に お いて 後に 最適 で ある こと が 証明 され る 決定 性 。 アル 
ゴリ ズム (deterministic o algorithm) が 得 ら れる と と に な る . し か し な が ら , 
確率 に つい て の 言明 し か 行う こと が で き な い と する な ら ば , 式 (⑥6.3.4) を 最小 
に する 排除 ペー ジ の 選択 が 最大 平均 前 向き 距離 を 持つ ペー ジ の 選択 と は し な ら な 
いよ うな 確率 割当 て を 構成 する こと が 可能 で ある . この 事実 は , 次 の 幾 分 技巧 
的 な 例 に よっ て 示さ れる . 

1, 2, 3], 三 2 と し , 整数 を の 7 個 の 連続 出現 を 表す 記号 ()7 を 導 


† 訳 注 この 規準 を 平均 前 向き 距離 規準 (expected-forward-distance criterion) という. 


308 


6.3 最適 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 


入 す る . 可能 な 参照 列 は 1238(2) と 12818(2②)7 の た だ 二 つ で あり , それ ぞ れ 
確率 1 一 の p お よび ゎ ヵ で 発生 する も の と 仮定 する . 状態 が ぐ = {1, 2} で , ペー 
ジ 8 が 初め て 参照 され る と き の 排 除 ペ ー ジ の 決定 に つい て 調べ る こと に する . 
参照 列 の 残余 を 構成 する の は 3(2) 旭 で ある の か , それ と も 18(②) 旭 で ある の か 
と いう と と が 分 ら な いと する と, 平均 前 向き 距離 は , それ ぞ れ 


@(1⑬ = ニ p†⑦ 十 2)1 一 の ニモ 1+ ⑦ 二 1)1ー め 
@(2⑫2) = ニ 8 ヵ 十 2(1 一 の ニ 2 十 ヵ 


で ある . (>) は , 3 番目 の 参照 で ペー ジ > が 排除 され る 場合 の 最小 ( 総 ) 排除 
回 数 の 平均 値 で ある と する と , 


(1) =8? 十 2(1 一 の ) = ニ 2 十 の 
(2②) =2p 二 21 一 の =2 


を 得る . ?>0 で ある な ら ば , ペー ジ 1 が 排除 され る べき で な い の は 明らか で 
ある . し か し , 7>27/(1 一 の で ある な らい ば, 9(1) >@(⑫) と な り , 平均 前 向 
き 距 離 規準 は ペー ジ 1 を 排除 する よう 助言 を する 誤り を 犯す こと に な る . 

独立 参照 independent_-reference) モデ ル は , 6.6 節 で 証明 する よう に , 前 向 
き 距 離 規準 が 最適 アア ゴリ ズム を 生む 確率 構造 で あっ て , 一 般 に よく 研究 され 
て いる . さら に , この 規準 は , 非常 に よい 発見 的 方 法 を 提供 する こと が 知ら れ 
て いる . 最後 に 述べ た こと に だ 関係 する 実験 的 証拠 は 図 6.3-1 に 要約 され て い 


(4, 娘 , の ) 


6.3-1 ペー ジ 沙 も 率 性 能 
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る . と の 資料 は 文献 [5, 10, 11] に ある デー タ か ら 抽 出し た も の で ある . と れ 
は , 多数 の “典型 的 7 な プロ グラ ム の 実行 か ら 参 照 列 の 集合 を 抽出 し , そこ か 
ら 選び出し た 典型 的 な (長い ) 参照 列 ゎ に 対し て 求め られ た 記憶 領域 の 大 き さ 
22 に 対す る ペー ジ 沙 ち 率 


C(4, 7w, の ) 


la| 


(6.3.5) (4, 2, o) 三 


を 定量 的 に 示し た も の で ある . 非 先 見 性 アル ゴリ ズム に 対す る ペー ジ 沙 ち 率 曲 
線 は 図 の 斜線 部 分 に 入る 傾向 が ある . 典型 的 に は , 最良 の アル ゴリ ズム (po) で 
さえ 単位 時 間 に 許 容 し 難い 程 多 く の ペ ー ジ 沙 ち を 発生 する よう な 記憶 領域 の 大 
き さ の 範囲 が 存在 し , この 領域 の 上 限 は 典型 的 に は z/2 の 辺り に ある . 

も し ベー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム が 記憶 領域 の 大 き さ の 許容 で きる 領域 > 
22/2 で 作動 する な ら ば , アア (4, 7, o) と (go, 7, の ) は 高々 2 83 パーセント 
し か 違わ な いと いう 傾向 か ある . これ は , 特に ペー ジ 落 ち 率 が 受入 れ ら れる 水 
準 に 保 た れ て いる と き に は , プロ グラ ム の 実行 速度 (performance) は 4 に 対す 
る より も zz に 対し て 進 か に 感受 性 が ある と いう こと を 示唆 し て いる . 転じ て , 
この と と は , ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 研究 は 最適 な も の を 発見 し よう と す 
る こと と ょ り も 安定 で 実現 が 容易 な アル ゴリ ズム を 見 出し 解析 する 技法 の 開拓 に 
も っ と 力 を 注ぐ べき で ある と いう こと を 示唆 し て いる . 

図 6.39-1 は , プロ グラ ム の 振舞 の も う 一 つの 重要 な 特色 を 示し て も いる . こ 
の 特色 は , ア (4, 7%, @) 曲線 が "ラン ダム ・ プ ログ ラム 〉 と 記し た 直線 の 下方 に 
横たわる 傾向 が ある と 述べ る こと が で きる こと で ある . 各 ペ ベー ジ が 各 参 照 時 に 
確率 1/w で 参照 され る と き , プロ グラ ム は ラン ダム で ある . この 場合 , 全て 
の 実現 可能 な アル ゴリ ズム に 対し て ペー ジ 沙 ち 率 の 平均 は (% 一 7%)/% と な 
る . し か し , その よう な プロ グラ ム は か つて 見 た こと が な い . これ まで 人 研究 
され た 非 先見 性 アル ゴリ ズム に 対し て アア (4, %, e) が 直線 (% 一 %)/% の か な 
り 下 方 に ある こと は , プロ グラ ム が その 参照 を 一 部 の ペー ジ に 密集 させ る 傾向 
を 持っ て いる こと を 示し て いる . 局所 性 (1ocaity) と し て 知ら れる この 人 性質 の 
研究 と 解明 は 第 7 章 に お いて 行わ れる . 

FIHRO アル ゴリ ズム は , 図 6.8-1 に 示さ れる 性能 特 性 の た め ば か り で な く , 
実現 する の が 非常 に 容易 で ある と いう 理由 で 興味 が ある . し か し な が ら , それ 
は , ある 一 定 の 実際 に あり 得る 条件 の 下 で , 奇妙 で 望ま し く な い 振 舞 を 露呈 す 
る と いう 不利 益 が ある [9]. すなわち , 直観 的 に は , 任意 の 4 お よび o に 対し 
て , C(4, 7 の ) >C(4, 7 十 1, %) が 成り 立つ で あろ うこ と こと, つま り , プ ブログ 
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ラム に より 多く の 記憶 空間 を 割当 て れ ば , ペー ジ 落 ち 率 は 減少 する で あろ うこ 
と を 期待 され る か も 知れ な い が , 実は , FTIFO に 対し て は C(4, 7w, o) く C(4, 
72 十 1 o) が 成り 立つ よう な ゅ eo と 7 が 存在 する の で ある [9]. 後に , スタ ッ 
ク ・ ア ル ゴ リ ズム (stack algorithm) は この よう な 異常 な 振舞 を し な いこ と , さ 
ら に , LRU, go, LEU, お よび LIFEO が スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム の 例 で ある 
こと が 明らか に され る . 

FIFO の 上 述 の 変則 的 振舞 の 例 と し て , が = [1, 2, 3, 4, 5] と し , 参照 列 
128412512345 を 考え る . 7 三 3 に 対す る 記憶 状態 の 系 列 は , FTFO 規準 に よ 
っ て 上 下 に 並べ られ た ペー ジ の 烈 で 下記 の 通り に 示さ れる . 


1112341 信 倫 25 夏 
2 2 3 4 1 22 2 538338 
3 4 1 2 555 8 44 


ペー ジ 沙 ち に よっ て 更新 され な い 状 態 に は 星 印 が 付 さ れ て いる . と と ころ で , 
72 三 4 に 対し て は , 次 の 系 列 を 得る . 


4 
5 
1 
2 


CS トウ 
Cr CO う 5 トウ 


1 3 


これ か ら , 7 三 3 に 対し て は 9 回 の ペー ジ 落 ち し か 生じ な い の に , 4 に 
対し て は 10 回 も の ペー ジ 落 ち が 起 き て いる こと が 分 る . さら に , より 大 きい 
記憶 領域 に お いて より 小さ い 記 憶 領 域 に お ける ペー ジン グ ダ 回 数 の 2 倍 に 達する 
ペー ジン グ が 必要 と な る よう に する と と が で きる と いら こと を 示す 例 も 作れ る 
(演習 問題 6.7 を 見 よ ). 

次 に , の 最適 性 を 証明 する こと に する . この 結果 は , 文献 [2] で 初め て 証 
明 さ れ た だ た . また , 別 証 が 文献 [12] に 示さ れ て いる . と ここ で の 証明 は , 後 飾 の い 
くつ か に お いて 有用 で ある こと が 分 る 動 的 計画 (dynamic programming) 法 を 
用 いる . 


定理 6.2 
アル ゴリ ズム 7。 は , 全て の 7% と ゅ に 対し て C(4, 7, o) を 最小 に する . 


証明 Cr(S の は , S, ニ S が 与え られ だ た とき, 参照 7,』.……74z を 処理 する 
の に 要する 必要 時 ペー ジン グ の 下 で 達成 可能 な 最小 費用 を 表す も の と する . も 
し Co(S5. の) =0 と 定義 し , 7,』i 三 ァ と 置く な ら ば , 次 の よう に 書く こと が で 
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きる . 


Cz_i(S, 7 圭 1) (>S) 


(6.3.6) CS の = 四 min[Ox:(9 キ ター タ 7 寺 1] (eS) 


この 関係 式 は , 動 的 計画 問題 に お ける 最適 性 原理 (principle of optimality) に 
他 な ら な いこ と と に 気付 く で あろ う . 定理 の 証明 は , 今や , oo に 従う ペー ジン 
グ が 式 (6.3.6) に よっ て 特徴 付け られ る こと を 示す こと に 帰着 する . 

* く 9 は が 時 刻 ほ {に お いて ヶ よ り も ゃ 大 きい 前 向き 距離 を 持つ と いう こと を 
意味 する よう に , く で , 各 時 刻 # に お ける ペー ジ 集 合 W の 上 の 線形 順序 を 表 
す も の と する !. また , min[S] は , Sc /W に 含ま れる の 最小 元 を 表す . go 
が 式 (6.83.6) に よっ て 記述 され る こと を 示す た め に は , 全て の >0 と 71 に 
対し て , go の 選択 規準 に 従っ て s 王 min[S] と 置く な ら ぱ ば, 


(6.3.7) Cr(S 十 一 s, の = min[C(S キ ター の] 

が 成り 立つ と と を 示さ な けれ ば な ら た な い . 式 (6.3.7) を 証明 する に は , 9 と 々 
の 双方 を 含む 任意 の S に 対し て , ? く ze で ある な らい ば , 

(6.3.8) ACz = Ci(Sー の 一 OS 一 9>0 


が 成り 立つ こと を 示せ ば 十分 で ある . 実際 , ACz は 0 か また は 1 で ある こと を 
証明 し よう . 証明 は を に つい て の 帰納 法 に よる . を 0 に 対し て この 結果 が 真 
で ある と と は いう ら うま で も な い . そこ で , 正 で ある 任意 の より も 小さ い 全 て の 
値 に 対し て , とれ が 成り 立つ も の と 仮定 する . 7。』a ュ ァ と し て 式 (6.3.6) を 適用 
する 際 に , 三 通 り に 場合 を 区 別して 行う こと が で きる . ヶ の 前 向き 距離 は z の 
それ より 大 きい (すなわち , ヶ く 2) こと を 仮定 し た の で , zz で ある こと は 可 
能 で ある . し か し , >= テ タ は 不可 能 で ある こと を 注意 し て お く . 

場合 1. zESーーz. 式 (6.3.6) か ら 次 式 を 得る . 

AC, = Cz_I(Sー ぁ る 7 圭 1) 一 CI(Sー 7 十 ) 

これ は , 帰納 法 の 仮定 か ら , 0 か 1 で ある . 

場合 2. >=z. 式 (6.3.6) か ら 


ACz 1 十 min [Ozi(S マ 一 7 寺 )] 一 Ci(S 一 を 填 ]) 
6 ぐー る 


† 前 出 と 同じ し く , gz(z) = dz (9) ニ oo で ある な ら ば , が より も 辞書 式 の 順序 付け で 小さ いと 
き , か つ そ の と き に 限り z く 9 で ある . 
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40 三 min[S 一 2] と 置く と !, 明らか に , &o ニッ か また は 4o く 9 で ある . 一 
1 に 対し て 式 (6.3.8) し た が っ て 式 (6.8.7) が 成り 立つ と いう 帰納 法 の 仮定 か ら 
Cz_i(S ーー 0, た 十 1) ビー min。。s- [Cr_1(S 一 4。 7 十 1) ] で あ る か ら , ACz は , 
前 者 の 場合 , 1 と な り , 後者 の 場合 0 か 1 と な り , いずれ に し て も 0 また は 
1 で ある . 

場合 3. z ぼ S, 式 (6.8.6) か ら 次 式 が 成り 立つ . 
(6.8.9) AC, =min 【Cka(9 一 タキ ター の 十 1)] 


ーmin [Ca(S 一 タオ ター み 4 圭 1] 
ざー 一 の 最小 元 s= ニ min[Sー ぁ 一 約 1 に つい て 三 つ の 可能 性 が ある . 1) 
s く りく 2 で ある な ら ば , 式 (6.3.9) は 次 式 の よう に な る . 
AC, = Ci((S キ zzーs) 一 7 土 1) 一 CAi((S マ キーs) 一 7 圭 ) 


これ は , 帰納 法 仮定 か ら , 0 か 1 の どちら か で ある . 2) 9 く s く z で ある な ら 
ば , 式 (6.8.9) は 次 の よう に な る . 


AC, = Ci(Sー タ キィ ァ ー め 7 圭 1) 一 Ci(Sー タ 十 ーs.7 十 ) 
これ も また 帰納 法 仮定 に より 0 か 1 の どちら か で ある . 最後 に , ③)9 く z ぐ く s で 
ある な ら ば , 次 式 が 得 ら れる . 
AC, = CI( き ーー 7 圭 1) 一 Cui(Sー タ 二 タ 一 z,7 士 1) =0 
ゆえ に , 全て の 場合 に つい て AC は 0 か 1 の どちら か で ある と いえ る . | 


次 の 二 つ の 結果 は , LRU と p。 の 振舞 に さら に 光 を 当て る こと に な る と い 
う 理 由 で 興味 深い . e* は o の 逆 系 列 を 表す も の と する . そう する と , 次 式 が 
成り 立つ . 


(6.3.10) C(LRU, w, o") = C(LRU, 7w, の ) 
(6.3.11) C(go, 2, の ") ニ C(go, 7, @) 


† 訳 注 原文 で は , zo は Cx-1(S 一 0, 7 十 1) が 最小 値 で ある よう な 9 一 z 内 の ペー ジ で ある ' と 
な っ て いる . し か し , これ で は 不都合 で ある . と いう の は , この よう に 定義 する と , gdzri(9) = 
d+1 (ko) 三 oo の 場合 に 9 く xo が 成り 立つ 可能 性 が あり , xo<y と は 言え ん なくなる か ら で あ る . 
(し か し , 原文 の よう な xo の 定義 を 用 いて も , 結局 は 正しい 結論 が 得 ら れる こと を 注意 し て お 
く . た だ し , その 場合 , 証明 が も っ と 長く な る .) な お , 続く 文 も , xo の 定義 の 修正 に 合わ せ て , 
多少 変更 し た . 

Ti 訳注 原文 で は “排除 ペー ジ smin[S 一 一 幻 ) と な っ て いる が , これ は , 誤っ た 表現 (s は 
排除 ペー ジ で ある と は 限ら な いか ら ) で ある の で , 本 文 の よう に 訂正 し て お く . 
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式 (6.3.10) を 証明 する た め , ね れ , ね, …, な …, な は , の o に お いて 与え られ た べ 
ー ジ z へ の 参照 が 起こ る 時 点 の 系 列 を 表す も の と する . な と な ちの 間 ( と 
な 1 は 含ま な い ) に 参照 され る 相 異 な る ペー ジ の 個数 を な と な 1 の 間 の 距離 
gz(?⑰ と 定義 むす る . さて , gz(?⑳⑰) = ニ z と 仮定 する . この と き , は , 7 を で 
ある と き , か つ そ の と き に 限り 7% ペー ジ か ら 成 る 記憶 領域 内 に ある こと に な 
る . そう する と , 明らか に , の o に お ける ペー ジ ァ の ペー ジ 落 ち 回 数 は , eo に お 
ける 距離 g。(⑦⑰ の 系 列 一 一 これ は oe* に お ける それ の 逆 で ある 一 一 だ け に 依存 
する . し た が っ て , 当然 , o に お ける z の ペー ジ 落 ち 回 数 は , er に お ける そ 
れ に 等 し い . 

式 (6.3.11) を 証明 する た め , C(go。, 7z, の の く C(go, 7, o) を 仮定 し よう . さ 
て , eo を の 上 で 。 は 時 点 れ , 5, .…, もち で ペー ジ 落 ち が 起 こる も の と する . eo の 
上 で 次 の よう に 動作 する アル ゴリ ズム 4 を 定義 むる. 4 は 。W 上 で の po に 
お ける 最後 の 記憶 状態 を 最初 の 記憶 状態 と し , さら に , o。 に お いて な (? 三 
1, .…, の ) に 参照 され る ペー ジ を 4 が 参照 する と, 4 は その 直後 に 記憶 状態 を 
po。 に お ける な 直前 の 記憶 状態 に 一 致 さ せる . すなわち , oe の 上 で の 4 に 対す 
る 記憶 状態 系 列 は em の 上 で の Po。 の それ の 逆 に な る . 一 般 に , 4 は 非 必要 時 
アル ゴリ ズム で ある . 定理 6.1 に より, C(4/, 7, o) く C(4, 7 o) が 成り 立 
つよ ょ うな 必要 時 アル ゴリ ズム 4 が 存在 する . また , 定理 6.2 か ら 。 は 最適 
で ある . し た が っ て , 


C(go, 2, o) く C( 4 7 eo) く C(4, 7 る) 三 C(go, 7w, の) < く C(。, 7 の ) 


これ は 矛盾 で ある . o と @『 の 役割 を 送 に する と , C(g, 7 oe の >C(g, 
2, の) も また 不可 能 で ある と と が 示さ れる . ゆえ に , 式 (6.3.11) が 成立 する . 
式 (6.3.10) と (6.3.11) は 共に 文献 [2] で 証明 され た . その 中 で 両 式 は , ゅ の 
順 ・ 逆 方 向 走査 を 行っ て , C(LRU, 7w, o) と C(g。, 7 eo) の 両方 と も 決定 す 
る と と が で きる アル ゴリ ズム を 構成 する た め に 使用 され て いる . 


6.4 スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム [2] 


6.4.1 は じ め に 

So ゅ と 仮定 し て , アル ゴリ ズム 4 が 必要 時 ペー ジン グ の 下 で 大 き さ 
の 記憶 領域 に お いて 参照 列 o を 処理 し た 結果 得 ら れる 記憶 状態 を 表す た め , 
記号 S(4, 7x, ゅ ) を 導入 する . すなわち , も し ゅ テ yr7s.…7 が 4 の 下 で 5 
Si.…S, を 生成 する な ら ば , (4, 7x, o) ニ S,。 で ある . 前 と 同様 , 4 で ある と 
了解 され る な ら ぱ ば, 簡単 に S(%, e) と 書く . 記号 ア (S, 9 の, z) は , 態勢 表示 
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(S, 9 の ) に お いて 次 の 参照 か? で ある と き に 4 が ぐ か ら 排 除 す る ペー ジ を 表 
す . z 三 S で ある か , また は |S| く < で ある と き は , 刀 (S, 9, >) 三 0 で ある と 
定義 する . 

アル ゴリ ズム 4 は , その 記憶 状態 が 全て の 7% お よび の に 対し て 包含 特性 
(Gnclusion property) 


(6.4.1) S(%, e) と S(7z 十 1, の ) 


を 満足 する と き , スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム (stack algorithm) で ある と いう . 

すなわち , 記憶 状態 は , 入れ 子 ! 集合 (nested set) の 族 を 形成 する . 条件 (6.4. 
1) は 次 の 条件 に 等 価 で ある . 各 の に 対し , W の 順列 s(@) = [si(@), .……, s。(@) ] 
が 存在 し て , 全て の 7 に 対し 8(%z, o) 三 {sr(@), … sa(@)} が 成り 立つ . [等 
価 性 は , S(0, ゅ ) ニ ゅ お よび ts:(@)} = S(?⑫ の 一 S(? 一 1 の ) と 置く と と に よ 
っ て 得 ら れる .] ベクトル s( ぁ ) は , スタ ッ ク ・ ベ クト ル (stack vector), また 
は 単に スタ ッ ク (stack) と 呼ぶ ? く 7 で ある な らい ば, si(@) は , si(@ の ) より も ス 
タッ ク に お いて 位置 が 上 位 (higher) に ある と いい , si( ゅ ) は スタ ッ ク の 先頭 
(top) で ある と いう . 初期 スタ ッ ク は 空 で あり , も し ゅ が ん ぐ % 個 の 相 異 な る 
ペー ジ し か 含ま な いな ら ば , s(@) [si(@) , sz(@), .……, sz(@)] と 定義 する. し 
た が っ て , 与え られ た スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム に 対し て 包含 特性 は , 各 参 照 列 
7 …。 7 人 に 対し て スタ ッ ク の 系 列 si, …, s, を 次 の 条件 が 成り 立つ よう に 構成 
し 得る と いう と と を 意味 する . すなわち , 7 の 各 値 に 対し て , 単に 各 ス タッ 
ク の 上 位 の 7% ペー ジ を 取る と と に よっ て , 記憶 状態 の 系 列 が 定め られ る . 


例 : LRU は , S(LRU, 7, o) が o に お いて 最後 に 参照 され た 7% ペー ジ を 
いつ も 含ん で いて , し た が っ て S(LRU, z 十 1, o) の 部 分 集合 と な る か ら , 
スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある . さら に , LRU スタ ッ ク s(@) は , 後向き 距 
離 の 増加 順に ペー ジ を 順序 付け て いる . HIFO は , 表 6.4-1 で 確か め ら れる 
よう に , スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で は な い . oe の 各 参 照 ペ ー ジ の 下 の 列 は , 与 
えら れ た 記憶 領域 の 大 き さ に 対す る (格納 順に 並べ ら れ た) 記憶 内 容 を 表現 し 
て いる . 明らか に , 最終 記憶 状態 は 包含 特性 を 満足 し て いな い . 


包含 特性 を 持つ アル ゴリ ズム が 有する 主 な 利点 の 一 つ は , その よう な アル ゴ 
リズ ム の 性能 の 研究 に お いて , 与え られ た 参照 別 の ペー ジ 沙 ち に 関す る 振舞 
を , 記憶 領域 の 大 き さ (1 くく 2) の 全て に 対し て 並列 に か つ 参 照 列 の 1 回 


1 訳注 入れ 子 と は , 同じ 形 の 箱 な ど を 大 き さ の 順に 幾つ も 重ね て 中 へ 入れ る よう に し た も の で あ 
る 。 
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の 
1 2 3 4 1 2 ) 
7 三 3 1 2 3 4 1| 2 5 
ーー 1 2 3 + 1 
= = 1 2 3 よ 1 
7 三 4 1 2 0) ユ 4 四 の 
ーー 1 2 3 3 3 4 
と = 1 の 4 グ 4 3 
1 1 1 2 


の 走査 で 効果 的 に 計算 する こと が で きる と いら と と で ある . こと の よう に し て , 
記憶 階層 (memory hierarchy) と ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 効率 的 な シン ミュ 
レー ショ ン 研 究 を 行う こと が で きる . スタ ッ ク 系 列 と それ に 対応 する 費用 関数 
C(4, , ゅ ) [ 式 (6.3.3) 参照 ] を 計算 する 効率 的 手続 き は , 本 節 の 主要 な 結果 で 
ある . し か し な が ら , その 前 に , 包含 特性 が 成り 立つ た め に 必要 な スタ ッ ク 選 
移 の いく つか の 特性 を 記述 し , スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム の も うら う 少し 構成 的 な 定 
義 を 与え る こと と に する . 

ベ ページ ? に 対し て , その スタ ッ ク 距 離 (stack distance) の ,( ゅ の) は , スタ ッ ク 
Ss(e) に お ける z の 位置 で ある と 定義 むす る. し た が っ て , sz(@) = > で ある な ら 
ば , ,( ゅ ) ニニ を で ある . も し x が s(@) 内 に 現れ な いな ら ば , (の ) = oo と 
する . 列 ez に お ける 最後 の 参照 で ある ペー ジ ァ に 対し て ペー ジ 沙 ち が 発生 す 
る の は , s(@) の 最初 の 7 個 の 要素 が 記憶 内 容 を 構成 する か ら , ア ,(@) > で 
ある と き , か つ そ の と き に だ 限る と いう こと が 看 取 さ れる . 

さて , 二 つ の スタ ッ ク s(o) と s(oz) を 考察 し , s(。) に お ける ペー ジ の 系 
列 が どの よう に 変え られ る と こと に よっ て s(ez) が 得 ら れる の か を 調べ よら. 最 
後に 参照 され た ペー ジ は 常に 記憶 領域 内 に ある は ず で ある から, zS(1, ez) 
で ある こと が 分 る . この こと は , 最後 に 参照 され た ペー ジ が スタ ッ ク の 先頭 で 
ある こと を 意味 する . すなわち , 


これ は 図 6.4.1 に 示さ れ て いる . 
次 に 重要 な 特性 は , 参照 され な い ペ ー ジ が スタ ッ ク の 上 位 に 移動 する と と は 
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s( の ) S( の x) 


† 
W 


6.4-1 の (oz) 1 の 図解 


な いと いう ら と と で ある . す な わ も , 
(6.4.3) の ,(%) この , (ez) (9 デ ?) 


図 6.4-2 は , な ぜ こ と この こと が 成り 立つ か を 示し て いる . (&) と (b) で , ペー ジ 9 タ 
は s(@) の 位置 ん ヶ 十 1 に ある , すなわち , ,(@%) = ニ z 十 1 と 仮定 し , 記憶 領 
域 が , 丁度 , を ペー ジ か ら 成 る 場合 を 想定 する . 今 , が s(ez) の 位置 ん あ 
る い は も っ と 上 位 に 移動 する と し て みよ う . (&) で は , と の こと と は , z に 対す 
る ペー ジ 落 ち に 際 し て , 2 ペー ジ (z お よび の が を ページ か ら 成 る 記憶 領域 に 
入っ た と いら こと を 意味 する . 必要 時 ペー ジン グ の 下 で は , これ は 不可 能 で あ 
る . 次 に , (b) で は , z に 対す る ペー ジ 落 ち が 生 じ て い な い の に , ペー ジ タ が 
を ペー ジ か ら 成 る 記憶 領域 に 入っ た こと を 示し て いる. 図 6.4-2 の (&), (Db) 両 
者 共に 起こ り 得 な た いと と で ある か ら , ペー ジ が スタ ッ ク の 上 位 に 移動 で きる の 
は , それ が 参照 され る と き , し か も その と き に 限る と いう 結論 に 到達 する . 


6.4-2 履 (る ) <, (oz) の 図解 
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スタ ッ ク 居 移 を 特徴 付け る も うら 一 つの 特性 は , 参照 され る ペー ジ よ りゃ 下位 
に ある ペー ジ は スタ ッ ク 内 で 同じ 位置 に 留まる と いう と と で ある . すなわち , 


(6.4.3) sg (ez) 三 sz(@) (の 。(@) く を の と き ) 


図 6.4-3 は , これ が な ぜ 成 り 立 た な けれ ば な ら な いか を 示し て いる . 条件 (6.4. 
3) に よっ て , ペー ジ タ 9 は より 上 位 に 移動 する こと は で き な い . そ と で, が 
Ss(e) に お いて 位置 を に あり , 記憶 領 城 は ん ペー ジ か ら 成 る 場合 を 考え よう . 
今 , ヶ は s(ez) に お いて は も っ と 下位 の 位置 を 占め る と 仮定 する と , 参照 ペ 
ー ジ ヶ に 対し て ペー ジ 落 ち が 発 生 し な か っ た に も か か わら ず , 9 は を ペー ジ 
か ら 成 る 記憶 領域 か ら 排 除 さ れ た も の と 結論 せ ざ る を 得 な た なくなる. この よう な 
こと が あっ て は な ら な い 、. 

図 6.4-4 は , s( ゐ ) か ら s(ez) へ の 遷移 の 効果 を 一 つの 図 で 示し て いる . 矢 
印 は ペー ジ の 位置 変化 を 示し て いる . ペー ジ z は 位置 。( ゅ ) か ら 位 置 1 へ 移 
動 す る の で , z より 上 位 の 位置 に あっ た ペー ジ は , 条件 (6.4.3) に 合致 する よ 
うに , 配置 換え され な けれ ば な ら な い . 図 で , z% ペー ジ か ら 成 る 記憶 領域 の 
内 容 を ぐ S と 書く と , S は スタ ッ ク の 上 位 の zz ペー ジ か ら 成 る . 明らか に , 
の 参照 の 結果 と し て , S 内 の ある ペー ジ が そこ か ら 排 除 さ れる . も し ペー 
ジッ が か が 初め に スタ ッ ク の 位置 % 十 1 に あっ た と し た な ら ば , z へ の 参照 の 結 
果 , 同時 に , S 十 内 の ある ペー ジッ が そこ か ら 排 除 さ れる . ゅ は 4 かみ の 
どちら か で ある か ら , 旭 (S 十 み , 9, Z) は 刀 (S, の, zZ) か の どちら か で ある と 
いう 重要 な 結果 を 得る . 

と の よう に 述べ る こと は , 実際 , 図 6.4-4 の 示す 特徴 を 捉え て いる こと が 容 
易 に 償 け る で あろ う . し た が っ て , スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム の 次 の 特徴 付け が 
得 ら れる . 


図 6.4-3 sz(ez) sz(@) の 図解 
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図 6.4-4 スタ ッ ク 内 の ペー ジ の 動き 


命題 6.1 
アル ゴリ ズム 4 は , 次 の 条件 が 成り 立つ と き , か つ そ の と き に 限り , スタ 
ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある . 


アア (S 十 の の) 子 0, すなわち , zS 十 9 で ある と き は いつ で ゃ 次 式 が 成り 
3 が" つ 。 


(6.4.5) (S 十 ヶ , の , Z) 到 (S, 9, >) また は 2. 


6.4.2 優先 権 ア ル ゴ リ ズム 

6.2 節 の 各 例 は , 排除 ペー ジ 選 択 の 決定 を 行う た め , ペー ジ の 集合 7 の 上 
の ある 種 の 優先 権 順序 付け を 使用 する アル ゴリ ズム で あっ た . (HIEO を 除い 
て ) こ れ ら の アル ゴリ ズム が 全て スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある と いら こと は , 
6.3.2 節 お よび 6.4.1 節 で 既に 言及 し た 通り で ある . と の こと を 明確 に する た 
め , まず , いわ ゆる 優先 権 ア アル ゴリ ズム の クラ ス を 定義 し , 次 に , 条件 (6.4. 
5) に よっ て それ ら が 全て スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある と と を 証明 し ょ う . 

ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 4 は , 各 参 照 列 o = 7n.…7z に 下記 の よう な 線形 
順序 付け の 系 列 pi.….pz-i を 対応 付け る 学 像 が 存在 する と き , 優先 権 ア ル ゴ リ 
ズム (priority algorithm) で ある と いう . 


1. pi(1S7 ミ ダー 1) は , 7n.…7, 内 に 現れ る 相 異 な る ページ の 順序 付け で あ 


ずん / 
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2. 全て の 多 ン 1 (こつ いて 溢 の こ と が 成 り 立 つ . すなわち , 5 に ゴ い 4 《// 有 71.……77) 
か つ IS(%, n.…7 り | ー (1S7 ベ アー 1) で ある な ら ば , S(%, 7n.…7/) か ら 
4 が 排除 する ペー ジ は , S(%, 7..…r) に 含ま れる pz の 最小 元 で ある . 


min。, [S] で ぐ に 含ま れる p の 最小 元 を 表す こと に する . 記号 max。,[S] も 
使用 する が , 意味 は 明らか で あろ う . p, で ある と いう こと と が 耳 解 で きる の が 
普通 で ある か ら , 多く の 場合 , これ を 省略 し て 書く . さて , % お よび 4 が 了 
解 さ れん て いる と し て , これ まで 使用 し て きた 記号 有 ア を 用 いる と , 上 述 の 優先 
権 ア アル ゴリ ズム の 定義 に より , 排除 ペー ジ は 次 式 で 定義 され る . 


(6.4.6) 刀 (S7, 9, ya1) 三 min[S| (IS モ 2, 7741 衝 8) 
三 0 (IS| く < また は 7,、1ーS/) 


優先 順位 リス ト は , 制御 状態 g の 一 部 と いう 形 で 表現 され , か つ 維 持 さ れる . 
下記 に 示さ れる よう に , 各 状 態 ?7 が それ に 対応 する 優先 順位 リス ト p, に よっ 
て 完全 に 決定 され る よ うに 定式 化 で きる 重要 な 優先 権 ア ル ゴ リズ ム が 存在 す 
る . 


例 : LRU, po。, LFU, お よび LIFO アル ゴリ ズム は いずれ も 優先 権 ア ル ゴ 
リズ ム で あっ て , その 優先 順位 リス ト は , それ ぞ れ , 後向き 距離 の 小さ い 順 , 
前 向き 距離 の 小さ い 順 (お よび 辞書 式 の 順 ), 使用 頻度 の 大 きい 順 ( お よび 後 向 
き 距 離 の 小さ い 順 ), お よび 主 記憶 へ の 到来 時 刻 の 早い 順に ペー ジ を 順序 付け 
て いる . 

LRU の 優先 順位 リス ト は LRU スタ ッ ク に 等 し いと いら と と , また , LRU 
と LIFEO アル ゴリ ズム は , 状態 の 集合 0 が 有限 で ある よう に 定式 化す る こと と 
が で きる と いら と と に 注意 し よう . 特に LRU アル ゴリ ズム に 対し て , @⑦ を , 
W か ら 取 っ た % また は それ より 少数 の 要素 の 全て の 順列 の 集合 と 定義 する こ 
と が で きる . 各 状 態 は , LRU スタ ッ ク の 最上 位 か ら w また は それ より 少数 
個 を 取っ て 得 た ペー ジ で ある と 解釈 する こと が で きる . (と の よら に し て , 熊 
勢 表示 は , 制御 状態 だ け で 完全 に 定義 され る . ) 対 応 す る 想 移 関数 は 容易 に 構成 
する こと が で きる . 各 参 照 に 対し て , 新しい 状態 は 次 の よう に し て 形成 され 
る . すなわち , 参照 し た ば か り の ペー ジ を まず スタ ッ ク ( 前 の 状態 ) の 先頭 に 軒 
く . それ と 同時 に , 参照 ペー ジ よ り も 上 位 に あっ た 全て の ペー ジ を プッ シュ ダ 
ゥ ン す る ( 図 6.4-7 参照 も し も ゃ , 前 の 状態 が % ペー ジ か ら 成 っ て いて , 参 
照 ペ ー ジ が その 中 の どれ で も な か っ た と する と , この 状態 の 最 下位 の ペー ジ 

クタ の 
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は 新しい 状態 の 中 に は も は や 存在 し な いと いう こと は 明らか で ある . な お , 
LRU お よび LIFEO アル ゴリ ズム の 有限 状態 的 定式 化 と その 遷移 関数 の 細部 
に 関し て は , 演習 問題 と し て 残す こと に する . 最後 に , LFU アル ゴリ ズム 
は , それ が 非 先見 性 で ある と い 5 意 味 で 実現 可能 で ある けれ ども ゃ , 使用 頻度 に 
よる ラン クタ 付け を 維持 する た め に は 状態 の 無限 集合 を 仮定 し な けれ ば な ら な い 
と いら こと を 注意 し て お く . 

式 (6.4.5) を 適用 する こと に より , 式 (6.4.6) か ら , 優先 権 ア アル ゴリ ズム は ス 
タッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある と いら と と が 直ちに 示さ れる . 特に , ァ ー ァ ィ 7 ム 年 
S 十 か つ |IS 十 引 = % で ある な ら ぱ , 


(6.4.7) fP(S 十 の Z) 三 min[S 十 絢 
三 min [min [3], 編 


三 min [5(③ 9 の , ) , 名 


これ か ら , 刀 (S 十 2 め , の, Z) は , 更 (S, 9 の, z) また は 7 の どちら か と な る . また , 
逆 も 成立 する . すなわち , 各 ス タッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム と 各 参 照 列 に 対し て , 式 
(6.4.7) が 真 と な る よう な 優先 順位 リス ト の 系 列 を 定義 むす る こと が 可能 で ある . 
非 形式 的 で は ある が , この こと を 確か め る に は , si, .…, S。 .… は , スタ ッ ク ・ 
アル ゴリ ズム 4 が 列 n, .…, 7 .… に 対し て 生成 する スタ ッ ク の 系 列 で ある と 
し , pz 三 sa1(, 王 1, 2, .…) で 優先 順位 リス ト の 系 列 を 定義 むす れ ば よい . これ 
に より , 4 は 優先 権 ア ル ゴ リ ズム で ある こと が 分 る . と の こと と は , も し , z が 
S(, の ) に 対し て ペー ジ 沙 ち を 惹き 起こ と す な ら ば , S(%, e) か ら 排 除 さ れ 
る ペー ジ は si(ez) に な る と いう 事実 か ら 得 られ る . 換言 すれ ば , s(ez) 
は , ペー ジ 排 除 が 生 し ざる を 得 な い 記 憶 領域 の 大 き さ % く ア 。(@) の 各々 に 対 
し て , S(%z, o) の 要素 の 上 に ペー ジ 排 除 の 順位 付け を 与え て いる . 明らか に 
,(。) より も 大 きい 距離 を 持つ 要素 に 対す る 順位 付け は 重要 で な い . これ 以上 
の 詳細 な 議論 に 関し て は 文献 [21 を 当たる と よい . また , 優先 権 ア ル ゴ リ ズム 
と スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム の 等 価 性 に 関す る 形式 的 取扱 い に つ いて は 文献 [13] 
を 参照 する と よい . 

FIFO が スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で な いと いう こと と は 既に 見 た 通り で ある . 
それ に も か か わら ず , 6.2 節 で は , これ を 優先 順位 規則 を 用 いて 表現 する こと 
が で きた . これ は 決し て 矛盾 で は な い . 一 般 に , FIFO が 用 いる 優先 順位 リス 
ト は , 記憶 領域 の 大 き さ に 独立 に 定まる も の で は な い . (と と で , 優先 順位 リ 
スト と いら も の は 参照 列 だ け の 関数 で な けれ ば な ら な いと いう こと と を 想起 する 

ちと が 4 
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必要 が ある .) 表 6.4-1 は , FIFO が スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で な いこ と を 明示 
し て いる が , o = 128412 に 対す る 記憶 状態 を 考え よう . それ を , 記憶 領 城内 
へ の 格納 順序 を 示す ベク トル と し て 表現 する と , 下記 の よう に な る . 


S(3, o) = (2, 1, ④) 
$S(4, o) = (4 3, 2, 1) 


ベク トル (2, 1, 4) では, 2 は 4 より 先行 する が , 一 方 , ベク トル (4, 3, 2, 1) で 
は , 2 は 4 より 後に 続く と いう こと が 分 る . この よう に 優先 順位 に 関す る 矛盾 
が 生じ る た め , 記憶 領域 の 全て の 大 き さ に 対し て 適用 可能 な 唯一 の 優先 順位 リ 
スト と いう も の は 存在 し な い . それ ゆえ , FIFEO は どん な 優先 権 ア アルゴリズム 
と も る 等価 で は な い . 

興味 を 惹く 排除 ペー ジ 選 択 規則 の ある も の は , ある 適用 範囲 山 で ラン ダム 選 
択 を 行う 規則 を 包含 し て いる . た と えば , RANDOM ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズ 
ム は 排除 ペー ジ を ぐ か ら ラ ンダ ム に 選択 する . すなわち , 各 ペ ベー ジ は 選び 出 
され る 機会 を 平等 に 持つ . また , 互角 解決 の 仕組 を LRU で な く ラ ンダ ム メ 選 択 
と する LFU 規則 を 考え る と と も で きる . 与え られ た 参照 別 の 上 で の と の よう 
な 規則 の 効果 は 決定 性 で は な い の で , それ に 対応 する アル ゴリ ズム は 本 章 で 展 
開 さ れる 形式 化 に よっ て は 記述 で き な い . し か し , シミ ュ レ ーション を 行う 目 
的 で , 擬似 乱数 ジェ ネ レ ー タ を 用 いる 優先 権 ア アル ゴリ ズム を , 上 述 し た 二 つ の 
よう な ラン ダム 選択 アア ゴリ ズム と 等 価 な 統計 的 性 質 を 持つ よう に 定義 する こ 
と が で きる [2]. 特に , RANDOM アル ゴリ ズム を シミ ュ レ ー ト し た いと 仮定 
し ょ う . 擬似 乱数 ジェ ネ レ ー タ を 使っ て , W の 部 分 集合 の ラン ダム な 順列 ( 線 
形 順序 付け ) を 生成 する 手続 き を 構成 する . 与え られ た 初期 状態 に 対し て , 
は , この 手続 き に よっ て 生成 され る ? 番目 の 順序 付け を 表す も の と する . そこ と 
で , pi 三 L と いう 規約 を 設け する こと に より , 目的 に 適っ た 優先 権 ア ル ゴ リ ズ 
ム が 定義 され る こと に な る . 原理 的 に は , 各 ygーS こ と W は mini,[S] と な る 機 
会 を 平等 に 持っ て いる . し た が っ て , この 優先 権 ア アルゴリズム は RANDOM 
アル ゴリ ズム に 特有 の 統計 的 性 質 を 持っ て いる と いえ る . (し か し な が ら , 最 
後に 述べ た こと は , 常に , 擬似 乱数 ジェ ネ レ ー タ に よる 制約 を 受け る .) さ て , 
次 に スタ ッ ク 更 新手 続き を 記述 する こと に し ょ よう . その 後 で , RANDOM アァ 
ル ゴ リ ズム の も っ と 簡単 な 実現 が 与え られ る . 

優先 順位 リス ト と スタ ッ ク は 一 般 に 一 致す る 必要 は な いか ら , ペー ジン グ ・ 
アル ゴリ ズム ・ シ ミュ レー タ は , スタ ッ ク ・ ベ クト ル と 優先 順位 リス ト の 両方 
を 暗黙 の 内 に で あろ うと ある い は 顕在 的 に で あろ うと いずれ に し て も 維持 し な 
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けれ ば な ら な い . そこ で , 優先 順位 リス ト か ら ス タッ ク ・ ベ クト ル を 更新 する 
方 法 が 必要 と な る . この 方 法 を スタ ッ ク 更 新手 続き (stack updating proce- 
dure) と 呼ぶ とこ と に する . これ は , 定義 ア (S, 9, z) = min[S] を 式 (6.4.5) に 
適用 し , 式 (6.4.2) 一 式 (6.4.4) の 諸 性 質 を 用 いる こと に よっ て 得 ら れる . 


命題 6.2( ス タッ ク 更 新手 続き ) 

s(o) と s(oz) は 二 つ の 引き 続く スタ ッ ク で ある と し て , の ,(@) = 7 を 仮定 
する . 

こと の と き , 次 式 が 成り 立つ . 


2 (? 三 }) 
症 max [si(o), min [S(? 一 1, o)]] (1 く ? く 7) 
an 1 g)] = が ) 
sz( の ) (?>) 


た だ し , 8( ん o) {si(@), .…, sz(@)} 


上 式 の 第 1 行 は 式 (6.4.2) か ら , また , 第 4 行 は 式 (6.4.4) か ら 得 られ る . 第 2 
行 は , 図 6.4-4 を 観察 する こと に よっ て , スタ ッ ク タク 位置 ? に 残さ れる ペー ジ は , 
スタ ッ ク の 上 位 ? 一 1 ページ の 集合 か ら 排 除 さ れ た min[S(? 一 1, め )] と 
sg( ゅ ) の うち で 上 位 ? ペー ジ の 集合 か ら は 排除 され な い 方 の ペー ジ , すなわち , 
max [si(o), min [S(? 一 1, ゅ )]] で ある と と が 分 る . 第 3 行 も 図 6.4-4 か ら 得 
られ る . z が 抜け て 空 に な っ た スタ ッ ク タク 位置 は スタ ッ ク に お いて >z より 上 位 
に あっ た 7 一 1 ペー ジ の 集合 か ら 排除 され た ペー ジ で 充 環 され な けれ ば な ら 
な いか ら で あ る . 

式 (6.4.8) で 示さ れる 結果 は それ に ぴっ た り の 図 的 表現 を 持っ て いる . 図 6. 
4-5 に 示す よう に 優先 権 演算 子 (priority operator) を 定義 むす る . これ を 用 いる 


/ max [2, の] 


min [2, の ] 


6.4-5 優先 権 演算 子 


と た 】 
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と , の の,(@) = 7 に 対す る 更新 手続 き は , 図 6.4-6 の よう に 表 さ れる . (一 般 
に , 2%。 が の に お いて 参照 され る 相 異 な る ムペ ー ジ の 個数 で ある と する と , スタ 
ッ ク は 7?7。 個 の 項 を 含む . また , も し の の.(〉) ニ co で ある な ら ぱ ば, s(ez) は 
2。 十 1 個 の 項 を 含む こと に な り , 1<?<%。 十 1 に 対す る だ け の 更新 ステ ッ プ 
が 遂行 され る . ) 


例 : ベラ ディ の アル ゴリ ズム o は , 表 6.4-2 に 与え られ て いる 参照 列 に 対 
し て 同 表 に 示さ れ て いる よう な 優先 順位 リス ト と スタ ッ ク の 系 列 を 生成 する . 


例 : 前 述 し た よう に , RANDOM ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム は , W の ある 
部 分 集合 の 順列 の 間 か ら ラ ンダ ム に 選ば れる 優先 順位 リス ト に 依存 する も の で 
ある . と ころ が , 図 6.4-6 を 考え て みる と , この アル ゴリ ズム の シミ ュ レ ー シ 
ョ ン を 極め て 箇 単 に 行う こと が で きる と いう こと に 気が付く . と いう の は , ラ 
ンダ ム な 意志 決定 を 優先 権 演算 子 に 持ち 込む こと だ けし かみ 必要 と し な いか ら で 
ある . こと の アル ゴリ ズム の 一 つの 性 質 は , 与え られ た ペー ジ が 7 ペー ジ か ら 
成る 記憶 領域 か ら 選 択 さ れる 確率 は 1/ で ある と いう と と で ある . し た が っ 
て , 与え られ た ペー ジ ァ は 確率 1/x で が 番目 の 優先 権 演算 子 に 入る! こと 
に な る . も し それ が 同 演 算 子 を 確率 1/(x 十 1) で 出る こと に な る な ら ぱ ば , 
その 演算 子 に お ける 決定 は 次 の よう に 行わ れ な けれ ば な ら な い . すなわち , 確 


表 6.4-2 スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム 


の 
1 2 3 4 1 2 3 2 3 1 
p 1 1 1 1 2 3 2 3 1 1 
ーー 2 2 2 3 > 3 1 2 2 
2 と 3 3 1 1 1 2 3 3 
た | 4 4 4 4 4 4 4 
s 1 2 3 4 1 2 3 2 3 1 
1 1 1 4 1 2 3 の 2 
ss 2 し 2 4 1 1 1 3 
た と つう: キュ 3 3 3 4 4 4 4 


† 訳 注 優先 権 演算 子 に 入る (enter) と いう こと は , 図 6.4-5 で 上 か ら 下 へ 向う 矢 線 に 沿っ て 演算 
子 を 表す 円 に 到達 する こと に 対応 する . 

† サ 訳注 演算 子 か ら 出る (1eave) と いう こと は , 図 6.4-5 で 上 か ら 下 へ 向う 矢 線 に 沿っ て 演算 子 を 
表す 円 か ら 出 る こと に 対応 する . 
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S1 (の ) s1(ox) 
s2( の ) 52 (の x) 

叶 -1( の ) 5 1( の X) 
(の ) 5 訪 (oy) 
編 +1( の ) s+1 (ox) 
(の ) (ox) 


図 6.4-6 スタ ッ ク 更 新手 続き 


率 1/(7 十 1) で si を 選択 する か , また は 確率 7z/(zx 十 1) で この 演算 子 に 
入っ て 来る ペー ジ z を 選択 する か の いずれ か で ある . 


先 に , LRU アル ゴリ ズム の スタ ッ ク は その 優先 順位 リス ト に 等 し いと いう 
こと を 述べ た . と いう の は , (2, go) は , eo に お ける 最後 に 参照 され た 7 ペ 
ー ジ , すなわち , が 個 の 最高 優先 権 ペ ー ジ を 含む か ら で あ る . 命題 6.2 は , ペ 
ー ジ ング ・ ア ル ゴ リ ズム の スタ ッ ク と 優先 順位 リス ト が 各 時 点 で 相 等 し い の は 
その アル ゴリ ズム が LRU で ある と き に 限る と いう 逆 命 題 の 証明 の 基礎 と な 
る . 帰納 法 の 仮定 と し て , s(@) = [si(@), .…, ss(@)] は LRU スタ ッ ク で あ 
る こと, し た が っ て , ? く 7 は ペー ジ si( ゅ ) が oe に お いて sj( ゅ ) より も も っ と 
最近 に 参照 され た こと と を 意味 する と いう こと と を 仮定 する . この 仮定 か ら , 
s(ez) も 同様 に 順序 付け られ る とこ と, すなわち , ? デ sz(e) な ら ば , 次 の よう 
に な る と と を 示せ ば 十分 で ある . 


(6.4.9) s(oez) ニ [z, sr(@), .…, sz-1(@), sr1(@), …, sx(@)] 
ァ ヶ 三 sz(e) と し て 命題 6.2 を 適用 する と , 式 (6.4.9) は 容易 に 求め られ る . し 
た が っ て , 次 の 系 が 成り 立つ . 


系 6.1 
スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム が LRU で ある の は , その スタ ッ ク と 優先 順位 リス 
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ト が 各 ペ ー ジ 参照 時 に 一 致す る と き で あり , か つ そ の と き に 限る . 


図 6.4-7 は , 対応 する LRU スタ ッ ク 更 新手 続き を 示す . 後に 示さ れる よ 
ら うに, こと の 結果 は 多重 プロ グラ ミン グ に 大 変 重要 な 係 わ ちり を 持っ て いる . 


6.4.3 費用 関数 を 決定 する た め の 手 続き 

スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム が 重要 で ある の は , それ が 多く の 実用 的 ペー ジン 
グ ・ ア ル ゴ リ ズム の モデ ル に な っ て いる か ら だ け で な く , いか な る スタ ッ ク ・ 
アル ゴリ ズム 4 に 対し て も その 費用 関数 C(4, xx, の) を 計算 する 効率 的 方 法 
が 存在 する か ら で も ある . 記号 を 簡単 に する ため, 4 が 与え られ て いる と 仮 
定 し て , % ペー ジ か ら 成 る 記憶 空間 で o を 処理 する 際 に 4 に よっ て 発生 する 
費用 (すなわち , ペー ジ 沙 ち 発生 の 回 数 ) を C(%, の ) と 書く と と に する . 

スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム の 費用 に 関す る 第 一 に 重要 な 事実 は , C(%, o) が 
22 に 関し て 非 増加 的 で ある こと で ある . すなわち , 


(6.4.10) C(2, o) >C(7% 十 1, の ) 


と の 式 は 包含 特性 か ら 直 接 に 求め られ る . と いう の は , 与え られ た 参照 ぃ に 
対し て , S(z 十 , o) (を >1) で ペー ジ 落 ち が 発 生 す る と と は , S(z, e) (CS 


5 (の ) si (ox) 

2 ーー 9 
0 株 

Ss』 (の ) 5 (の テ ) 


s+1(o)ー 一 一 一 一 一 一 ーーーーーーーーーーーーー 5 +1 (OX) 


(の ) 


(oy) 
図 6.4-7 LRU スタ ッ ク 更 新 
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(%w 十 記 の )) で も ペー ジ 落 ち が 必 ず 発 生 す る こ と を 意味 する か ら で ある . TT- 
TO アル ゴリ ズム に 対し て 6.3 節 で 示し た 変則 的 振舞 に よっ て 明示 され る よう 
と, と の 人 性質 は 非 ス タッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム に 対し て は 成立 する と は 限ら な い . 
以前 に 導入 し た スタ ッ ク 距 離 の 概念 は , スタ ッ ク 更 新手 続き と 相 伺っ て , 与 
えら れ た だ た oo お よび 全て の (1 くく <) に 対し て C(7, o) を 計算 する 手続 き 
の 基礎 を 供与 する . 4 に よっ て ゅ = テ yr7s.…7r.…77 が 処理 され て, その 結果 , 
スタ ッ ク ・ ベ クト ル の 系 列 siss..…sz.…sz が 生成 され る と 仮定 し よう . s,-」 に お 
ける 7, の 位置 , すなわち , s,-i に お ける 7, の スタ ッ ク 距 離 を カ , と 置く と 1, 
@ に 対応 し て , スタ ッ ク 距 離 の 系 列 の ぅ .… の ,.… の 7 が 定まる こと に な る . 時 
刻 ! に ペー ジ 沙 ち が 発 生 す る の は , アカ,>7% で ある と き , し か も その と き に た 限 
る か ら , C(%, eo) を 次 式 の よう に 定義 むす る こと が で きる . 


(6.4.11) C(%, oe) = | 伸 が > 1 くく 名 | 


gw は , スタ ッ ク タク 位置 ん に あっ た ペー ジ が スタ ッ ク の 先頭 に 移さ れる 回 数 を 表 
す と 定義 する と , 


(6.4.12) gz 三 |I の ニル 1< く 27] | 


と 書く と と が で き , し た が っ て , C(%, ゅ ) を 次 式 の よう に 表現 する と と が で き 
る . 


(6.4.13) の. の) = ヌ gi 


た だ し , og。 は , それ まで 参照 され る こと の な か っ た ペー ジ へ の 参照 が 行わ れ 
た 回 数 を 表す . 

上 式 は , スタ ッ ク を ある 表現 の 仕方 で 維持 し , か つ 各 スタ ッ タ ク 位 置 で 行わ れ 
た 参照 の 回 数 を それ ぞ れ 検出 する だ け で , C(%, o) を zz の 関数 と し て 決定 す 
る こと が で きる と いら こと を 示唆 し て いる . 手続 き は , まず , ベク トル a が 
a (gm, …, の x。 oo) 三 (0, .…, 0, 0) と 置か れる こと に より 初期 化 さ れる . 参 
照 7,(1<7< ア 7) が 処理 され る 際 に は , その スタ ッ ク 距 離 が の , で ある こと が 判 
明 す る と, a の 要素 gp, に 1 が 加え られ , さら に スタ ッ ク が 更新 され る . これ 
は oe の 全部 の 参照 が 処理 され て し まう まで 繰返し 行わ れる . 手続 き が 終了 す 
る と , 式 (6.4.13) に より ベク トル ョ a か ら 関 数 C(7, o) が 算出 され る と と に な 
る . 


1 訳注 た だ し , so 三 の ゆ と する 
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例 : 表 6.4-3 は , LRU アル ゴリ ズム に 対す る 二 つ の 方 法 に よる C(, の ) 
の 計算 を 示す . 7 三 1, 2 3. 4 に 対す る 記憶 状態 系 列 の 数 え 上 げ と も う 一 つ は 
上 記 で 概略 を 示し た 手続 き を 使用 する も の で ある . 各 7 と @ に お ける 参照 
対し て , 記憶 状態 は , s と 同じ こ ペ ー ジ を 並べ た (下方 に 向かっ て 読ん で 行く ) 
列 さ クト ル と し て 表現 され て いる . ペー ジ 落 ちの 発生 は 記号 十 を 付 し て 示し 
て ある . 


6.5 拡張 問題 [4] 


大 き さ w の 記憶 領域 お よ び 所 与 の 参照 列 に 応じ て , 次 の よう な 取込み 一 排 
除 の 系 列 (fetch-replacement sequence) を 生み 出す 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ルプ 
リズ ム を 考え よう . 


表 6.4-3 LRU に 対す る 費用 計算 


の 

1 きま は き 。 き 泌 8 1 。 朗 
カー1 エ 1 ーー 1 十 2 十 3 十 4 土 ヨ 填 2 土 3 填 2 土 3 填 1 填 10 
が ーー 一 1 年 2 寺 3 4 1 2F 3 上 2 3 1 キ 8 

ー ーー 1 2 3 4 1 ma きす 。 ああ る 

が 王 3 一 1 十 2 十 3 土 4 土 1 十 2 土 3 十 2 3 1 
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ro < 才 1 。 寺 。 招 坪 4 

ese 三 3 。 評 。 「 導 計 1 1 2 

ox xs > = た 2 3 革 。 - 届 。 補 。 尊 

P $ | 2 3 4 1 2 3 2 3 1 

ー 一 1 9 。 き 間 1 % 。 きま 席 等 

Pe Ss 攻 。 受 。 人 1 1 1 2 

3 CE 2 3 4 2 

わ の) se 4 。 4 2 2 3 

a 

g。 99 避 導 9 ゆめ が M 章 1 多 8 
人 - 箇 (| 放 。  。 W を W 症 人 3 7 
4 0 0 0 0 0 1 < 3 3 3 3 
me。。 導 8 2 。 き 8 生 必 も ああ まま ま まま 一 


6.5 拡張 問題 


(6.5.1) [(?, の ]。 ニ (zh の) (5, 9 の) .…(Zj。 9 の).… 


こと で , 対 (zi, 7)(? ン 2%) は , ? 番目 の ペー ジ 沙 ち 発生 で 9: が 記憶 領域 か ら 排 
出さ れ (pushed) (すなわち , 排除 され ), zi が 記憶 領 域 に 充 考 さ れ (pulled) ( す 
な わ ち も , 格納 され ) た こと を 意味 する . た だ し , 最初 の 7 個 の 対 は , 記憶 領域 
の 初期 状態 は 空 で ある の で , 充 雷 だ け を 表 さ な けれ ば な ら な いか ら , %: テ 0 
(1<? く <) と 定義 むる . と の よう な 系 列 [(?, 9)]。 を 排出 一 充 雷 系 列 (push- 
pull sequence) と 呼ぶ . 

排出 一 充 考 系 列 に よる ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 振舞 の 記述 は , 記憶 状態 
系 列 SSi.…S,.… に よる より も 弱い 記述 で ある . ね な .… な .… は , ペー ジ 落 ち が 発 
生 する (全て の ) 時 刻 の 系 列 で ある と し ょ う . すなわち , それ は 8, 地 8,- ュ が 成 
り 立 つよ うな 時 刻 (の 全て ) か ら 成 る 系 列 で ある . も し 次 式 


ざー ュ 1 十 の: (? く 7) 


6.5.2 S。。 三 | M 
( / 1 S- ュ 十 zー9: (2 ジ 7) 


が 成立 する よう に (zi 9) を 算出 する な ら ば , 【{SjJ か ら [(?, の 1。 が 構成 で き 
る と と は 明らか で ある . し か し また ,[(?, 9 の)] ヵ 。 が 与え られ た と き , 構成 する こ 
と の で きる %8, > 1) の 諸 状態 は 【S,J に 含ま れる それ に 他 な ら な いと いら うこ 
と も 明白 で ある . 拡張 問題 (extension problem) と いう の は 非 形式 的 に は 次 の 
よう に 述べ られ る . すなわち , ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム お よび ペー ジ 落 ち 発 
生 時 に だ け 記 録 さ れる 状態 に 関連 する 情報 (通常 は [(z, 9)]。 を 含む ) が 与え ら 
れ た と き , (を >1) ペー ジ 拡 張 さ れ た 記憶 領域 に 対す る [(z, 9)]。+z が 決定 
で きる で あろ うか. これ か ら 示 す 通 り , この 問題 は スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム に 
対し て は 可 解 で ある . と いう の は , 包含 特性 は , [(?, の )]。』* に お ける 充 塊 (?:) 
の 系 列 が [(?, の )]。 に お ける 充 才 の 系 列 の 部 分 系 列 に な る こと を 意味 する か ら 
で ある . 

拡張 問題 は 。 ペー ジ 落 ち 発生 時 に 記録 され た 情報 か ら , 記憶 領域 を 増大 させ 
た と 仮定 し た と き に , その 結果 得 ら れる で あろ うら 性 能 向 上 の 程度 を 突き 止め た 
いと いう 現実 の 問題 に よっ て 動機 付け られ て いる . この 問題 は , ペー ジ 落 ち 発 
生 時 に 無視 で き な い 程 の シス テム 経費 を 加え な く て も 記録 が 取れ る の で , 実用 
上 の 見 地 か ら 興 味 を 惹く . これ に 反し , 優先 順位 リス ト ま た は スタ ッ ク の 完全 
な 記録 を 生成 する こと は , プロ グラ ム の 実行 を 参照 毎 に 中 断 し な けれ ば な ら な 
く な る の で , 許さ れ な い 程 高く 付く . 

一 般 の (任意 の ) ス タッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム に 対し て 拡張 問題 を 解く た め に は , 


と ん / 
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排除 ペー ジ を 決定 する た め の 優先 順位 リス ト を 知る こと が 必要 で ある . し た が 
っ て , 優先 順位 リス ト は , 系 列 [(?, の)]。 と 一 緒 に , ペー ジ 沙 ち 発 生 時 に 記録 
され る 情報 の 中 に 含ま れ て いな けれ ば な ら な い . 解 は , スタ ッ ク の 距離 7% 十 1 
か ら % 十 ん まで の 部 分 の 記録 を 維持 する こと に よっ て 得 ら れる . こと の スタ ッ 
ク 断 片 は 式 (6.4.8) で 示さ れる 更新 手続 き を 使っ て 更新 され る . スタ ッ ク ( 断 
片 ) を 正しく 更新 する こと を 可能 に する た め に は , 一 見 する と , 優先 順位 リス 
ト を 各 参 照 後 に 欠か さ ず に 知る こと が 必要 で は な いか と 思い が ち で ある . し か 
し , 排出 一 充 考 (zi-i, 9:-:) お よび (zi, ) の 間 に 行わ れる 参照 は スタ ッ ク タク 位置 
sh Sm に 影響 あお よ ぼ さ な い と いら うこ と と は 容易 に 赴 て 取れ る . 中 間 に 介 
在 す る これ ら の 参照 は どれ も ペー ジ 落 ち を 惹起 し な いか ら , それ ら の スタ ッ ク 
距離 は 7z を 超え る と と が な い . し た が っ て , 式 (6.4.8) か ら , 7 より 大 きい 
距離 を 持つ スタ ッ タ ク 位置 は 不変 で ある . 

[(?, の )]。 か ら 【[(?, の 1。」: を 得る た め の 手 続き は , 以下 の よう な 動作 を す 
る . 各 排 出 一 充 震 (z, )! に 対し て , 次 の 二 つ の 場合 が 考え られ る . す な わ 
ち , 1)z: の スタ ッ ク 距 離 が % 十 ん を 超え ん える な ら ば , zi: は ペー ジ 落 ち を 発生 さ 
せ , % 十 を ページ の 記憶 領域 か ら あ る ペー ジ の: を 排出 せしめ る は ず で ある . 
この 場合 は , (zj, み :) を 次 の 段落 で 詳し く 述 べ る (zi, 9 の:) で 置き 換え る . 2)z: の 
スタ ッ ク 距 離 が 7% 十 1 か ら % 十 ん まで の 範囲 に ある な ら ば , 2% 十 を ペー ジ の 
記憶 領域 に 対し て は 排出 一 充 考 の 対 を 生 ぜ し め な い . この 場合 は , [(?, の ]。 
か ら ( 々 Zi, 9) を 削除 する . 以上 の よう に し て [(z, の 1]。 の 各 項 (<:, 97) を 変換 し 
て し まう と , [(?, の ]。 が 【[(?, の 14.z に 変換 され た こと に た なる. 

第 一 の 場合 に お いて (zi, 9) を (Zj, の 7) に 変換 する た め に 必要 な 計算 を 図 6.5 
-1(a) に 示す . この 図 は , zi: の スタ ッ ク 距 離 が 7% 十 ん を 超え る 場合 に 対応 す 
る 図 6.4-6 の 部 分 図 で ある . スタ ッ ク 断 片 (sm, …, sar) の 最新 版 を 維持 する 
こと か が 必須 の 条件 と な る か ら , その た め に [(?, の)]。 の 各 (zj, 9:) の 直前 に お 
ける 優先 順位 リス ト を 知る 必要 が この 計算 に は ある 『. も し ゃ , 系 列 [(?, の ]。 
だ けし か 与え られ て いな いと する な らい ば , 拡張 問題 が 可 解 で ある アル ゴリ ズム 
の クラ ス は 著しく 限定 され る こと に な る . 優先 順位 リス ト を [(?, 9 の]。 か ら 導 
出し 得る よう な アル ゴリ ズム の 例 を 挙げ る と , LIFO と LRU が ある . 

LRU アル ゴリ ズム の 場合 は , 図 6.4-7 に 示さ れ て いる よう に , スタ ッ ク と 
優先 順位 リス ト が 一 致し て いる か ら , 拡張 問題 は 特に 簡単 な 解 を 持つ . (s。+, 
† [(z, ]。 は , 与え られ て いる と 仮定 する か , ある い は スタ ッ ク の 系 列 か ら 導 出さ れる と 仮定 


し て いる こと を 注意 し て お く . 
†† 実際 に 知る 必要 が ある の は , ペー ジ ?, szri, .…, srg の 相対 的 優先 順位 だ け で ある . 


1/ 


6.5 拡張 問題 


ちず 2 
了 
S 訪 +1 が 1 
(2) 2 2 
り 
9 た 9 記 + た 
アダ 
7 ア 
9 放 キ 1 Sm+1 
9+2 が 2 
( ヵ ) 
/ 
9 に 1 3 +/ー1 
> 
ます / LM 


9 な た 7 ます 


図 6.5-1 拡張 問題 の 計算 
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…。 Sa を) は 現在 の スタ ッ ク 断 備 で ある と し , また (zi, 7) は 考察 中 の [(?, の]。 
の 排出 一 充 考 対 で ある と し よう . LRU に 対す る 拡張 問題 で は , 1 ステップ の 
計算 は 次 の 通り に 行わ れる . 

7 憲 1: gdo7zze 0 

while(7 < ん)and(dozxe 三 0) do 

begin if zi 王 sj then go7e 一 1: 
exchange(s。』 ヵ > 7)j 7 て 7 十 1end 
if oe 三 0, then output(zj, 27) 


この 手続 き の 7 番目 の 繰返し の 後に , 9: が 7% 十 7 ページ の 記憶 領域 か ら 排 除 
され る ペー ジ と な る . ある 7 に 対し て zi 三 s+ が 成立 する な ら ば , 繰返し 計 
算 は 終っ て し まい , 全て の 7 に 対し て ヶ :  s。」, で ある と き に だ け , 対 (zi, の) 
が 出力 され る . 

ここ で 提示 し た 着想 を 適当 に 形式 化す れ ば , 与え られ た ペー ジン グ ・ ア ル ゴ 
リズ ム が 包含 特性 を 持つ と き , し か も その と き に 限り 拡張 問題 は 可 解 で ある と 
いう こと が 困難 な く 示 せる . この 結果 お よび 拡張 問題 の 様々 な 工学 的 な 面 に 関 
する 議論 が 文献 [4] に 見 られ る . 記憶 領域 の 大 き さ を 増加 させ る こと と に 伴っ て 
生じ る 性 能 の 向上 を 予測 する こと が 可能 で ある と いう 実用 的 な 重み が , ペー ジ 
ング ・ シ ステ ム の 設計 に お いて スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム を 採用 する 理由 を 強化 
し て いる と いら こと を 最後 に 注意 し て お く . 


6.6 独立 参照 モデ ル 


本 節 で は , ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 性 能 を ペー ジ 沙 ち 率 の 期待 値 を 用 い 
て 決定 する 問題 を 考え よう . この 目的 で , 独立 参照 モデ ル (independent refe- 
rence model) と し て 知ら れ て いる 単純 な 確率 モデ ル を 導入 する . この モデ ル 
は プロ グラ ム の 振舞 の 現実 的 表現 に は な っ て いな いと 信じ られ る 大 き な 理 由 が 
ある . し か し な が ら , こと の モデ ル は 次 の 二 つ の 理由 で 重要 で ある . 第 一 に , と 
の モデ ル は , その 枠 内 で 一 つの 最適 アル ゴリ ズム が 明確 に 示さ れる 確率 構造 に 
な っ て いる (その よう な 構造 が も ぅ 一 つ 6.7 節 で 論じ られ る こと と に な っ て いる ) 
か ら で あ る し , 第 二 に , この モデ ル で は , (ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の ) 古 典 
的 な 諸 方 法 を 用 いた と き の プ ログ ラム の 振舞 に 対す る 解析 (お よび その 複雑 さ ) 
が 明 膝 に 示さ れる か ら で あ る . 

独立 参照 の 仮定 の 下 で は , 参照 列 7r7z…・7:・・・ は , 全て の 7 と 1 に 対し て Pr 
[7, 三 引 三 所 と な る よう な 共通 の 定常 分 布 {81, …‥, 8』] に 従う 確率 変数 の 系 


マラ ク 
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列 で ある . 確率 変数 (>) は 7, 直後 の > の 前 向き 距離 を 表す と する と , ここ 
で の 仮定 に より , @,(?) は , 平均 値 の @) = 1/8。 を 持つ 定常 的 義 何 分 布 


(6.6.1) Pr[g み (2?) 王 旭 ニ (1 一 8)1 (を =1.2. …) 


に 従う こと に な る . 

さて , 排除 する べき ペー ジ と し て , 記憶 領域 内 に 存在 し て いる ペー ジ の 中 で 
最大 の 前 向き 距離 を 持つ (すなわち , 6。 が 最小 で ある ) も の を 選択 する アル ゴ 
リズ ム を 4。 と 置く . 4。 は スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある と いら こと は 容易 
に 分 る . ペー ジ は 店 ヶ > と … ン > 8 が 成り 立つ よう に 番号 付け ら れ て いる 
と 仮定 する な ら ば , 次 式 の よう に 4。 の ペー ジ 排 除 規則 を 簡単 に 表現 する こと 
が で きる . 


(6.6.2) 戸 (S, 9, >) 三 S 内 の 最大 整数 


4。 は , 次 の 意味 で LIFO アル ゴリ ズム に 類似 し て いる と と を 注意 し て お 
く . 4。 に よれ ば , 長 時 間 の 後に は , ペー ジ 1, 2, …, 一 1 は 記憶 領域 内 に 存 
在 す る こと に な る と 期待 で きる . 確率 1, …, 8。-i は 7 と 7 に 対す る 確率 8, 
より も 大 で ある か ら , それ ら は , 一 度 記憶 領域 内 に 入る と , も は や 決し て 排除 
され る こと が な い . 一 方 , も し 参照 列 の 最初 の 相 異 な る 一 1 個 の 参照 が ペ 
ー ジ 1.2.…・。 一 1 に 対す る も の で ある な ら ば , LIFO アル ゴリ ズム を 用 い 
て も , ある 一 定時 間 が 経過 し た 後 で は ペー ジ 1, 2, ・‥…, 一 1 が 記憶 領域 内 に 
保持 され , それ ら は 決し て 排除 され る こと が な い . 


定理 6.3 

独立 参照 の 仮定 の 下 で , 4。 は 最適 で ある . すなわち , 全て の 1 に 対し 
て , 4。 は C(4, w) を 最小 に する [ 式 (6.3.4) を 参照 せよ ]. 

これ を 示す た め , 8S, ニ S が 与え られ た と き , 77az を 処理 する の 要 
する 費用 の 期待 値 の 必要 時 ペー ジン グ に よっ て 達成 可能 な 最小 値 を Cz(S) で 
表す . た だ し , Co(S) = 0 を 仮定 する . ヶ ニ ァ ィ 1 と 置く と , 次 の 最適 性 原理 が 
得 ら れる . 


(6.6.3) CS) = 2 Cx(9) † 人 中 min【Ck ュ (9 + キ ター の]} 


4。 は 式 (6.6.3) に よっ て 特徴 付け られ る と いう こと を 示す な ら ば , この 定理 は 
証明 され る . この 証明 は 定理 6.2 の それ に 酷似 し て いる (文献 [1] を 見 よ ) の で , 
こと で は 省 い て , 演習 問題 と し て 残す こと に する . 
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第 6 章 ペー ジン グ ・ シ ステ ム に お ける 記憶 領域 割当 て 
定理 6.4 

独立 参照 モデ ル で は , 初期 状態 S。 を 仮定 し た と き , 極限 ペー ジ 落 ち 率 ( 参 
照 当 り の 費用 ) が 次 式 の よう に 定義 され る . 


(@.6.9 ps = na 全 (89 
一 >CO 
4。 の 下 で は , 7s。 は So に 独立 と な り , 次 の 式 で 与え られ る . 
し 8 
(6.6.5) (4 の ニー 一 


た だ し , 記憶 領域 の 大 き さ を 7%, パニ 11. 2 …・ 対生 と 放 テ ーー 8 
か つ 


る ぁ 
と する . 


証明 4。 に よっ て 生成 され る 記憶 状態 の 系 列 1, …・, 8, …・ は 確率 変数 

の 系 列 で ある . 実際 , {Sj} は 8。 を 初期 状態 と し て 持つ マル ュ フ 連鎖 に な る こ 
と が 容易 に 分 る . #>0 お よび zzW に 対し て , 6.() = Pr[z 8] と 定義 す 
る と, 与え られ た 初期 状態 に 対し て 費用 の 期待 値 を 次 の よう に 表す こと が で き 
激 。 


⑥.6.6) 。 の)= 光 Pr コー お b.6ー1 


と と で , こと の マル ュ コ フ 連 鎖 [S} で は , ル 。 ニテ [1 …・, 7 一 1 を 含ま な い 状態 
は 非 再 帰 的 で あり , その 他 の 状態 は 全て 再帰 的 で ある こと を 注意 し て お く . 任 
意 の 初期 状態 S。 を 仮定 し た と き , 8S, つ コア 。 と な る 最も 早い 時 刻 を 6 と 置く 
と , ペー ジ z に 対す る 参照 の 平均 時 間 間 隔 は 1/8。 で ある か ら , 5 の 平均 値 は 
有 界 で あっ て , 次 式 の よう に 押え られ る 1!. 


如 < と っ 


上 4 の 


† 訳 注 任意 の 初期 状態 So を 仮定 し た と き , S, ユア ヵ 。 と な る 最も 早い 時 刻 を 確率 変数 7(S。) で 表 
す . r ぁ (So) ニア ぁ ー 8 三 zz] と 置く . ペー ジ zz と ぁ (So) を 時 刻 n に 参照 し て 初め て 
記憶 状態 は 。 を 含む こと に な る と 仮定 する . この 仮定 の 下 で は , 時 刻 % 一 1 まで に ペー ジ zi, ・…。 
タ -15 和 は 1 っ タ は 少く と も 1 回 は 参照 され な けれ ば な ら な い . ペー ジ 7(7 子 zi) が 時 刻 n 一 1 ま 
で に 参照 され る 回 数 を , と 置く と , この 確率 P。(z, So) は 


9 る 


6.6 独立 参照 モデ ル 


と と ろ で , 7 …。 7 に お ける ペー ジ 落 ちの 発生 回 数 は 6 以下 で ある か ら , 
その 平均 値 の 上 界 は 上 式 で 与え られ る . し た が っ て , ある ぐ So。 つ ん,。 に 対し て 


。 CSe) し [| 婦 [al , OS 
| 
と な る の で , 任意 の 初期 状態 S9 に 対し て ある 状態 6 ユア,。 が 存在 し , 
/ 
(6.6.7) 7s。 呈 jim 0) 


が 成り 立つ と いう と と が いえ る . そこ と で , 8@。 ニ アル 。 十 (2 パー ア 。) を 仮定 
し , こ の 条件 の 下 で 6。( の の 計算 を 行う こと に する . 06。( の を 算定 する た め , ま 
ず , 6。( の を 次 の よう に 表現 する . 
Prlz 得る 1 か つの 学士 PrlIz 生か つま 万 。 十 ] 
(の = (た だ し , #:> 0, 72 ミタ ミ 2) 
0 (た だ し , >0.1 く <z く 7 一}) 


引き 続く 参照 が 互い に 独立 で ある こと を 用 いる と , 次 式 が 得 ら れる . 


6。( の = 6 一 1) (1 bee ) 土 1 ー6.(6 1)] (一 &) 
> 0, 22 タマ %) 


すなわち , 
(6.6.85) 6 の = ニー1)1 一 お 十 (Bg 一 8) >0, < く ヶ く %) 


9 (一 1)1! 大 aksa-a を sat1 om 
Si am Ja に Pr PPP 


12= も で っ fー も 6 せ 5)… ら いり 


(一 1)! 1 2 k 
ト に ニー ーー ou の 委 ze 
大 キキ を 4- ュ キル 4 ュ キ ーッ キル 。 コ 0ー1 大 1… を 1 を sr1 1 ん 1 の KT 人 


= ( 十 ・… 十 gc-1 十 ziri・ 寺 8) 18。。 
= (1 一 8zJ) 18z。 
上 記 で 仮定 し た 事象 は , 異な る z,: に 対し て は 互い に 排 反 する 事象 と な る か ら , 初期 状態 So を 仮定 
し て , 時 刻 。 に 初め て 記憶 状態 が 。 を 含む こと に な る 確率 は 
Pa(S0) = 2 Pa(zo SO) < 1ー8s)r18z。 
ga(So〉 tt ア (So) 


< (1 一 8z) 718z 
と な り , 77(So) の 平均 値 は 
万 [7 (So)] = Pee(S) そ - デ 
に この 結果 か ら 分 る よう に , 7(S) の 平均 値 は 初期 汰 態 So に 無関係 に 上 界 2。。y(1/8) を 
Si 


も 67】 
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PCD 


j ニ 8 
式 (6.6.8) を 系 統 的 に 解い て 行く と , 次 式 が 得 ら れる . 


z⑰ = |&⑩ -(1ー 穫 )lG- が は (ュー 上 を ) @ > 0. 學 く ヶ く の ) 


た だ し , 


1 (z 邦 ヶ ) 


(0) = 。 5 


これ を 式 (6.6.6) に 代入 する と, ?5 ニ 0 か つ 1< く z ヶ くに 対し て は 6060) テニ 0 
で ある の で , 


⑥6.9 @(S) = 兄 の 0 -G- 筐 ) 居 G- め + 短 - 芽 


が 得 ら れる . 総和 2(1 一 )" は 上 界 1/ お に よっ て 押え られ て いる か ら , 


一 oo 
を 得る . 式 (6.6.5) は この 式 か ら た だ ち に 得 ら れる . 


続い て , 独立 参照 の 仮定 の 下 で , LRU ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 解析 を 
有限 マル ュ フ 連鎖 の 理論 を 用 いて 行い , さら に , この 解析 を 拡張 し て , どの よ 
うに FIFO アル ゴリ ズム に 適用 する か を 示す こと に し よ ょ う . 

考察 の 対象 と な る マル ュ フ 連鎖 を {sjJ(? = 0, 1, 2, ・‥) と 置く . と の マル ュ 
フ 連 鎖 は , 記憶 領域 の 大 き さ が 7% で あり , また 集合 パ が ヵ ペー ジ か ら 成 る 
と いう 仮定 の 下 で , 参照 列 7, …‥…, 7。 …・ に 対し て LRU アル ゴリ ズム が 生 
成す る スタ ッ ク の 系 列 に 対応 する . 正確 に 述べ る と , この マル ュ フ 連鎖 の 状態 
は LRU スタ ッ ク の 先頭 か ら 上 位 7 個 の 要素 で ある . し た が っ て , か ら 取 
っ た % 個 の 要素 の 順列 の 全て か ら 成 る 集合 が 状態 の 集合 で ある . {si}) の マル 
ュ フ 性 は 容易 に 確か め る こと が で きる . か ら 取 っ た 7 ペー ジ か ら 成 る 任意 
の 順列 を 初期 状態 ss と し て 選 ほ ぼう . ここ で の 目的 は 平衡 状態 に お ける ペー ジ 
落ち 率 を 調べ る こと に ある か ら , この 仮定 は 便宜 的 な も の で ある . 系 列 {sj 
に 関す る 諸 仮 定 に よっ て , この 初期 条件 は 結果 に 何ら の 影響 も 及ぼ すこ と は な 
UM 
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6.6 独立 参照 モデ ル 
マル ュ フ 連鎖 {Si は , 1 段 想 移 確率 
?(s, s/) ニ Pr[s: = ss:- ュ ニー s] (? と 1) 


が 明らか に 時 間 パ ラメ ー タ ? に 独立 に 定まる と い 2% 意 味 で 一 様 ( 時 間 的 一 様 ) で 
ある . 遷移 確率 は , LRU スタ ッ ク の 可能 な 遷移 ( 図 6.4-7 参照 ) か ら 容 易 に 求 
め る と と が で きる . 特に , sー [ 旬 ,・……, 7 を 孝信 (1 く ?2 く 7), か つ s = 
[& れ の 7-1 (ペー ジ を へ の 参照 の 結果 得 ら れる スタ ッ ク ) な ら ば, の (8, 
Ss) 三 皮 で ある . また だ た, を か つ s [っ 才 -1 7 で 1 な ら 
ば , こと の と きも の (Ss, g/) = 所 で ある . と れ 以 外 の 居 移 の あり 方 は な いか ら , 
前 出 の 関係 を 満た さ な い 全て の s と s′ に 対し て は ヵ (s, s/) = 0 と な る . 

{si が 既 約 (Grreducible) で ある と こと, すなわち や も, 各 s お よび 各 s′ に 対し て , 
状態 s か ら 状 態 s* へ 回 の 居 移 で 移行 する 確率 ?⑦(s, s) が 零 で な いよ うな 
正 の 数 を が 存在 する こと を 示す の は 困難 な こと で は た ない. スタ ッ ク の 任意 の 
対 s ニ [和志 っ 放 | お よび [7 ーッ プ | に 対し て , 特に , 参照 の 系 列 
げ ぁ ーッ 7 ュ は Ss か ら s' へ yz% 段 の 遷移 で 移行 せしめ る こ と は 明白 で ある . と 
の こと は , 全て の s と s' に 対し て ヵ ⑦(s, s7) = TI を 8 > 0 を 意味 する . し 
た が っ て , 連鎖 {si は 既 約 で ある . この 結果 , 平衡 方 程 式 を 一 意 に 満た す 定 
常 確率 分 布 が 存在 する こと に な る . 平衡 状態 確率 ベク トル を ァ , 想 移 確率 の (8, 
Ss) から 成 る 行列 を P と 置く と , 平衡 方 程 式 は 次 の 通り で ある . 


(6.6.11)  ー ァ zP 


状態 s の 平衡 状態 確率 を z(s ニ [ カ , …, 1) で 表す と , 正規 化 条 件 は 次 
の よう に 書く こと と が で きる . 


(6.6.12) 2x 三 1 


seO 
現在 の 記憶 状態 が s で ある と いう 条件 の 下 で , ペー ジ 落 ち が 発 生 する 平衡 状 
態 確率 は p,(s) で ある と する . z。 は 定常 状態 に お ける 状態 s の 生起 頻度 で あ 
る と 解釈 する と , 状態 s か ら の ペー ジ 沙 ち 発 生 率 は ?,(s)z。 で ある の で , 統計 
的 平衡 状態 に お ける 全 ペ ー ジ 沙 ち 率 は 
(6.6.13) (LRU) = 2 7(8)zr 


と な る . (LRU) に 関し , 次 の 結果 が 得 ら れ て いる . 
定理 6.5 
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独立 参照 モデ ル で は , 
(@.6.14) rtRU) =% pe% 晶 
が 成り 立つ . た だ し , s 三 [ 狼 ,。 ……。 7 あま た, 
(.6.15) p@ = ュー 吉 拓 


証明 の :(s) の 定義 に より , ヵ ,(s) ー の i(s) で ある こと と が 直ちに いえ る . し 
た が っ て , 残さ れ て いる こと は , 式 (6.6.11) を 満た す 状 態 確率 の 表現 式 を 求め 
る こと だ け で ある . LRU シス テム に 対し て , 式 (6.6.12) を 満足 する 式 (6.6. 
11) の 解 は 次 の 通り 与え られ る . 


(6.6.16) z。 三 一 テ ーーーーー 


た だ し , :(s) は 式 (6.6.15) で 与え られ る . 

式 (6.6.16) を 証明 する に は , まず , それ が 平衡 方 程 式 (6.6.11) を 満足 する こ 
と を 示さ な けれ ば な ら な い . 連立 方 程 式 (6.6.11) か ら 状 態 s = [7, 7] 
に 対す る 式 を 抜き 出せ ば , この 式 は , LRU 規則 に よっ て 次 の 通り 与え られ 
る 1{. 


7。 一 PKPM EPR 


(1S7 く が ) 


式 (6.6 .16) を 右辺 に 代入 する と , 


首 拓 k が 
(6.6.17) [右辺 =8』| ーー ナーー 十 525 
Ga) の :(q》) CR 6 の (rs) 
ここ と で, qー [7 5 … い 7, 月 , rk 三 [25 ーッ 多 , 25 740 っ 7] と とろ 
る る 
1 恥 注 下記 で ,[ あ …。 才 才 た 呈 …。 な ]1 は 。 を 1 の と き [ ああ 吉 ] を 表し 。 あー 
の と き [, ・…, な , 2] を 表す . 
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(6.6.18) 


同様 に , 


(6.6.19) 


で ある か ら , 


(6.6.20) 


6.6 独立 参照 モデ ル 
一 
の :(q) ニュ 1ー Pa 月 の :-i(s) 十 8』。 (>1) 


の :(S) (? < 一 を 十 1) 
の :-i(s) 十 8』。 0⑫ > 光一 を 十 1) 


これ ら を 式 (6.6.17) に 代入 し て 得 ら れる 式 を 整理 する と ?, 


の :(rz) ニ 


誠 巡 = 月 玉 ーー 上 入 ーー 
4 の ) 貞 [の :(s) お 8 


+ アーーーー。 守 ーーー ーー 
1 マル そ II :(s) 目 [:(s) 十 8 


通 分 し , の な 6) ー の (s) を 使う と , 式 (6.6.20) を 次 の よう に 変形 する こと が 


で きる . 


(6.6.21) 


II 8 WO 中 技 の を TI pi@) T [の :($) 十 8 記 


Tip) TI [の :@) + 


1 訳注 まず , ア ヵ (s) 十 7 ニ (1 一 8j』) 十 1 で ある こと に 注意 する と , 


同様 に , 


の 。(q) = [Dr(s) + 8 
1=2 も =1 


= [の z(s) 十 8 
4 ニュ 1 


1 1 


2 ニ ーー 
SS 4(r) の の 古 の (8)・ エ [の za(s) 十 8 衣 
7=2 =2 # す ニール 十 2 
志 1 
了 うり 時 ど 4 
エ の :(s)・ 芽 [の z-1(s) 十 8』』] 
る =2 6 ニキ 1 
1 


三 2 ーー 
Tk エイ の 。 (8) ・T [の 。(s) 十 8 
=2 # ニ ル 


マラ の 
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等 式 ( 証 明 は 容易 で ある 1) 


7 7 た -1 し 2 
II 放 ニ IT( 二 の が ー4 副 圭二 
も 三 1 る =1 1 くん 2 ニー1 


ニル 填 1 
を 用 いる と , 式 (6.6.21) 右辺 の 外側 の 大 括弧 で 括 ら れ た 因数 は 1 に な る か ら , 
式 (6.6.16) に より z,。 に 等 し いと いう と と が いえ る . し た が っ て , 式 (6.6.16) 
は 平衡 方 程 式 (6.6.11) の 解 で ある と いう 結論 が 得 ら れる . 

式 (6.6.16) が 式 (6.6.12) の 正規 化 条 件 を 満足 する と と は , z に 関す る 帰納 
法 に よっ て 証明 する こと が で きる . 章 末 の 演習 問題 (問題 6.3) と し て 残す こと 
に する の で , その 詳細 証明 は 読者 に まかせ る サ . 最後 に , ヵ 7(s) = is) と 式 
(6.6.16) の z。 を 式 (6.6.13) に 代入 する こと に より , 求め る 結果 が 得 ら れる . 時 


続い て , 前 述 の 解析 を FIFO アル ゴリ ズム に 適用 し よう . FIHO アル ゴリ 
† 訳 注 帰納 法 に よっ て 証明 する . w 三 1 の と き , 

[右辺 ] = (ga+2 一 19 We +2 エ ax ea tk 導 交 と き テ ap 5501 
多く の と き 成 立 す る と 仮定 し て , 7x 三 x の と き 成 り 立 つこ と を 示す . 


T ( と ー1 ルー1 
せ x = (キメ ーT (キー4 講 PT 
= 24 


3 6 
2 + カ ー4Tm (m+ カー2e 時 CE Ts 
し 3 一 
三 IL(z: ) 4T (m+2 一 2 2 岳 (ee す 2 
ニュ 1 を そ ュー1 ニュ 
= エエ (ex 圭 2 リー4. 3 (m+ ai 
?=1 た + 


訳注 し か し な が ら , 全体 の 証明 を 完結 させ る た め , この 証明 を も 示し て お く , 8 ニ [ 員 , っ 7] 
に 対し で gr 一 [ po 7 7+1] ( 突 じ 。 7 み +1 に ゴ {7h cr) 7] ) と 思 く 用 


( 寺 1) 一 ? キ 1 ルー 一 1)+1 
の : (7。) ミュ 1 一 | 月 ニュ 1ー 1 8 の:- ュ (8) 


ん =1 ん = 
で ある か ら , 
区 キ 1 し 
に 征 革 
7 が ま 7 生 が 。 本 7 
1 王 ー (9 
TL の (5) の i(s) TI の: (8) 
?=2 4=2 
し た が っ て , 
KEITEGE/ jn 
計 m+1 ま 12 衣 
る VM 境 … 2 る 。 の (8) フ 
1 - 当 
まっ 1 
の 


(rr 三 7 で ある か ら , 三 1 の と き 成 り 立 つこ と は 明白 .) 以上 に より , zs は 正規 化 条件 を 満 
足す る こと が 証明 され た . 


マタ の 


6.6 独立 参照 モデ ル 
ズム だ 対し て は , マル ュ フ 連鎖 の 状態 は LRU スタ ッ ク の 先頭 か ら の 上 位 7 
個 の 要素 の 代り に z% 個 の 要素 か ら 成 る FIFO リス ト (行列 ) に 対応 する . ヵ を 
行列 の 先頭 に 持つ (すなわち , ヵ が 記憶 領域 内 に 最も 長い 時 間 潮 留 し て いる ) 
FIFO 行列 を 状態 s = [7 …, 1 で 表す . この ょ よう 人 区 状態 を 定義 する と , 
参照 7, に よっ て 生じ る 可能 性 の ある 遷移 は 次 の 通り で ある . 


[7 7s] 一 ププ 上 狗 っ 力 1 (mg 三 1 ミ 7 人 人 交 ) 
[71 一 の [5 っ 7 村 ( ニ を 地 1 <7 く 7) 


任意 に 与え られ た 状態 か ら 他 の 任意 の 状態 へ 移行 する 基 移 の 系 列 を 示す こと に 
よっ て fsjj が 既 約 で ある こと を 証明 する の は , ここ で も 困難 な こと で は な い 
(演習 問題 6.6 で これ を 証明 せよ ). また , LRU アル ゴリ ズム に 対す る 場合 と 
同じ く こ こ で も , % 個 の ペー ジ の 任意 の 順列 を 初期 状態 と し て 仮定 し ょ う . 

ア 7(FIFO) を 求め る た め , 前 と 同様 に , 式 (6.6.11) に 相当 する 連立 方 程 式 を 
解き , 解 を 式 (6.6.13) に 相当 する 式 に 代入 する と いう 方 法 を 推し 進め よう . 


定理 6.6 

独立 参照 モデ ル で は , 
(6.6.22) が (IFO) = づつ の ,@) 本 
が 成り 立つ . た だ し ,s = [ 電 … っ ]。 か つ , 
(6.6.23) @=% IA 


証明 前 述 の 状態 遷移 に 従っ て , s 三 [ 志 , …・, 7] に 対す る 平衡 方 程 式 は 次 
の 通り 与え られ る . 


(6.6.24) 7。 一 7。 21 8 ヵ 十 P21 7。[ カ ーー 


1@ に さ た さ / う 】 


式 (6.6.24) に 仮定 解 
(6.6.25) ょ = の 


を 代入 する . た だ し , @ は 式 (6.6.23) に よっ て 与え られ る . 代入 の 結果 , 


一 1 


首 8 


8 
[ 式 (6.6.24) の 右辺 | = エー カ i] 十 2 5 一 で 


【@ に さ た さん う / 
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ー ャ ルー の,@] 2 記 ニ ェ ー【[ 式 (6.6.24) の な 辺 ] 
1 その ) 
と な る か ら , 式 (6.6.25) は 確か に 方 程 式 (6.6.24) の 解 で ある . さら に , 式 (6. 
6.25) が 正規 化 条件 (6.6.12) を 満た すこ と は , 式 (6.6.25) の 形 か ら 明 白 で ある . 
以上 に より , 式 (6.6.25) が FIEFO アル ゴリ ズム に 対す る 平衡 方 程 式 (6.6.11) 
の 解 で ある と いら 結論 が 得 ら れる . 最後 に , 式 (6.6.25) を 


アア (FTEO) = 2 の (s)z。 


に 代入 する こと に より , 式 (6.6.22) が 得 ら れる . 


本 節 で は , 独立 参照 モデ ル を 用 いた と き の 結 果 を , 4。, LRU, お よび FITFO 
アル ゴリ ズム の み に 対 し て 求め た が , King[3] は , 上 述 の 技法 を 適用 で きる 
ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の クラ ス の 構造 を 形式 化し て いる . また , ペー ジン 
グ の 振舞 の 基本 的 な モデ ル を 一 般 化 し て , 7 ヶ , に 対す る ページ 参照 確率 が 7,-i 
の 参照 直後 の 状態 に (し か も それ の み に ) 依 存する と いう 仮定 を 包含 する よう に 
する と こと も 困難 で は な い . そう する こと に よっ て , 解析 の 対象 で ある 状態 系 列 
の マル ュ フ 性 を 失う こと も 特に な い . 独立 参照 モデ ル に 対す る ペー ジ 落 ち 率 の 
上 ( 下 ) 界 に 関す る 結果 に つい て は , 演習 問題 (6.11-6.14) で 扱う 2 こと に する . 


6.7 LRU- ス タッ ク ・ モ デル 


本 節 で は , LRU- ス タッ ク ・ モ デル を 研究 し よう . この モデ ル は , 実際 の 参 
照 列 の 統計 的 特性 に 極め て 近い 特性 を 持つ 参照 列 を 生成 する 能力 を 持つ と いう 5 
こと が 知ら れ て お り [14], 様々 な 研究 者 に よっ て か な り に 詳細 に わた る 研究 が 
な され て きた . 最初 に Shemer 等 [17, 181 に よっ て 提案 され た と と が その 発端 

6.4 節 で は , 参照 列 7rrz…・7:・・・ に LRU スタ ッ ク の 系 列 sosi…・s・‥ を ど 
の よう に し て 対応 付け る か を 示し た . eg テ yi72…・7, に 対応 する LRU スタ ッ 
ク は , 要素 s:(e) が 最後 か ら 数 えて ? 番目 の 最終 参照 時 刻 を 持つ ペー ジ で ある 
よう な ベク トル s(o@) 三 [si(@), …・, sz(@)] で ある . すなわち , s(o@) は 後 向 
き 距 離 の 小さ い 順に ベー ジ を 順序 付け て いる . の 。(@) は , スタ ッ ク s(@) に お 
ける ペー ジ z の 位置 , すなわち , z の スタ ッ ク 距 離 を 表す と する と , 参照 列 に 
距離 列 (distance string)」 の >…・ の を 対応 付け る こと が 可能 で あっ た . こ 
と で, の , は スタ ッ ク sz に お ける 7, の 距離 で ある . 表現 を 変え る と , 
は , ペー ジ 7, へ の 最後 の 参照 以後 に 参照 され た 相 異 な る ペー ジ の 数 で ある . 

参照 列 生成 の LRU スタ ッ ク ・ モ デル で は , LRU スタ ッ ク 距 離 列 を 次 の よ 


も と と 4 


6.7 LRU- ス タッ ク ・ モ デル 
うな 定常 確率 塊 関 数 to に 従う 独立 な 確率 変数 の 系 列 と 考え る . すなわち , 
6.7.1) Pr[ の ,= 引 =g (212.…,%: 7 テ 1) 
その 累積 分 布 関数 は 次 式 で 与え られ る . 
(@.7.2) 4 ニア g』 


も っ と 厳密 に 述べ る な ら ば 次 の 通り で ある . 便宜 的 に ! so = [1, 2, …・, ] と 
置く こと が で きる 初期 スタ ッ ク so が 与え られ て いる と 仮定 し て , 確率 変数 
の 見 本 値 (⑫ = 1, 2, ・…) の 系 列 ま ミー 5… が 与え られ た と き , これ に 
対応 する LRU ス タッ ク の 系 列 を sosi…・s・…‥( た だ し, sz 三 [sz(1), 
si(%)1《 三 1, 2, …)) と し ょ よう . 次 式 に よっ て 定義 さき れる 列 ゅ = 7n72…7 に ・ 
を i に よっ て 生成 され る 参照 列 と いう . 


(6.7.83) 7, 三 si(1) と 1) 


初期 スタ ッ ク so と 確率 塊 関数 {Zi} が 上 述 の よう に 与え られ て いる と 耳 解 し 
だ た とき, 上記 の よう に し て 定義 され る 列 の 族 を LRU 参照 列 (LRU reference 
string) の 族 と 呼ぶ と こと に する . 与え られ た 確率 塊 関数 {gi} に よっ て 定義 され 
た LRU 参照 列 の 族 に 対す る 最適 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム を 考え る こと は 
6.3 節 の 意味 で 意味 の ある こと で ある . この 問題 に 対す る 解答 を 与え る 前 に , 
この モデ ル の 諸 性 質 の 内 の ある 面 に つい て 論じ て お く と と に し よう . 

この モデ ル の 利点 は , 参照 間 の 相関 関係 が 実際 に 見 られ る も の と あま りか け 
離れ て いな いよ うな 参照 列 の パタ ー ン を 産み 出す と と が で きる と いう ら モ デル の 
能力 か ら 来 て いる . た と えば , gw 1 か つ g: 三 0(? 子 人) で ある よう に 距離 分 
布 を 選ぶ な ら ば , 参照 列 は ルー プ 


e テ ん ムル 一 1 ….2.1 ん ルー1 …。 2.1 ん ん 一 1 … 


を 構成 する こと に な る . も う 一 つ 例 を 挙げ る と , 参照 が 距離 の 小さ い 方 に 偏る 
よう に 距離 分 布 を 選ぶ な ら ば (た と えば , gm と gs 有 ニー と og。 で ある よう に ), 
参照 列 は , スタ ッ ク の 先頭 に 近い ペー ジ に 参照 が 旦 集 する 傾向 を 示す と と に な 
り , これ に よっ て , 局所 性 (1ocahity) の 大 事 な 性 質 が 一 つ モ デル 化 さ れる こと 
に な る . (第 7 章 で は も っ と 多く の こと が 局所 性 に 関し て 述べ られ る . ) 反 対 に , 
参照 が 距離 の 大 きい 方 に 偏る よう な 距離 分 布 で ある な ら ば , 参照 列 は , 参照 を 


† 訳 注 いか な る 初期 スタ ッ ク が 与え られ て も , ペー ジ 番 号 の 付け 換え に よっ て so = [1, 2, …, 色 ] 
と 置け する か ら , 便宜 的 で あり , 一 般 性 を 失っ て いな い . 
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多く の ペー ジ に わた っ て ラン ダム に 撤 き 散ら す 傾 向 を ん 示す こと に な る . 

前 述 し た so の 細部 指定 は (便宜 上 の も の で ある の で ) 別 と する と , (スタ ッ ク 
距離 の み を 用 いて 与え ら れる ) 本 節 で の 定義 は , 特定 の ペー ジ 番 号 の 指定 か ら 
は 独立 し て いる 参照 列 の 確率 的 な 記述 を 意図 し た も の で ある と いら と と に 気付 
く は ず で ある . (この 点 は 前 節 で 扱っ た 独立 参照 モデ ル を 想起 する と 明らか に 
対照 的 で ある .) そ こと で , LRU 参照 列 に お いて 任意 に 与え られ た 参照 が ペー ジ 
? に 対す る も の で ある 平衡 状態 確率 は , 全て の ? に つい て 1/% で ある と 考え 
て も 少し も おかしく は な い . 演習 問題 6.15 で は , 全て の ? に つい て g>0 を 
仮定 し て , 事実 その 通り に な る こと が 示さ れる . 


定理 6.7 

LRU ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム は , 距離 分 布 が 下記 の 条件 

の ーー02 ーー 己 の x 

を 満た す な ら ば , 常に , この 【gi}j に よっ て 定義 され る LRU 参照 列 の 族 お よ 
び 全 て の と 1 に 対し て 最適 で ある . 

証明 LRU 参照 列 を 7r7s…・7・… と し , 任意 に 与え られ た 記憶 内 容 ぐ = 8, 
(IS| = ) と スタ ッ ク s 王 sz に 対し て , ym 7rrk の 処理 の 間 に 発生 する ペ 
ー ジ 沙 ち の 回 数 の 最小 期待 値 を Cz(S, s) と 書く . ペー ジ z の 参照 と それ に 伴 
うら スタ ッ ク s の 更新 の 結果 新しく 得 ら れる スタ ッ ク を s・z で 表す も の と する . 
まず , 次 の 最適 性 原理 が 成立 する . た だ し , z が s 内 の 位置 ? に ある と き , 
0。(s) = gi で ある と 定義 する . 
(6.7.4) Co(S, s) =0 

Cz.1(S, s) ニ 2 (SC S・ そ ) 
十 2 (S) [1H 土 min Cx(S 十 ァ ーz, S*2)] 


定理 6.2 の 方 法 に 條 っ て , 次 式 が 成り 立つ こと と を 示せ ば 十分 で ある . 
(6.7.5) C(S 十 の ,s) 一 Cz(S 十 の s) と 0 
た だ し , @ は , S 十 の 十 の に 含ま れ て いる ペー ジ の 中 で は s で 定義 され る 
距 離 が 最大 の ペー ジ で ある . (こと こと で, この 定理 より も 若干 強い 結果 を 証明 し 
よう ら と し て いる こと を 注意 し て お く . な ぜ な ら ば , S と s は 任意 で ある こと 
が 許さ れ て お り , 必ず し ゃ ヵ …・7, の LRU 処理 の 結果 得 ら れる よ うな 値 で あ 
る と は 限ら な いか ら で ある . ) 帰 納 法 を 用 いて 証明 を 進め よう . 

3 タダ 


6.7 LRU- ス タッ ク ・ モ デル 
関係 式 (6.7.5) は , を =0 に 対し て は 明らか に 成立 する . 次 に , 任意 の ん > 
0 に 対し て 成立 する と 仮定 し て , この 式 が を 十 1 に 対し て も 成立 する こと を 示 
そう . 式 (6.7.4) を Cui(S 十 の , s) 一 Ci(S 十 ゅ , s) に 適用 する と, 次 式 が 
得 ら れる . 
Cx1(S = の 8) 5 Ca1(S 十 め , S) 
王 る (8) [Cz(S 十 の , sz) 一 Cz(S 十 め , sz)] 十 [5。(s) 一 5:(s)] 


十 6。(S) Lmin CS 土 の 9 十 め の ーz, s・⑦) 一 Cz(S 十 め , s・ の )] 
十 6。:(s) [CS 十 の , s・ の /) ー min Cx(S 士 め 十 の 一 る , S・⑦⑰)] 
+ 2 な (8) Lmin Cx(S 十 の 二 ァ ーッ, S・Z) 

ー min Cx(S 十 め の 二 ァ ーz, S*)] 


帰納 法 の 仮定 に より 第 1 項 は 非負 で ある . 仮定 に より 第 2 項 も 非負 で ある . 
は (S 十 め 十 の に 含ま れる ペー ジ の 中 で は )s・w で 定義 され る 距離 を 用 いて も 
や は り 距 離 が 最大 の ペー ジ で ある か ら , 第 3 項 内 の C(S 十 の 十 め ー ぁ , S*%⑰) 
(た だ し , zES 十 〆) は , 帰納 法 の 仮定 に より z 三 の の と き 最 小 (最適 ) と な 
る . この と き , 第 3 項 は 雪 に な る . 選択 (必ず し ゃ 最適 で は な い )z  % に よっ 
て 第 4 項 は 零 に な る . し た が っ て , 最小 費用 を 交 す z は 第 4 項 を 非負 に する . 

最後 に , 第 3 項 と 第 4 項 が 非負 で ある こと を 示し た 論法 を 用 いて 第 5 項 が 非負 


で ある と と を 証明 する の は 容易 で ある . | | 
も し も ゃ zz が 固定 され て いる と 考え る な ら ば , 定理 6.7 の 証明 は も っ と 弱い 
条件 min lg, っ gg) と max tg の 】 の 下 で 行う こと が で きる . さら 


こと, も し る 記憶 領域 の 大 き さ の 系 列 【Z』 が 与え られ る な ら ば , それ ぞ れ 記憶 
領域 の 大 き さ が 一 定 に 保 た れる よう に 期間 を 区 切り , 定理 6.7 を 個々 に 適用 す 
る こと と に より , 記憶 領域 の 大 き さ が 変動 する 場合 で も LRU は 最適 で ある と い 
結論 を 下す こと が 可能 で ある . これ は , 第 7 章 で 検討 され る 多重 プロ グラ ミ 
ング と 明らか に 関わ り が ある . 

最後 に , 距離 分 布 Io:} を 持つ LRU 参照 列 の 族 に 対し て 次 式 が 成立 する こ 
と を 注意 し て お く . 


(6.7.6) 7(LRU) ニュ 1 ュー 4。 


と の 結果 は 初期 スタ ッ ク so に 独立 で や る と いう こと が (定理 6.4 の 方 法 を 用 い 
て ) 容易 に 確か め ら れる . さら に , ペー ジ 沙 ち 発 生 の 時 間 間隔 の 平衡 状態 分 布 
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は ペラ メー タ 4。 を 持つ 北 何 分 布 で ある と いう 結果 も 式 (6.7.6) か ら 得 られ る . 


6.1 


6.2 


6.3 


6.4 


6.5 
6.6 


6.7 


演 泊 問題 


次 の よう に 動作 する 必要 時 プリ ペー ジン グ (demand prepaging)・ ア ル 
ゴリ ズム を 考察 し た い . すなわち , 記憶 領域 中 に な い ペ ー ジ が 参照 され る 
と き , し か も その と き に の み , 好む だ け の ペー ジ 数 (参照 され る ペー ジ を 
必ず 含む ) を 取 込 む こと が 許さ れる . 

a. この よう な 型 の 必要 時 プリ ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム を 定式 化 せ よ . 

b. 参照 列 が 予め 知ら れ て いる と 仮定 し て , 搭載 する べき 余分 の ペー ジ と 
排除 する べき ペー ジ を 決定 する た め の 最 適 ア アシ ゴリ ズム を (を 拡張 
し て ) 求 め よ 。 

e. 上 記 の 型 の 実現 可能 な プリ ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム を 二 三 提案 し , 
それ が よい と 考え られ る 理由 を 述べ よ . 

本 章 で LRU お よび FIHO アル ゴリ ズム 適用 され た マル ュ フ 連鎖 の 方 

法 を 用 いて , 式 (6.6.5) で 与え られ た 7(4。) に 対す る 結果 を 証明 せよ . 

4。 アル ゴリ ズム に 対し て , 状態 (? 番目 の 状態 で ある と し よ ょ う ) が 単 一 の 

ペー ジ ftz) = ニ 8 一 4( た だし, アア 。 テ 人 …」 一 本) で 与え られ る よ 

うな マル ュ フ 連鎖 を 定義 で きる こと に 注意 し よう . 


式 (6.6.16) で 与え ら れ た z, が 式 (6.6.12) を 満足 する こと の 証明 を 7 に 
つい て の 帰納 法 を 使っ て 行え . 

LEFU アル ゴリ ズム に 対し て 拡張 問題 解く こと に する . より 大 きい 記憶 
領域 に 対す る 排出 - 充 填 系 列 を 計算 する ため に , ペー ジ 沙 ち 発生 時 に 記録 
され な けれ ば な ら た な い 最 小 量 の 情報 (状態 変数 ) を 定義 せよ . また , それ に 
対応 する アル ゴリ ズム を 示せ . 


4。 が 最適 で ある こと (定理 6.2 を 見 よ ) の 完全 な 証明 を 与え よ . 


FIEO アル ゴリ ズム の 解析 の た め に 定義 し た マル ュ フ 連鎖 {sJ が 既 約 で 
ある こと と を 示せ . 特に , 有限 の 段階 (すなわち , 想 移 ) 一 一 それ ぞ れ 非 才 の 
遷移 確率 を 持つ ー 一 を 経て , 与え られ た 任意 の 状態 [ 旋 , …, 7] から 他 の 
任意 の 状態 [7 …, へ 移行 する こと が で きる こと を 示せ . 


72 く 72 く 27 一 1 お よび 7 み と [2 十 7%/2] を 満た す z ペー ジ の 集合 と 
二 通 り の 記憶 領域 の 大 き さ 7 お よび 7 を 考え る . 到 。 [lo] は , 大 き さ % 
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の 記憶 領域 (最初 は 空 で ある ) に お いて FIFO アル ゴリ ズム に より 参照 列 
@ に 対し て 発生 する ペー ジ 沙 ちの 回 数 を 表す も の と する . 二 つ の 参照 列 
ei, og2 を それ ぞ れ 


gi 三 722, 22 十 1 …・ 7 一 1 7 1 2 …, 一 1 
gs 三 2.1.2% 十 1272 十 3… 2 一 2 十 111% 一 7 
土 2.…・…. み 一 1 


と 定義 し , z を 十分 に 大 きく 取る な ら ば , 


友 。 [oi(o) 林 
が 人 思 の 1 の 5 以 
は いく ら で も 2 に 近付け られ る こと と を 示せ . この 変則 的 振舞 が 生じ る た 
め に は 7%, 7 が /。 お よび 7 に 関す る 上 記 の 条件 が 必要 で あ る こと と を 示せ . 
2 三 4, 7 三 6, か つ % 三 8 の 場合 , すなわち , 
giー ニ 445.6.1.2,3 
es 三 和 41526.37.4851.6,2.7,3.8 


で ある 場合 を 例 に 取っ て 検討 を 始め よ . 


本 問題 お よび 次 の 二 つ の 問題 で は , ペー ジ 落 ち 率 に 対す る ペー ジ の 大 き さ 
の 影響 に つい て いく つか の こと と を 調べ る [19]. o ゥ = 7 は 語 の 番地 の 系 
列 で ある と する . ペー ジ の 大 き さ 2 > と 0) に 対応 し て , o の 各 項 か ら 下 
位 の g ビット を 削除 する と と に より , oe() = fr が 定義 され る . この 
定義 に より , w(g) は , o(o 十 1) に お いて 参照 され る ペー ジ の 半分 の 大 き 
さ の ペー ジ に 対す る 参照 列 と な り , oe(@) に お いて 参照 され る 各 ペ ー ジ は , 
対応 する o(c 十 1) に お ける ペー ジ を 半分 に 分 割 し て 得 ら れる 二 つ の ペー 
ジ の 一 方 で ある . ペー ジ タ ダ と の? が 元 の ペー ジ 1? の それ ぞ れ 半分 で ある な 
ら ば , ? と ??" は 相棒 (buddies) で ある と いう . 

与え られ た 記憶 領域 の 大き さ 7 に 対し , 万 (4, %) は , ペー ジ の 大 き 

さ を 2" と し た と き , oe の 上 で 動作 する アル ゴリ ズム 4 の ペー ジ 取 入れ 率 
(page-entry rate) (すなわち , ペー ジ 落 ち 率 ) を 表す も の と する . な お , 
722 は 27 の 倍数 で ある と 仮定 する . まず , 的 (4, o) < 厄 。1(4, ゅ ) が 成り 
立つ よう な 列 ゅ , お よび 的 (4, の ) > 所 (4 の ) が 成り 立つ よう な 列 
の 具体 例 を それ ぞ れ 挙げ , それ に より , ペー ジ の 大 き さ を 半分 に する こ 
と は , 参照 列 に よっ て は ペー ジ 取 入れ 率 を 減少 させ る こと も あり , また 増 
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加 さ せる こと も ある と いう ら こ と を 示せ 
補助 記憶 か ら 1 ペー ジ を 取出 す の に 要する 費用 は 5 十 c27 で ある と す 
る . そう する と , ペー ジン グ 費 用 の 期待 値 は C。 = ⑦⑥ 十 c2") 万 で 評価 さ 
れる . こと で , パラ メー タ 5 は 初動 時 の 探索 時 間 ま た は 回 転 待ち 時 間 を , c 
は ( 語 ) 転 送 速度 を それ ぞ れ 表す . さて , C。 < C。,」 が 成り 立つ の は プロ グ 
ラム が どの よう な 動作 を する と きか , すなわち , ペー ジ の 大 き さ を 半分 に 
する と 有利 に な る の は どの よう な 動作 を する プロ グラ ム の 場合 で ある か を 
論 ぜ よ . 

6.9 直観 的 に は も っ と も らし い 関 係 所 (4, o) < 2 万 1(4, ゅ ) が 成立 し な い 
どど を 以下 で 示す で と し よう 5。 
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a&. ペー ジ の 大 き さ 2" に 対す る 次 の 参照 列 を 考え よう . 


oe(o) 三 gz 三 (12… タ 2…・2712) を (>1) 
これ に 対応 する ペー ジ の 大 き さ 2 大 対す る 参照 列 は 
e(e 十 1) = 中 三 (12…%w…21)* 
と な る . 2 は 271(% 一 1) 語 か ら 成 る と する . この と き , 次 式 が 成 
り 立 つと と を 示せ . 


1 (LRU, ag) 
た snCDRDU 


(記憶 領域 の 初期 の 状態 は 空 で ある と 仮定 せよ . ) 


.。 gei 三 12…:72,。 また os 三 21 28(os は oi の 置換 で ある ) と する . 


2 王 1.2 に つい て , @j: お よび o7: を それ ぞ れ ペー ジ 1 …, の お 
よび 17, …・ 2 の 上 で o』 と 同じ よう だ 定義 する . 
次 に , 

eo(o) 三 gz 三 eo『1( の 5o75)* 

eo 十 1) = 記 三 gi(oso5)* 
を 定義 する . 7x は 2"1( み 一 1) 語 か ら 成 る と する . この と き , 次 式 
が 成り 立つ こと を 示せ . 


天上 EO 9 
> sn(FIEO,8) 


(記憶 領域 の 初期 状態 は 空 で ある と 仮定 せよ , ) 


演習 問題 
6.10 4 は 与え られ た スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で ある と し て , 次 の アル ゴリ ズ 
ム 4 を 考え よう . ある ペー ジ が 参照 され た と き , それ が 記憶 領域 内 に 存 
在 し な いな ら ば , 4 は , その ペー ジ と その 相棒 の 両者 を 取 込 む 1 と 同時 
こと, 4 が 排除 する ペー ジ に 対応 する (と の ペー ジ を 二分 割 し て 得 ら れる ) 
相棒 の 対 を 排除 する . 明らか に , 4 と 4 の 両者 に 対し て , 記憶 領域 内 に 
は 同一 の 情報 が 存在 する こと と に な る . また , 2 好 。(4, o) = 厄 (4, eo) が 
成り 立つ と と , 4 は 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム で は な いこ と と た 注 
意 し ょ う . 定理 6.1 に よっ て , 厄 (4/, ) < 毛 (4, ゅ ) で ある よう か 必要 
時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リズ ム 4 が 存在 する . 4/ の 動作 の 詳細 を 述べ , 
た と え を 4 が スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム で あっ て も , 4/ は そう と は いえ な い 
こと を 示せ . 
。 の 最適 性 を 用 いて 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


2 7。.1( 6, @) ビー 好 (o, @) と 7。((, @) と 7。(po, @) 


た だ し , ぢ 。 と ぢ お 。 は それ ぞ れ 4 と 4/ の 制約 に 従っ て 。 か ら 得 られ る . 
すなわち も , 最適 アル ゴリ ズム は , ペー ジ の 大 き さ を 半分 に し て も ペー ジ 取 
入れ 率 が 2 倍 を 超過 し て 増大 する と と は な いと い 2 特 性 を 持つ . 


6.11 本 問題 お よび 続く 三 つ の 問題 で は , 達成 可能 な 最小 の ペー ジ 落 ち 率 に 対 
する 必要 時 ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム の ペー ジ 落 ち 率 の 比 の 上 ( 下 ) 界 を 考 
える . ペー ジ 要 求 ( 参 照 ) 確 率 所 , 5, ・…, 8。 を 持つ 6.6 節 の 独立 参照 モデ 
ル を 仮定 する . 全て の ペー ジ 排 除 規則 の 中 で の 最小 の ペー ジン グ 率 ( す な 
わ ち , ペー ジ 落 ち 率 ) を ア (MIN) で 表す . > と …・ ヶ > と 仮定 し , 
主 記憶 領域 は 7 個 の ペー ジ 枠 か ら 成 る も の と する . MIN は , 明確 に 述べ 
る と , 最初 の % ペー ジ 代 , …・, %] を 主 記 憶 領域 内 に 保持 し 続け る アル 
ゴリ ズム で ある . し た が っ て , MIN は 通常 の 意味 の ペー ジン グ ・ ア ル ゴ 
リズ ム で は な い . (MIN) に つい て は 次 式 が 成立 する . 


(MIN) ニダ = 人 


さて , 次 の 式 が 成立 する こと を 証明 せよ [20]. 


(4o) リー ) 


~ (MTN) て 「 ュ + (ーーD が こく 


1 訳注 ペー ジ 取 入れ 回 数 は 2 と な る こと に 注意 せよ . 
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6.12 (LRU) を 次 の よう に 表す こと が で きる . すなわち , 


(LRD) = 史 ap: くだ 二 叶 2 


た だ し , が : は , 定常 状態 に お いて ペー ジ ? が 主 記憶 領域 内 に 存在 し な い 
確率 で ある . ペー ジ 4(1 く ?2 く w) が 主 記憶 領域 内 に 存在 し な いた め に は , 
次 の 二 つ の 条件 が 成り 立つ こと が 必要 で ある . すなわち も , 
1. ペー ジ ? の 最後 の 参照 以後 , 7 > 7% で ある よう な ある ペー ジ 7 が 参 
照 さ きれ て いな けれ ば ぱ ば ならない. し か も , 
2. ペー ジ ? は 7 一 1 回 の 参照 の 間 参 照 さ れ て は いた ない . 
この 観察 か ら , 次 式 が 成り 立つ こと を 証明 せよ ょ [20]. 


(6.12.1) ミュー ニキ リー 60 
し た が っ て , 次 式 が 得 ら れる こと を 示せ !. 


(LRU) 前 は ーー) 
(MTN) = キュ エーD が 


後者 の 不等式 に つい て は , 一 般 に 関数 (>z) が 凸 , すなわち も, 


(6.12.2) 


27( そ 人 テ ) = zi) 十 る) 
な ら ば , (8) は 時 ニニ 8。 の と き に 最大 と な る と いう 5 事 
実 を 利用 し て 証明 せよ . 


6.13 ここ と では, 与え られ だ た 性能 を LRU アル ゴリ ズム を 用 いて 保証 する の 
に 必要 な 主 記憶 領域 の 大 き さ に 関す る 上 界 を 求め る とこ と を 目的 と する . 
2% 十 を ペー ジ の 大 き さ の 主 記憶 領域 が ある と 仮定 する . と の と き , ペー 
ジ 7(1 < く 2 く 7) が 主 記憶 領域 内 に 存在 し な いた め の 必 要 条 件 は , ペー ジ 
? に 対す る 最後 の 参照 以後 に {7 十 1, ・‥…・, 4] の 中 の 少な く と も を ん 十 1 個 
の 相 異 な る ペー ジ が 参照 され て いな けれ ば な ら な いこ と と で ある . この こと 
を 示す と 共に , この 条件 が 成立 する 確率 は 次 式 よ り 大 で は あり 得 な いこ と 


1 訳注 求め た い 結 果 (6.12.2) を 得る た め に は 。 式 (6.12.1) の 証明 か ら 行う 必要 は な く , 式 ヵ と 


吉本 が 証明 を 直接 に 実行 する こと か らち 始めれ ば よい こと を 特に 注意 し て お く 。 な お お, ヒン ト と 


し て , ーー 生 は ペー ジ 5 の 最後 の 参照 以後 > で ある よう な どの ペー ジ も 参照 され て いな い 
確率 で ある こと (まず , この こと を 証明 せよ ) を 述べ て お く . 
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を 示せ !. 


9(8 り ( 放 ) 


次 に , 次 式 


ms の = 坊 せ ーー 


0< 所 1 
#>1 
が 成り 立つ こと を 示し , し た が っ て , 次 の 結果 が 得 ら れる と と を 示せ [20]. 


% 9 の: #+1 
アア,z(LRU) 0/。 4 
MIN) = リ キー 婦 ミュ 1 すそ (1 キリ 


た だ し , 記号 太 (・) の 添字 7 は , ペー ジ 落 ち 率 7(・) に 対応 する 主 記 
憶 領 域 の 大 き さ を 明示 する た め の も の で ある . 上 式 は , を が 大 きい と き に 
は 1 十 7%/( を e) で 近似 で きる こと を 注意 し て お く . 


6.14 と の g>0 に 対し て も , FIFO アル ゴリ ズム に 対し て 


4(FTEO) 2 
ー 巨 (MTN) する 1 ュー 

が 成り 立つ よう な 確率 分 布 {8, ‥…・, 8。} が 存在 する こと を 示せ . [FIFO 

に 対す る 6.6 館 の 結果 を 利用 せよ . ただし, 8』 ニ (ユー お)/(1 <? く が ), 

お よび 太古 お /(% み 一 が )G > 好 ) を 仮定 せよ .] 演 習 問題 6.13 に お ける 結 

果 と この 結果 を 比較 し , どの よう な 意味 が 含ま れ て いる か を 考察 せよ . 


6.15 参照 列 生成 の LRU スタ ッ ク ・ モ デル (6.7 節 ) を 考え よう . 

a&. この モデ ル に よっ て 生成 され る 参照 列 7ryz…・7:…・ は 独立 な 確率 変数 
の 系 列 で は な いと いう こと を 示せ . 

b. (?⑦) は ? 番目 の 参照 直後 の LRU スタ ッ ク に お ける ペー ジ 7 の 位置 
で ある と し , マル ュ フ 連鎖 {:(⑰} を 定義 せよ . た だ し , o(7 =7 
と する . また , 全て の ? に 対し て 叉 :⑦ 1, ・……, 2) で ある . スタ ッ 
ク に お ける ペー ジ 7 の 位置 の 定常 状態 に お ける 確率 分 布 を {z} で 表 
す . また , 全て の ん ヵ ん に 対し て go, = Pr[ の , = 刀 > 0 で ある と 仮定 する . 


† 訳 注 ヒン ト を 述べ る . 等 式 1 一 zx1 ニ (1 一 z) 十 (1 一 z?)z 十 … 十 (1 一 zz)z* を 適用 し て 
1 一 9(8:) を 展開 し , 得 ら れ た 式 の 意味 を 考え よ . 
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連鎖 [ ズ ,(⑦⑰1 の 居 移 確率 行列 は 二 重 に 確率 的 (すなわち , どの 行 , どの 
列 を 取っ て も その 要素 の 総和 は 1 で ある ) で あり , し た が っ て , 全て の 
ん に 対し て zz 1/% と な る こと を 示せ . これ は 以下 の こと と を 意味 す 
る . すなわち , 長 時 間 走 行 に お いて は , 上 記 こ に より, どの ペー ジ も 確率 
的 に 同等 に 参照 され る こと に な る . その 結果 , 本 モデ ル は , この 性 質 を 
満た し つつ , 6.7 節 で 述べ た こと に より , 参照 が 局所 に 密集 する 現象 を 
取扱 う 解 析 手 段 と し て 有効 で ある . し か し な が ら , 一 様 で な い ペ ー ジ 参 
照 ! の 取扱 い に 対 し て は 使用 で き な い . 


6.16 6.6 節 で 記述 され た 技法 を 用 い , 独立 参照 モデ ル に 対し て , 次 式 が 成立 
する こと を 示せ [21]. 


7(RAND) = アア (FTFO) 


た だ し , RAND は , 現在 記憶 内 容 か ら 排 除 ペ ー ジ を ラン ダム に 選出 する 
ペー ジ 排 除 規則 を 表す . [明確 に 述べ る と , (一 杯 の 状態 に な っ て いる ) 記 
憶 領 域内 に 存在 する 各 ペ ー ジ は いずれ も 排除 ペー ジ と し て 選ば れる 確率 が 
1/7% で ある .] 


6.17 記憶 状態 S。= ニ SQ,。 お よび LRU ス タッ ク ・ モ デル に より 初期 スタ ッ ク 

を s 王 s, と し て 生成 され た 参照 列 7。 74 を が 与え られ た と する . この 

と き , 記憶 内 容 き と スタ ッ ク s に 対し て , 7 … 7 を を 処理 する の に 要 
する 最小 の 必要 時 ペー ジン グ 費 用 を Cx(S, s) で 表す . 

スタ ッ ク s の 最上 位 7 個 の 要素 を ぐ で 表し , s か ら 取 られ た 7% ペー 

ジ か ら 成 る 任意 の 集合 を S と し ょ う . まず , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 
0< く OCS, s) 一 (Ss) く IS 一 @| 


次 に , これ を 用 い , LRU 参照 列 の 上 で は LRU アル ゴリ ズム の ペー ジ 沙 
確率 は 状 近 的 に 1 一 4。 と な る こと と を 示せ [ 式 (6.7.6) を 見 よ ]. す な わ 
ち , 


/ 
CC 


7(LRU) = Hm 


† 訳 注 局所 性 集合 と いう も の は * 長 時 間 走 行 に お ける ペー ジ 参 照 ' が 全て の ペー ジ に 対し て 確率 的 
に 同等 (一 様 ) で ある の で は な いと いう こと に よっ て 形成 され る の で は な いこ と に 注意 し な けれ ば 
な ら た な い . 7.2 節 お よび 7.3 節 で は , (時 点 7 に お ける ) 局所 性 集合 7: は 時 刻 : の 推移 と 共に ゆ 
っ くり と 大 り 変っ て 行く も の と し て 定義 され る . 
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多重 プロ グラ ミン グ 下 の 
記憶 領域 管理 


7.1 は じ め に 


第 6 章 に お ける 諸 結果 は , 大 き さ の 固定 され た 記憶 空間 に お ける ペー ジン 
グ ・ ア ル ゴ リ ズム の 振舞 だ け に 専ら 係わり が あっ た . また , 独立 参照 モデ ル を 
除い て , その 全て の 結果 は , 任意 で は ある も の の 明細 を 指定 され て いる 参照 列 
に 関す る も の で あっ た . 実際 の 多重 プロ グラ ミン グ の 下 で の 状況 は , 往々 に し 
て , 一 つの プロ グラ ム に 対し て 大 き さ が 一 定 の 動作 空間 を 保証 する と と を し 
な いし , プロ グラ ム 参 照 列 に つい て の 知識 を 予め 持て る と いう よう に は な っ て 
いな い . そこ で , 上 記 の 二 つ の 制約 条件 を 取り 払う 必要 が 生じ る . 

第 1 章 で 注意 し た よう に , 多重 プロ グラ ミン グ に お いて 関心 が 持た れる 基本 
的 問題 は , 主 記憶 空間 7 を 活動 中 の タス ク (active task) の 間 で 分 割 す る こと 
で ある . 明確 に 述べ る と, 各 時 点 # で 記憶 領域 の 分 割 (partition) 


(7.1.1) Z(0 =( 婦 の, 女 ( の ) 


が 存在 する と いう とこ と に な る . ここ で , 必 () は , 活動 中 の タス ク ? に 属す る 
ペー ジ の 集合 (また は ブロ ッ ク と も いう ) を 表し て いて , これ ら は 次 式 を 満た す 
も の と する 1. 


(7.1.2) U⑰ と MK 婦 の n 急 の = の G テ の 


式 (7.1.1) に 関し それ だ け で いく つか の 問題 が 浮か び 上 る . すなわち , 1) 分 割 
Z() は 固定 で ある べき か , ある い は 可変 で ある べき か . 2)() の 各 ブ ロッ ク 
は どの よう に 決定 され る べき か . 3) 作 () の 大 き さ が ある 期間 一 定 に 保 た れる 


† 共有 ペー ジ [Z:(9 と 必 (⑰ の 共通 部 分 ] に 関す る 問題 は .。 ここ で は 考え な いこ と に する . 


も わ わ 】 
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な ら ば , み ( ひ ) へ の ペー ジ 取 込み 時 と 排除 ペー ジ を 決定 する た め に は どの よう 
な 方 策 を 用 いる べき か . 後に 分 る よう に , これ ら の 疑問 に 対し て 答 を 得る 前 
に , プロ グラ ム の 記憶 領域 要求 の 本 質 的 な (機械 に 依存 し な い ) 尺度 を 定義 する 
必要 が ある . 本 章 で 用 いる 尺度 は , プロ グラ ム の 作業 集合 (working set) とい 
ら 名 で 知ら れ て いる も の で ある . 

残念 な こと に , スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム の 技法 (第 6 章 ) は , 多重 プロ グラ ミ 
ング に 向かっ て どん な 有益 な 一 般 化 も 間 さ な い . その 第 一 の 理由 は 次 の 通り 
で ある . も し も 記憶 空間 が 変動 する こと を 許す な ら ば , 一 般 に , 優先 権 ア ル ゴ 
リズ ム は , プロ グラ ム が 2% ペー ジ を 割当 て られ て いる と き に は いつ で も スタ 
ッ ク の 先頭 か ら 上 位 zx 個 の 要素 が 記憶 領域 内 に ある と いう 意味 で の スタ ッ 
ク ・ ア ル ゴ リ ズム で は な く な る か ら で あ る . 例 と し て , この 状況 の 下 で , 3 ペ 
ー ジ か ら 成 り , 下 表 の よう に 動作 する プロ グラ ム を 考え て みよ ょ うら. 


時 間 
7 7 十 1 
記憶 空間 3 2 
参照 ベー ジ ーー 2 
優先 順位 リス ト (1, 2, 3) 一 
スタ ッ フ (3, 2, 1) 3) 
記憶 状態 (1。 2..31 1, 21 


記憶 状態 1 は , 最低 の 優先 権 を 持つ ペー ジ を 8, か ら 削 除 す る と と に よっ て 
得 ら れる . 明らか に , 8,』i+ は スタ ッ ク s(7 十 1) の 先頭 か ら 上 位 2 個 の 要素 か 
ら 成 ちら ない. 記憶 空間 の 割当 て に 変動 か ある と いう 条件 の 下 で も スタ ッ ク ・ ア 
ル ゴ リ ズム と な る 唯一 の 優先 権 ペ ズー ジ ング ・ ア ル ゴ リ ズム は LRU アル ゴリ 
ズム で ある . な ぜ な ら ば , その 優先 順位 リス ト は 常に スタ ッ ク に 等 し いか ら で 
ある (6.4.2 節 を 参照 せよ ). 

スタ ッ ク ・ ア ル ゴ リ ズム に 関す る 諸 結 果 は 参照 列 の 顕在 的 な 諸 特 性 に 依存 し 
て は いな い , 換言 すれ ば , それ を 利用 し て いな いと いう と と が , スタ ッ ク ・ ア 
ル ゴ リ ズム の 多重 プロ グラ ミン グ に 向かっ て の 有効 な 一 般 化 が 間 さ れ な い 第 二 
の 理由 で ある . これ ら の 理由 か ら , 局所 性 (ocaiity) 一 一 多く の 実際 の 参照 列 
に よっ て その 存在 が 示さ れ て いる 一 一 の 持つ 諸 性 質 に つい て 議論 する と こと か ら 
多重 プロ グラ ミン グ の 検討 を 始め , この 特性 を 利用 する と と に よっ て 管理 アル 
ゴリ ズム を 最適 に 近く 動作 させ る に は どの よう な 設計 が で きる か を 研究 する 必 
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7.2 局 所 性 
要 が ある . こと で は , プロ グラ ム の モデ ル そ の も の (すなわち , プロ グラ ム が 
参照 列 を 生成 する 機構 の モデ ル ) を 議論 する 意図 は な い . 本 章 の 目的 は , どの 
よう な モデ ル を 用 いて 参照 列 の 生成 を 記述 し よう と も , その こと と に は 関わ りな 
く , 局所 性 を 満足 する 任意 の 参照 列 に 適用 する 際 に 現れ る 多重 プロ グラ ミン グ 
下 の 記 憶 領域 管理 手続 き の 諸 性 質 を 台 志 する こと で ある . 


7.2 局所 性 


非 形式 的 に 述べ る な ら ば , 局所 性 の 特質 は , プロ グラ ム が どん な 時 間 間隔 内 
に お いて も その ペー ジ 集 合 の ある 部 分 集合 に 偏っ た 参照 を 行う 傾向 が ある と 
と , さら に , その よう な 偏 好 ペ ー ジ の 集合 の 構成 要素 は ゆっ くり と 変化 する 傾 
向 が ある と いら こと と を 意味 する . この 性 質 は , プロ グラ ム の 振舞 の 実験 的 研究 
[1 一 8] に お いて 繰り 返し 観察 さん て きた . そ と で , 基本 的 な 性 質 と し て プログ 
ラム の 振舞 に つい て の ここ で の 仮説 に これ を 含め る の は 自然 で ある よう に 思わ 
れる . 

局所 性 の 性 質 は , 次 の 三 つ の 文 に 要約 する こと が で きる . 


1. どん な 時 間 間 隔 の 間 で も , プロ グラ ム は , どの ペー ジ に も ゃ 一 様 に と い 
う の で は な く 一 部 の ペー ジ に 参照 を 集中 する . 

上 L2. すぐ 前 の 過去 と すぐ 後 の 未来 の 参照 マタ ー ン の 間 の 相関 は 高い と いう 
傾向 が あり , 互い に 重 な ら な い 部 分 参照 列 の 間 の 相関 は . それ ら の 間 の 
距離 が 増大 する に つれ て 零 に 近づく . 

L3. 時 間 の 関数 と し て 見 る と , 与え られ た ペー ジ が 参照 され る 頻度 は ゆっ 
くり と 変化 する 傾向 が ある. すなわち , 準 定常 的 (quasi-stationary) で 
ある . 


局所 性 の これ ら 三 つの 人 性質 の 中 で , L3 は 結果 を 適用 する 際 に 最も 厳し い 制 限 
を 課す る こと に な る . これ を 含め た の は 次 の 三 つ の 理由 か ら で あ る . 第 一 に , 
有効 な 解析 技法 の 大 部 分 が 仮定 3 を 必要 と する モデ ル に 限定 され て いる か 
ら で あ る . 第 二 に , 非 定常 的 振舞 の ある 一 面 の 状況 は 定常 モデ シル に よっ て , あ 
る い は 定常 モデ ル の 系 列 に よっ て 近似 する こと が 可能 で ある か ら で あ る . 第 三 
に , プロ グラ ム が 1 一 L8 の 通り に な る 度合 は , 適切 に 訓練 され ん た プロ グラ 
マ に よっ て [2, 7, 9], ある い は ペー ジ 間 に 命令 ュ コー ド と デー タ ・ コ ー ド を 適切 
に 配分 する こと に よっ て [10] 強め られ 得る と いう 少な か ら ぬ 証拠 が ある か ら で 
ある . それ ゆえ , 原理 的 に は , 局所 性 原理 を 満足 する プロ グラ ム を 作り 上 げ る 
よう に プロ グラ マ と ュ コンパ イラ に 影響 を お よ ぼ すこ と が 可能 で ある . 
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局所 性 原理 は , 実際 か ら 看 取 さ れ た 少な く と も 三 つ の 現象 の 抽象 で ある . 第 
一 に , プロ グラ ム に は , 逐次 実行 型 と 繰返し 型 の 制御 構造 が 頻 用 され る 傾向 が 
あり , 短 時 間 あ る 与え られ た 一 群 の ペー ジ に 対し て 参照 が 密集 する こと と に な る . 
第 二 に , プロ グラ マ と いう も の は か な り の 期間 に わた っ て 大 き な 問 題 の 小 部 分 
に 彼 等 の 注意 を 集中 する 傾向 が あり , まだ た, アル ゴリ ズム の 方 式 と デー タ 編 成 
の 単純 な 変更 が この 効果 を 飛躍 的 に 増大 させ る こと も ある [2, 7, 10]. 第 三 に , 
ブロ グラ ム は 主 記 憶 領域 内 に ペー ジ 集 合 の 一 部 を 置く だ け で 効率 よく 走行 し 得 
る と と が 経験 上 分 っ て いる [7, 11, 12, 14] . 

局所 性 の 性 質 は 非常 に 望ま し いも の で ある こと と を 上 記 は 示唆 し て いる . と い 
う の は , それ ら が 顕著 で あれ ば ある 程 , 効率 の よい 実行 の た め に プロ グラ ム が 
必要 と する 主 記憶 領域 量 は 少な く て 済み そう で ある し , 直前 の 過去 の 参照 列 の 
観察 に 基づく プロ グラ ム の 記憶 領域 必要 量 の 予測 を さら に 高い 信頼 性 を も っ て 
行う こと が 可能 に な る か ら で あ る . た と えば ぱ ば , 作業 集合 モデ ル (working set 
model) (すぐ 後 で 論じ し られ る ) これ は 局所 性 の 諸 仮 定 に 直接 基礎 を 置い て 
いる は , 実際 に 有効 に 機能 し 得る こと が 知ら れ て いる [6, 14]1. それ が 未 
来 の 記憶 領域 要求 の 信頼 し 得る 予測 子 (predictor) と な る 度合 は , L2 と 3 
へ の 忠実 さ が 増す に 従っ て 大 き な も の に な る . 


7.3 作業 集合 モデ ル [3, 15, 16] 


ペー ジ の 集合 が = {1, …・, 2】] で ある よう な % ペー ジ の プロ グラム を 考 
えよ う . ここ と で は , ペー ジ の 大 き さ , また 番地 空間 の 各 語 を ペー ジ の 間 に 分 配 
する 仕方 の いずれ に も 関心 を 持た な い . プロ グラ ム の 作業 集合 と は , 直観 的 に 
は , ペー ジ 落 ち 率 を 与え られ た 水準 以下 に 保つ た め に 主 記憶 領域 上 に 搭載 し て 
お か な けれ ば な ら な い の 最小 部 分 集合 の こと と で ある . 


7.3.1 参照 列 に 関す る 諸 仮 定 

プロ グラ ム の (ペー ジ 集 合 W の 上 の ) 参照 列 ys‥・7・・ は , 確率 変数 の 系 
列 , す な わ ち も , 離散 的 確率 過程 と 見 な すこ と が で きる . 関心 が 持た れる 基本 的 
な 遷移 確率 は 


(7.3.1) (6?) 三 Pr[z4。 ニ 交 / 三 引 (67 ど W,7 テ 1 ァ テ 1) 


で ある . 
以下 の 議論 に お いて は , 参照 列 に 関し て 三 つ の 仮定 を 置く こと に する . 第 一 
に , 遷移 確率 は 定常 的 (stationary) で ある と 仮定 する . すなわち , 9(8 ?) は 
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区 間 (4 7 十 ?) の 起点 に 依存 し な い . (と れ は 局所 性 の 性 質 L3 の より 限定 され 
た 言い 方 で ある . ) 特 に 興味 が ある の は 定常 的 な 参照 間隔 (nterreference) 裕 度 
と 分 布 で あり , それ ぞ れ , 9:(8 z) か ら 次 の よう に 定め られ る . 


9z(6 1) (=1) 


の 4 の ー 史 が の gw6 も *ー6 め >1 


⑰.3.3) 互 (@) = 2 の 


方 (z) は , 同一 ペー ジ ? へ の 引き 続く 二 つ の 参照 の 間隔 が 値 z の 長 さ に な る 確 
率 で ある と 解釈 され る こと に 注意 し よう . これ は , 待ち 行列 シス テム の 解析 に 
お いて 以前 に 使用 し た 到着 間隔 分 布 に 類似 する も の で ある . 

三 つ の 仮定 の 中 で , 定常 性 は 実際 問題 と し て 結果 の 適用 性 に 最も 強い 制限 を 
課す る . これ ら の 制限 は 次 の 考察 に よっ て 明瞭 に する こと と が で きる . 局所 性 の 
仮定 に 従う と, プロ グラ ム と いう も の は , いく つも の 局所 性 集合 (1ocality) 一 一 
一 つの 局所 性 集合 は W の ある 部 分 集合 で あり, 現在 (の ) 局 所 性 集合 (current 
locality) の ペー ジ が 高い 確率 で 参照 され る 一 一 の 間 の 経時 遷移 を 惹き 起こ す も 
の で ある と 考え る こと が で きよ ょ よう. 明確 に する た め , プロ グラ ム は , 参照 yys・・ 
7・・ を 発生 し な が ら , 局所 性 集合 の 系 列 7。 太 …・ ル ん (, く W) を 通過 し , し 
か も 高い 確率 で , = ア ,-」 が 成り 立つ と 仮定 する . れ く 7 くち に 対し て , = 
ん で ある な ら ば , 全て の パム く 7 くち ) に 対し て 7, 三 で ある . そこ と で, 参照 
列 ゥ を ゅ o 三 gigs…・e・ と 思 い て , ez が 系 列 7 ん に お ける ? 番目 
の 異な る 局所 性 集合 {の 上 で 生成 され る 参照 列 で ある よう に する こと と が で きる . 

と こと ころ で , いか な る 非 定常 性 が o に 内 在 し よう と も , それ が 局所 性 (の 性 質 
L 83) に まず は 従う こと を 期待 し て よい で あろ う . すなわち , ei は 定常 的 な 確 
率 機構 に よっ て 生成 され る も の と 見 る と と が で きる . し た が っ て , 定常 性 の 仮 
定 は 要する に プロ グラ ム の 局所 性 集合 の どれ か 一 つ へ の 局 限 で ある と いう と と 
に な る . 参照 列 ゅ = oigs…・ の gi は, それ ぞ れ が 定常 性 の 仮定 に 従う モデ ル 
の 系 列 一 一 系 列 内 の ? 番目 の モデ ル は 部 分 列 oi に 対処 する た め に 用 いら れ 
る 一 一 に よっ て 近似 で きる と いう こと に 注意 し よう . も し , 局所 性 集合 間 の 居 
移 を 多く 含む よう な 与え られ た 参照 列 の 断 上 諸 に こと で の 結果 を 適用 し た と する 
な ら ば , その 結果 は , それ が 多く の 局所 性 集合 の 上 で 平均 化 さ れ た プロ グラ ム 


† 訳注 直前 の ア ,-」 と は 異な る ア , か ら 成 る 系 列 アア 4…・ (た だ し , アア o) (4 チア 
が も ちろ ん 成り 立つ ) の ? 番目 の 局所 性 集合 ア ,, を 指す . 
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の 振舞 に 関す る も の で ある と いう ら うこ と か ら 一 一 多数 の 局所 性 集合 の 平均 的 振舞 
は 任意 に 与え られ た 局所 性 集合 を 必ず し ゃ 代表 する も の で は な い 一 一 , 意味 あ 
る も の で な く な る で あろ う . 言葉 を 換え て いう と , ここ で の 結果 は 参照 列 の 中 
で 局所 的 に 適用 可能 で ある が , 必ず し も ゃ 全域 に で は な い . こと で の 主 な 関心 
は , 記憶 領域 管理 に 使え る 適応 性 に 富ん だ 評価 尺度 と し て , 作業 集合 モデ ル の 
振舞 を まず 理解 する こと で ある か ら , この 制約 は , 測定 間隔 が 局所 性 集合 間 天 
移 時 間 に 同 等 か より 小 で ある 限り 決し て 若 酷 な も の で は な いと いう と と に な 
る . 以上 の 観念 が 局所 性 モデ ル の 基盤 を 形作っ て いる が HH7], その うち の ある 
面 は 演習 問題 で さら に 考察 され る . 

参照 列 に 関す る 第 二 の 仮定 は , 各 ペ ー ジ が 再帰 的 (recurrent), すなわち もち , 


⑦7.3.2) る な) 交 ! 


で あり , し た が っ て , 任意 の ペー ジ の どの 参照 に 対し て も 確率 1 で それ が 再び 


参照 され る と いう こと で ある . 非 再帰 的 (過渡 的 ) ペ ー ジ を 包含 する よう に 拡張 
する の は 簡単 で ある か ら , これ は 考え ん な いこ と に する . ペー ジ ? の 平均 参照 間 


隔 (mean interreference interval) は 次 式 の よう に 定義 され る . 
写 .8. 前 クタ 2 か の ) 


上 記 の 仮定 は , 7ryz…7・ の 中 で ペー ジ ? を 参照 する 時 点 の 部 分 系 列 が 再生 
過程 (renewal process) で ある こと を 保証 する か ら , ペー ジ ?4 参 照 の 長 時 間 走 
行 確率 を 次 の よう に 定義 むす る こと が で きる 1. 


7.8.6) 語 三 ー 


全 参 照 間 隔 (overall interreference) 分 布 お よび 密度 を , それ ぞ れ 次 の よう に 定 
義 む する こと に する . 


⑰.3.7) 7(?) = の 24162) 


(7.8.8) げ (?) = が (ZZ) 一 7 が (一 1) (? とけ) 


た だ し , 7(0) 三 0. ここ と で の 仮定 と 式 ⑦.3.6) に 従え ば , 平均 全 参照 間隔 は 次 
式 の よう に な る . 


† 第 6 章 で の 議論 と 同じ よう に , 長 さ ! の 長い 系 列 を 考え る と , ペー ジ z の 参照 数 の 期待 値 は 近 
似 的 に 8: で あり , その うち の 二 つ の 間 の 平均 距離 は 近似 的 に 7/8: で ある . 拉 近 的 に 式 (7.3. 
6) が 成り 立つ . 
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(7.3.9) タ 三 る 欠 三 % 


参照 列 に つい て の 第 三 の 仮定 は , 瀬 近 的 無相 関 性 (asymptotic uncorrela- 
tion), すなわち , 7, と 7j』> は 極限 > 一 co に お いて 相関 関係 が 無く な る こと 
で ある . この 仮定 は 大 概 の 物理 的 過程 に 当て は まる . すなわち , これ は , 現在 
に つい て の 知識 は 遠い 未来 を 予測 する の に ほとん ど 役 立た な いと いう ら こ と を 言 
明 し て いる . この 仮定 は , (個々 の 参照 列 の 上 で の ) 時 間 平 均 (time average) 
は 対応 する 空間 平均 (ensemble average) に 収束 する と いう エル ゴー ド 人 性 が 成 
り 立 つこ と を 保証 する . この 仮定 は 局所 性 の 性 質 2 の 言い 換え で ある . 


7.3.2 諸 定 義 

与え られ た 時 点 に お ける プロ グラ ム の 作業 集合 は , 理想 的 に は , その 時 点 で 
の 現在 局所 性 集合 で ある べき で ある . 未来 の 参照 別 ま た は プロ グラ ム の 局所 性 
集合 に 関す る 予知 情報 を 欠い た まま で , 現在 局所 性 集合 を 見 積 る こと が 必要 で 
ある . と れ を 行う 一 つの 可能 な 方 法 は , 時 刻 # で の 優先 順位 リス ト p() と 整 
数 を (の を 定義 し , それ を 用 いて 作業 集合 を p( の の 先頭 か ら の (2) 個 の 要素 
で ある と 定義 むす る こと で ある . 解析 し 易く し か も ゃ 実際 上 実行 可能 で ある こと が 
明 証 され て いる その 一 つの 特殊 な 場合 は , 作業 集合 を 最も 最近 に 参照 され た ペ 
ー ジ の 集合 で ある と 定義 むす る こと で ある . 

時 刻 { に お ける プロ グラ ム の 作業 集合 (8 77) は , 時 間 間隔 [一 ア 十 1, 刀 
に お いて 参照 され る ペー ジ , すなわち , zz-zai・・7: の 中 の 相 異 な ちる ペー ジ の 
集合 で ある と 定義 むす る . # く な ら ば , 屯 (8 77) に は 7z…・7, の 中 の 相 異 な 
る ペー ジ が 含ま れ , 7 く 0 な ら ば , 政 (8 7) は 空 で ある . 攻 (8 77) は 参照 列 
の 最後 の 7 回 の 参照 を 包容 する 窓 (window) の 内 容 で ある と 見 る と と が で き 
る の で , パラ メー タ 7 は 究 の 大 き さ (window size) と 呼ば れる . も し ゃ 7 を 
下記 の よう に 選び 得る な ら ば , この 定義 は 現在 局所 性 集合 の 信頼 し 得る 評価 尺 
度 を 提供 する こと に な る . すなわち , 7 は 
1. 現在 局所 性 集 舎 の ペー ジ が 作業 集合 か ら 欠 落し て いる 確率 が 微小 と な る よ 

うに 十分 に 大 きく , か つ , 

2. 2 回 以上 の 局所 性 集合 間 居 移 が 窓 に 含ま れ て いる 確率 が 微小 と な る よう に 

十分 に 小さ く 選 ば れる . 

記憶 領域 管理 の 作業 集合 原理 (working set principle) は , プロ グラ ム の 作業 
集合 が 主 記憶 領域 内 に ある と き に 限り その プロ グラ ム は 活動 中 (すなわち , プ 
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ロ セ ッ サ の サー ビス を 受け る 資格 を 持っ て いる ) で ある と と が で きる と いう ら こ 
と を 主張 する . 排除 ペー ジ 選 択 規則 に つい て 述べ る と , それ は , 活動 中 の プロ 
グラ ム の 作業 集合 内 に 含ま れ て いる ペー ジ が 排除 の 候補 に な る と こと は で きた な い 
と いら と こと を 主張 する . 特に , 多重 プロ グラ ミン グ 下 の 記憶 領域 が 作業 集合 の 
ペー ジ で 全域 を 満た され て いる な ら ば , 除去 候補 の ペー ジ を 創り 出す た め に は 
プロ グラ ム の 中 の どれ か を 不 活性 化 (活動 中 で な く ) す る 必要 が 生じ る . 記憶 領 
域 管 理 の この 原理 は , 主 記憶 領域 に 過重 な 負担 を 掛け よう と し た こと と か ら 起 こ 
る シス テム ュ メ 人 性 能 の 急落 . すなわち , スラ ッ シ ン グ (thrashing) を 十分 に 予防 す 
る [4, ]. 

局所 性 の 特性 エ ユ ーL 3 が 成り 立て ば 成り 立つ 程 , ます ます , 上 記 に 示し た 
二 つ の 必要 事項 が 満足 され る よう に 7 を 選択 し 得る よう に 見 える . す な わ 
ち , 作業 集合 (8 7) は 現在 局所 性 集合 の いよ い ょ 信頼 で きる 見 積 り と な り 
得る よう に 思わ れる . さら に 言え ば , プロ グラ ム の 局所 性 の 特性 が 良性 で あれ 
ば ある 程 , 現在 局所 性 集合 を 保持 する 残り 時 間 の 期待 値 は 長く な る . この 場 
合 , 局所 性 集合 に 属す る ペー ジ は そう で な い ベ ペー ジ よ り も 短い 前 向き 距離 ( す 
な わ ち , 次 の 参照 まで の 時 間 ) を 持つ 傾向 が か ある と いう こと こと に な り , し た が っ 
て , 作業 集合 原理 に よっ て 記憶 領域 を 管理 する こと は 最適 性 (第 6 章 で 論じ た 
よう に 最長 の 前 向き 距離 を 持つ ペー ジ を 排除 する こと ) に 向かう 傾向 を 有する 
と いう と と に な る . 作業 集合 方 策 が 最適 か ある い は 極め て それ に 近い も の と な 
る よう な 事例 は 演習 問題 で 論じ る こと に する . 

作業 集合 の 大 き さ (working set size) ゅ (。 7) は , (4 7) 内 の ペー ジ 数 
で ある と 定義 する . 作業 集合 に よる 記憶 領域 管理 の 研究 に お いて は , 多く の 場 
合 , ゅ (8 7) の 定常 的 振舞 の 特徴 付け が 行え れ ば , それ で 十分 で ある . 作業 集 
合 は , 参照 列 の 時 刻 # に お ける LRU スタ ッ ク の 先頭 か ら の 上 位 ゅ (8 7) 個 
の 要素 で ある と 解す る こと が で きる . そこ で , 後に は 作業 集合 と LRU ペー ジ 
ング ・ ア ル ゴ リ ズム の 関係 の 問題 に 立 戻 る と と に し よ ょ よう. 

ん (2, 7) は , 定常 状態 に お ける 作業 集合 の 大 き さ の 確率 塊 関 数 を 表す も の と 
する . すなわち , 


(7.3.10) ヵ ん (2, 7) = jim Pr [oo(4 の) = ] 


[7.3.4 節 で 示さ れる よう に , ん (z, 77) は 一 般 の 条件 の 下 で 正規 分 布 に よっ て 
近似 する こ と が で きる .] 平 均 の 作業 集合 の 大 き さ (mean working set size) 
は 次 の よう に 定義 する . 
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⑦7.3.11) s(7) = Hm 玉 fo(6 の 1 = 兄 2k(e 7) 


と こと ろ で , 作業 集合 の 定義 は 参照 列 を 事後 に 観察 する こと を 基礎 と し て いる の 
で , それ まで 参照 され て いな い ペ ー ジ の 参照 を 予測 する た め に こと この モデ ル を 使 
うら と と は で き な い . し か し な が ら , 以前 に 参照 され た ペー ジ が 再び 参照 され る 
確率 を 評価 する た め に は と れ を 用 いる と と が で きる . この 目的 の た め に , 長 時 
間 走 行 に お ける ペー ジ 不 在 確率 (missing-page probability)7(77) を 次 の よう 
に 定義 する . 


(7.3.12) 72(77) = Hm Pry。1 竹 玉 (8 7)] 


記憶 領域 管理 の 作業 集合 原理 を 用 いた シス テム で は , 7%x(77) は 単に プロ グラ 
ム が 経験 する ペー ジ 落 ちの 確率 に 対し て 一 つの 上 界 に な る だ け で ある . と いう 
の は , ペー ジ は , 作業 集合 か ら は は み 出 る けれ ども , 主 記憶 領 城 か ら は 排除 さ 
れ な いで 残留 し , その 後 再び 参照 され る 可能 性 が ある か ら で あ る . %(77) の も 
ぅ 一 通り の 定義 が 二 値 の 確率 変数 を 次 の よう に 定義 むす る こと と に よっ て 定式 化 さ 
れる . 

1 (7 玉 (6 77) の と き ) 


⑰.3.13) A⑭ ぬ 7) = (そう で な いと き ) 


これ を 用 いて 
(7.8.14) 72(7) ー Hm 刀 [A(2 の )] 
7.3.3 諸 性 質 
図 7.3-1 を 検討 する と , 次 式 の 成り 立つ こと が 明らか に た なる. 
(7.3.15) の (も 巡 十 1) (8 7) 土 A⑫ の の) 
『ー ア 7 ア + ィ 1 7 7/ 二 1 


ーーーーーーーーーーーーーーーーーー キ ーーーーー テ 時 間 


(7,7) Ra 
ーーーーーーーーーーーーー 
W(/+ 1.7+ 1) 


7.3-1 作業 集合 の 包含 特 任 
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式 (7.3.15) の 両辺 に つい て 期待 値 お よび その 極限 を 取る と , s(7 十 1) = 
s(7) 十 7%(7) と いう 結果 が 得 ら れる . し た が っ て , 次 の 二 つ の 式 を 得る . 


(7.8.16) s( ア 十 1) 一 s( の の) = (の の) 
⑦.3.17) (の) CO 


これ ら の 式 は , (77) を 曲線 s(7) の 7 に お ける "勾配 し で ある と 見 な すこ と 
が で きる と いう こと を 示唆 し て いる . 


例 : 図 7.3-2(a) は , 与え られ た 20 参照 か ら 成 る 列 と 6 通り の ア の 値 に 対 
し て 作業 集合 を それ ぞ れ 列挙 し て いる . 与え られ た ( ゐ 8 7) に 対し て 記入 され 
た 項 は , 後向き 距離 の 増加 順に 従っ て 下向き に 縦 に 並べ ら れ た 政 (4 7) の 構 
成 要 素 を 示す 数 字 の 列 に な っ て いる . A(4 7) ニ 1 で ある と き , (8 7) に 対す 
る 記入 項 に は A 印 が 付 さ れ て いる . 量 s(7) と (77) は この 参照 列 の 上 で の 
時 間 平均 と し て 計算 きれ て お り , その 結果 が それ ぞ れ 示さ れ て いる . 図 7.3-2 
(b) と (e) は , s(7) と (7) を それ ぞ れ 作図 し た も の で ある . 式 (7.8.16) は 
無限 長 の 参照 列 の 極限 に 基づい て いる た め に 等 式 と な っ て いる けれ ども , こ 
こ で は , 関係 式 s(7 十 1) 一 s(7) < w(7) が 成立 し , 等 式 と は な ら な いと と 
に 注意 し よう . 長 さ を の 参照 列 に 対す る s( ア 十 1) 一 s(7) と 2w(7) の 間 の 
誤差 は , 演習 問題 7.3 に 見 られ る よう に の (1/ め ! で ある . 


二 値 の 確率 変数 e(。 7) を ペー ジ 1 が 下 (④⑫ 7) 内 に ある と き , か つ そ 
の と き に 限り 1 で ある と 定義 むす る . この と き , 次 式 が 成り 立つ . 


(7.3.18) ゥ (6 7) = ei あの 7) 


平衡 状態 に お ける 平均 値 は , 次 式 に よっ て 与え られ る . 
s(7) = jim 刀 [e(8 の 7] = jm PC の )] 


Pr [ei(77) = 1] = hm Fr le る の ) = 1] と 定義 する と, 次 式 の よう に な る . 
(7.3.19) s(7) = 2 Frle( ダ 7) ー 1] 


Pr [ei(77) = 1] を 求め ある た め に , これ を , 平衡 状態 に お いて ラン ダム に 選ん 
だ ペー ジ 参 照 r, が , 経過 し た 時 間 ( 参 照 数 ) が を 超え て いな いよ うな ペー ジ 


† 訳 注 の (1/ を ) は , (た か だ か )1/z の 位 数 を 持つ 関数 で ある こと を 示す Landau の 記号 で ある . 
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7 が (7) 


s(7) 


【 み 3 和 4 る 8 うう 133234S 和 ST1S23 


ア 7 


0.90 


1.00 


12345213323454S11325 


AAAAAAAA AAAAAAA AAA 


1 


0.75 


1.85 


A AAA 


AAAAAAAA A AA 


0.75 


2.50 


A_ AAA 


AAAAAAAA A AA 


0.65 


. 3.10 


A AAA 


AA 


AAAAA AA 


0.55 


3.55 


AA 


AA 


AAAAAA A 


0.50 


3.90 


AA 


AA 


AAAAA 


(2) 


7(7) 


と で 
心 
ご 


2 8 邊 $ 


図 7.3-2 例 
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? の 参照 間 の 間隔 内 に 入っ て いる 確率 と 同一 視 し よう . これ は , 補遺 B に 述 
べら れる いわ ゆる 後退 再帰 時 間 (backward recurrence time) の 問題 で ある . 
そこ で 言及 され て いる よう に , 後退 再帰 時 間 の 分 布 と 前 進 再帰 時 間 の それ と は 
同一 で ある . 明確 に 示す と , 式 (B.7) か ら , 後退 再帰 時 間 の 定常 分 布 (4.2.8 館 
と 演習 問題 4.12 を も 参照 せよ ) が 次 の 通り 得 ら れる . 


7.3.20) p(7) = 計 1 ロー G⑦]gw 


た だ し , で ⑦) は 引き 続く 事象 (再生 ) 間 の 時 間 間 隔 の 分 布 関数 で あり , ヵ は そ 
の 1 次 モー メン ト で ある . 離散 的 な 当面 の 場合 に 対し て は , ぁ : で ぁ を , 払 (?) 
で で) を , 式 (7.3.20) 内 の 積分 を 総和 で それ ぞ れ 革 き 換え れ ば よい . し た が 
っ て , Pr [ai(7) = 1] は 次 の よう に 書け る . 


G.8.2) Prlax(7) = ロー タロー@1 
(この 式 は , 補遺 B と 全く 同じ 手順 を 踏 せ むこ と に より 直接 に 導出 する こと も で 
きる .) し た が っ て , 

5 の = 2Prls(7 の ) = ロー ョ ーー 
総和 の 順序 を 逆 に し , 式 ⑦.3.6) と (7.3.7) を 適用 する と , 決 の よう に な る . 
7.8.22) s(7⑦) = 史 ロ ー が の ) 


さら に , 式 (7.3.17) を 用 いる と , 次 式 が 得 ら れる . 

(7.3.23) 72(7) ニュ ユー ア (7) 

以上 の 結果 の 重要 性 は , これ に よっ て 参照 間隔 分 布 , ペー ジ 不 在 確率 , お よび 
作業 集合 の 大 き さ の 平均 値 の 間 の 関係 が 確立 し た と いう 点 に ある . 

s(7) お よび 7(7) の 特性 は 図 7.3-3 と 7.3-4 に 要約 され て いる . 曲線 
s(7) は min 2, 77] に よっ て 上 か ら 押 さえ られ て お り , し か も , 7 に 関し て 
非 減 少 。 か つ , 下 に 凹 , すなわち , 


s( ア ー1) 十 s(77 寺 1) 
ク 


(7.3.24) く s( の 7) 


で ある . た だ し , 式 (7.3.24) は (7) が 非 増加 的 で ある と いう 事実 か ら 得 ら 
ぬ 。 
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0 7 。 7+1 


7.3-3 作業 集合 の 大 き さ 


77(7 ) 
7⑦+ 1) 
7 1 図 7.8-4 ペー ジ 不 在 確率 


7.3.4 作業 集合 の 大 き さ の 分 布 

一 般 的 な 条件 の 下 で は , 作業 集合 の 大 き さ の 分 布 は 近似 的 に 正規 分 布 で ある 
こと , すなわち , 確率 過程 ゅ (8 7) は 定常 正規 過程 で ある と いら こと を 以前 
と 言及 し た . 局所 性 の 諸 条 件 , 取り 分 け 池 近 的 無相 関 任 の 条件 は 十分 に この こ 
と を 保証 し て いる . 正規 (が ガウス) 過程 の 仮定 は , 作業 集合 の 大 き さ の 密度 関数 
ヵ (2, 77) が 正規 密度 


(7.8.25) ヵ (z2, 7) = の の の 
に よっ て 与え られ る こと を 意味 する . た だ し , 平均 は 
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(7.3.26) s(⑦) = we 7)dz 
で あり , 分 散 は 
⑰.3.27) (の) =/ em 誠 の 5 衝 6 9k 


で ある . 一 般 に , ? 個 の 時 点 ね , …, な の 任意 集合 に 対し て , w(』, 7 の), …*, 
の (ね 。, の) の 結合 分 布 (joint distribution) は 結合 正規 分 市 と な る . そこ と で, 正 
規 過 程 の 諸 性 質 を 取扱 っ て いる 数 多く の 文献 を 一 覧 する と , 正規 性 の 仮定 は 決 
定 的 に 重要 で あっ て , シス テム 設計 に お いて 大 き な 利 点 が 生じ る よう に 利用 で 
きる と いら こと が 知ら れる . そう と すれ ば , 正規 近似 が 妥当 と な る 条件 を 調べ 
る と と は 大 変 有 益 で ある . 

の (8 の) が 定常 的 で ある と 仮定 する こと は , 以下 の 議論 に お いて 本 質 的 で は 
な い . 準 定常 性 (quasi-stationarity) を 仮定 すれ ば よい . 式 (7.3.25) の 平均 
s(7) と 分 散 ?(7) を 時 間 の 経過 と 共に ゆっ くり と 変化 する 平均 s(8 7) と 分 
散 ?(。 7 の) で 置換 を える こと に よっ て 良い 近似 を 得る こと が で きる . 

正規 近似 に よっ て 直ちに 生じ る 偏差 の 要 央 と し て 現実 か ら の 二 つ の 逸脱 が あ 
る . すなわち , この 分 布 が 作業 集合 の 大 き さ の 正 の 値 に 対し て だ け で な く , 負 
の 値 に 対し て も 定義 され て いる と いう こと と , 作業 集合 の 大 き さ は 離散 的 で あ 
る の に , 分 布 は 連続 的 で ある と いう こと と で ある . 第 一 の 逸脱 に よる 偏差 の 大 き 
さ は , 関心 の 対象 と な る 大 概 の パラ メー タ 値 s(7) お よび c(7) に 対し て は 無 
視 し 得る 程 で ある . 第 二 の 人 逸脱 に よる 偏差 は , 作業 集合 の 大 き さ が 十分 に 数 多 
く の 値 の 上 を 変化 する よう な プロ グラ ム を 取扱 うこ と に より 人 微小 な 程度 に 押さ 
えら れ よ う . 局所 性 の モデ ル に よっ て 生成 され た 参照 列 の 上 の 作業 集合 の 大 き 
さ に 関す る 実験 的 研究 に よれ ば , 正規 近似 が 極め て 良好 で あり 得る と いう こと 
が 示さ れ て いる 8]. 

正規 近似 が 妥当 で ある と 仮定 する な ら ば , それ を 完全 に 特徴 付け る た め に 平 
均 s(7) と 分 散 〆(7) を 知る と と が 必要 と な る . これ まで に 展開 し て きた 解 
析 の 道具 に よっ て s(7) を 計算 する 方 法 は 与え を られ て いる けれ ども , ペー ジ 間 
また は 参照 間 の 統計 的 依存 関係 に 関す る 細部 の 仮定 を 抜い た まま で は の (7) 
を 解析 的 に 決定 する こと と は で き な い . 無論 , 実際 的 状況 の 下 で は , 正規 近似 が 
妥当 と な る た め の 条 件 が 成立 し て いる な ら ば , 必要 な の は s(7) と (7) を 
測定 する と と だ け で ある . 式 (7.3.19) の 変数 g, が た と え 相 互 に 依存 し て いる 
の で あっ て も , 平均 値 の 線形 性 に よっ て s(7) を 婦 [z:(7)] の 和 で 表す こと と が 
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許さ れる . 作業 集合 の 大 き さ の 分 散 に つい て は 次 の 通り で ある . 
(7.3.28) の (の ) = jim BB の る 7 の)] 一 (7) 呈 2 Eleig ー が (の 9) 


明らか に , 共 分 散 (covariance) に 関す る 仮定 が な く て は og?(77) を 評価 する こ 
と が で き な い . この 仮定 は , 式 (7.3.1) の 居 移 確率 (8 z) に 関す る 仮定 か ら 
導 か れる . 

正規 近似 を さら に 一 層 正 当 化 する た め に , 作業 集合 の 大 き さ の 確率 過程 を , 
次 式 で 定義 され る 確率 変数 の (。 7)(4 > 1) の 系 列 を 用 いて 表現 し ょ う . 
(7.3.29) の (8 7) ニ w( 一 1. の) 十 9⑫8 の 7) 


作業 集合 の 定義 に 従え ば , (8 77) の 値 は 一 1.0,1 の いずれ か に 限る と 仮定 
する と と が で きる . 時 刻 # に お ける 作業 集合 の 大 き さ は , この 系 列 を 用 いて 次 
の よう に 表 さ れる . 


7.8.80) の (8 の ) = 2W/(2 の 7) 


古典 的 な 中 心 極限 定理 を 式 (7.3.30) に 適用 する に は , 系 列 (98 7)}>」 が 互い 
に 独立 な 確率 変数 か ら 成 っ て いる こと か 必要 で ある . 明らか に , と の 系 列 は そ 
う は な っ て いな い . し か し な が ら , 参照 が 尊 近 的 に 無相 関 に な っ て 行く と いう 
仮定 は , 9(8 7) と の: 十 z, 7) が 一 oo で は 無相 関 に な る と 推論 する こと 
を 許し , と の と と が 中 心 極限 定理 の 論法 の 適用 を 十分 に 可能 に する . 与え られ 
た 正 の 整数 を 9 と 置く と, 式 (7.8.30) は (大 き な #! に 対し て ) 次 式 の よう に 書 
き 表 せる こと が 看 取 で きる . 


(7.3.31) の (8 7) 三 2 の g 十 7, 7) 


ァ =1 と 0 


9 を 十分 に 大 きく 選ぶ とこ と に より , 部 分 系 列 {2(&g 十 7, 7)],ao。 の 引き 続く 項 
の 間 の 相関 を 任意 に 小さ く で きる . し た が っ て , 式 


(7.3.32) の 。 三 る (6g 土 ヶ 7) ⑦? ニ 1. 2, …・, の ) 

は 正規 過程 に よっ て 近似 され る . この と き , 作業 集合 の 大 き さ は 次 式 の よう に 
な る . 

(7.3.83) の (8 7) wm 十 …・ 十 %。 

この 式 は , (互い に 独立 で な い ) 正規 過程 の 和 に な っ て いる けれ ども , それ 自身 
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は 正規 で ある . その 平均 は 准 近 的 に s(7) で ある が , 分 散 は 項 wi, ‥・, w。 の 
間 の 相関 に 関す る 仮定 な し こ に は 明示 する と と が で きた な たい. 

式 (7⑦.3.29) か ら (7.3.38) まで の 議論 は , w(8 7) が 近似 的 に 正規 で ある と と 
の 形式 的 証明 で は な い . 潤 近 的 無相 関 作 よ り も も っ と 一 般 性 の ある 仮定 を 用 い 
た 形式 的 証明 は 文献 [19] に 見 られ る . その 細部 は 込み 入っ て お り , 本 節 の 目的 
に 対し て 特に 啓発 的 で ある と いう の で も な い . 尊 近 的 無相 関 作 の 仮定 が 成立 し 
な いと き に は , (8 の ) の 正規 近似 は 粗雑 な も の に な る で あろ ら と と に 留意 す 
る の は 大 切 で ある . 文献 [20] に 述べ られ て いる ある 種 の プロ グラ ム は , と の 弘 
近 的 無相 関 件 と いう 性 質 を 持た ず , その 作業 集合 の 大 き さ は 正規 分 布 に 従わ な 
い . 大 き な 大 域 的 シー プ を 持つ プロ グラ ム と いう も の は , この 性 質 を 満た さ な 
いし , また その 作業 集合 の 大 き さ が 正規 分 布 に 従う こと も な い . 


7.4 LRU ペー ジン グ と 作業 集合 の 関係 


作業 集合 (7) の 内 容 は , 時 刻 # に お ける プロ グラ ム の LRU(least re- 
cently used) ス タッ ク の 先頭 か ら の ゅ (4 7) 個 の 項 を 取る こと に より 決定 す 
る こと が で きる と いう ら こ と を 先 に (7.3.2 節 で ) 注 意 し て お いた . すなわち も , 作 
業 集合 アル ゴリ ズム を シミ ュ レ ー ト する た だ ため に , LRU アル ゴリ ズム を 使う こ 
と が で きる . これ は , LRU スタ ッ ク を 次 の よう に 修正 する こと に より 行う こ 
と が で きる . 7 は 最終 参照 が 最も 最近 か ら 数 えて ? 番目 に 行わ れん た ペー ジ で あ 
る ! と し , 7 の 最終 参照 が 行わ れ た 時 刻 を なむ と 置く . 各 ? に 対し て , 修正 され 
た LRU スタ ッ ク の 7? 番目 の 要素 は 対 s: (7 あ ) で ある と 定義 する . 7 は 与 
えら れ て いる と する と , 時 刻 ほ に お ける 作業 集合 の 大 き さ は , s。= (7, お ) か 
つ ち ぉ = 一定 1,] が 成り 立つ よう な 最大 の 整数 z に 他 な ら な い . 

LRU ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム は , 逆 に 作業 集合 モデ ル に よっ て シミ ュ レ 
ー ト する と こと も で きる . p ペー ジ の 大 き さ の LRU 記憶 の 内 容 は , 常に , 最も 
最近 に 参照 され た ? ペー ジ か ら 成 り , 一 方 , 作業 集合 上 (6 7) の 内 容 は , い 
つも , 最も 最近 に 参照 され た (8 7) 個 の ペー ジ か ら 成 る と いう 点 に シミ ュ 
レー ショ ン の 根拠 が ある . この こと と は , ヵ ? ペー ジ の 大 き さ の LRU 記憶 に 対す 
る ペー ジ 落 ち 発生 の 確率 (page-fault probability) を 見 積 る た め に , 平均 の 大 
き さ が ヵ の で ある 作業 集合 に 対す る ページ 不在 の 確率 (missing-page probabi- 
jity) を 使用 する こと が で きる と いう こと を 示唆 し て いる ( 図 7.4-1 参照 す 
な わ ち , 


† 訳 注 すなわち , 7 は 後向き 距離 が ? 番目 に 小さ い ペ ー ジ で ある . 
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図 7.4-1 LRU ペー ジン グ 率 の 見 積 り 
(7.4.1) (LRU) 作 (7), s(77) ニ ヵ 
LRU ペー ジン グ と 作業 集合 の 関係 の その 他 の 諸 特 質 に 関し て は 演習 問題 で 研 
究 す る と と に し ょ う . 

下記 の 二 つ の 例 で は , ペー ジ 落 ち 発生 の 確率 を 指定 され た 範囲 内 に 収め る よ 
ら に 制御 する た め に は , これ まで の 議論 を どの よう に 応用 し 拡張 すれ ば よい か 
を 示し て いる . 


例 : > 2 と し , 高い 確率 で 7 と (7) > 2 と な る よう に 巡 を 制御 
する と と が 望ま れ て いる と 仮定 する . すなわち , な -1 く 7 く な な お よび 1 と 
(77) > 2 に 対し て , 作業 集合 が 世 (8 旭 ) と な る よう に 時 刻 の 系 列 6n…・ 
な …・ と 窓 の 大 き さ の 系 列 旬 75…・ 婦 …・ を 見 出す と と が 望ま れ て いる と する . 
この 在り 方 を 近似 する 一 つの 方 法 は , 以下 の よう に 操作 する こと で ある . 窓 の 
大 き さ の 増加 分 を 7o と 置く . 用 は 与え られ て いる と 仮定 し , な な - ュ 十 分 
に より 各 な を 定め る . (8-, な ) に お ける ペー ジ 不 在 の 確率 を 次 式 


(8-, な ) に お ける 政 ⑫ 錠 ) へ の 入 来 数 
が 


を 用 いて 見 積 り , 下記 の 決定 規則 に 従っ て 介 』」 を 定め る . 
も し 交 (7 の) > 1 な ら ば , 電 」 = 旭 十 7 


も し 7a と が (の) > 22 な ら ば , 旬 ュ ニテ 旬 
も し zzz ジ (分) な ら ば , 分 コー ニ 分 一 75 


(人 7) = 


例 : 上 述 の 例 の 決定 規則 を LRU ペー ジン グ で 次 の よう に 近似 する と と が 
で きる . LRU の 下 で ペー ジ 落 ち が 発 生 す る 時 点 の 系 列 を na…・ な …・ と 還 
く . (な な) に お いて LRU が 記憶 装置 内 に 持つ ペー ジ の 数 を ヵ : と 思 く と , 
記憶 領域 の 大 き さ の 系 列 pr の:…・ が 定義 され る と と に な る . ペー ジ 落 ち 
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発生 の 確率 を 


衝 o 


な 一 な -1 
で 見 積 り , 下記 の 決定 規則 に 従っ て 1 を 定め る . 


も し 訪 > 1 な ら ば , の: ュー が: 十 1( 記 憶 領域 に ペー ジ を 追加 する ) 

も し na と 放っ 2 な ら ば , ュー pi(LRU ペー ジ を 入れ 換え る ) 

も し zz > 刀 : な ら ば , pi ュー カー 1(LRU ペー ジ を 入れ 換え , か つ 
1 ペー ジ 減 ら す ) 


7.5 固定 分 割 対 可変 分 割 [18] 


本 節 で は , 多重 プロ グラ ミン グ 下 の 記憶 領域 管理 に 前 節 ま で の 結果 を 応用 す 
る 問題 を 取扱 う . 主 に 関心 の 対象 と な る 設計 問題 は , 活動 中 の プロ グラ ム の 間 
で 記憶 領域 を 分 割 す る 際 に 用 いる 方 策 で ある . 作業 集合 に よる 記憶 領域 の 管理 
が 最適 で ある か また は それ に 近い と する な ら ば , ペー ジ 沙 ち 発生 確率 の 制御 と 
いう 見地 か ら , 記憶 領域 を 要求 する プロ グラ ム の 間 で の 領域 分 割 問題 を 解決 し 
て お か な けれ ば な ら な い . この 問題 は , シス テム 性 能 に 及ぼ す 影 響 と いう 点 で 
少な く と も ペー ジ 排 除 の アル ゴリ ズム 選択 問題 と 同じ くら い 重 要 で ある よう に 
思わ れる . 

特に 作業 集合 モデ ル を 通し て 顕示 され る 局所 性 の 諸 概 念 は , 記憶 領域 分 割 の 
二 つ の 基本 的 方 策 を 比較 する 際 に 利用 され る こと に なる. 一 つの 方 策 は 固定 
分 割 法 (fixed partitioning strategy) と 言わ れる も の で あり , (最大 ) 多 重度 
((maximum)degree of multiprogramming) が 固定 され , 記憶 領域 は 活動 中 
の プロ グラ ム の 間 で 等 大 に 分 割 さ れる と いう 方 式 で ある . この 方 策 に よれ ぱ , 
活動 中 の プロ グラ ム の 各々 は 厳格 に それ 自身 の 専用 区 画 内 に 封じ 込め られ る こ 
と に な る . 他 の 一 つ は 動 的 分 割 法 (dynamic partitioning strategy) と 呼ば れ 
る も の で あっ て , プロ グラ ム の 各々 は , 作業 集合 の 大 き さ に 合わ せ て 動 的 に 変 
動 す る 記憶 領域 量 を 割当 て られ る . 実用 的 な 領域 分 割方 策 の 多く は これ ら 両 極 
端 か その 中 間 に 当る 方 式 に な っ て いる . 動 的 分 割 法 は 記憶 領域 管理 の 作業 集合 
原理 を 実現 する 一 つの 形態 で ある と いう こと に 注意 し な けれ ば は ならない . 

固定 分 割 法 を 支持 する 第 一 の 論拠 は , 実現 の 箇 単 さと その 低 オ ー バ ヘッ ト 人 性 
に ある . 直観 的 に は , も し も , プロ グラ ム の それ ぞ れ を 封じ 込め る 区 画 の 大 き 
さ が 固 定 さ れ て は いる も の の , 動作 時 間 の 大 部 分 は プロ グラ ム の 作業 集合 を 含 
大 き さ を 十分 に 持っ て いる と する な ら ば , 固定 分 割方 式 は 満足 に 作動 する は 
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ず で ある . 

と ところが, それ に 反し て 区 画 の 大 き さ が 小さ 過ぎ る な ら ば , 飽和 し て いな い 
区 画 の 中 の 使わ れ て いな い 空 間 の 割当 て を 為 直 し て , 溢れ の 生じ た 状態 で 働く 
区 画 に 空間 を 増強 する こと と が で き な い の で , 性 能 を 低下 させ る よう な た 影響 が 出 
る で あろ う . 下記 で , 固定 分 割 の 区 画 の 大 き さ を 小さ め に 取る と , 動 的 分 割 に 
較べ て 性 能 が 著しく 悪化 する と いう こと を 示 そ う . この よう な 場合 に は , シス 
テム の 性 能 と 容量 の 改善 に 要する 費用 は 動 的 分 割 の 実現 に 要する 追加 弘 用 を 却 
っ て 大 きく 上 回 る こと に も な ろう . 

与え られ た プロ グラ ム 4 の 作業 集合 の 大 き さ を w:() で 表 そ う . 7.3.4 節 で 
展開 し た 論述 に よ り , w:() は , 平均 s= s(77) と 分 散 ? = の (7) を 持つ 正 
規 分 布 に 従う. ① で 零 平均 と 単位 分 散 を 持つ 正規 確率 変数 の 累積 分 布 を 表す 
と , wi( の の 果 積分 布 を 次 の よう に 表現 する こと が で きる . 


⑰.5.1) 区 ed 胸 呈 = ゅ (ご ) 


2 個 の プロ グラ ム が 滝 留 す る 47 ペー ジ の 記憶 領域 を 考え ん , この >? 個 の プロ グ 
ラム の 互い に 独立 な 作業 集合 の 大 き さ wi( ひ , …・, xx(D) は それ ぞ れ 共通 の ペ 
ラメ ー タ s と o を 持つ と 仮定 し よう . (最後 の この 仮定 は , 必然 性 が あっ て 思 
か れ た の で は な く , むし ろ 便 宜 の た め に 置か れ て いる . ) 固 定 分 割 の 場合 , 47= 
20 と 置く と , 各 プ ログ ラム に は それ ぞ れ 0 ペー ジ の 空間 が 割当 て られ る こと 
に な り , 可変 分 割 の 場合 , 各 プロ グラ ム に は それ ぞ れ その 作業 集合 の 大 き さ に 
等 し い 量 の 空間 が 割当 て られ る こと に た なる. 各 場 合 に 対し て 尺度 を 二 つ 定 義 す 
る . すなわち , 安全 率 (safeness factor) は 溢れ の 条件 が 存在 し な い 確 率 を 表 
し , 超過 量 (exeeedance) は 総 溢れ 量 の 平均 で ある . 所 与 の 尺度 に 関し て 二 つ の 
場合 を 比較 する と, 可変 分 割 は , 常に , 固定 分 割 と 少な く と も 同 程度 に 働き , 
また 作業 集合 の 大 き さ の 分 散 が 大 に な る に つれ 目覚 まし い 差 違 が 現れ る こと が 
分 る . 

固定 分 割 の 場合 を 考え よう . ? 個 の 独立 な プロ グラ ム を 1 個 の 結合 体 と 見 た 
と き の 振 舞 は , 各 時 刻 # で の 記憶 領域 使用 状況 (storage configuration) 


⑰.5.2) (0 = (の (0, っ, を 0), た だ し , 

⑰.5.3) (0 =min{5, (0) G⑪ ニ 1 …, め 

に よっ て 明示 され る . 領域 使用 状況 (の は , いく つか の プロ グラ ム が (% プ 
ロ セ ッ サ に よっ て ) 同 時 に 動作 する シス テム , ある い は また , 計時 尺度 (時 計 の 
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針 の 進ま せ 方 ) を 適当 に 変更 すれ ば , (%( く 7%), お そら く は 1 プロ セッ サ の ) 
プロ エセ ッ サ 共有 (processor sharing) (4.4 節 参 照 ) の 直接 的 な モデ ル に な る . よ 
り 長 期 に わた る 時 間 の 上 で は , これ は 一 つの プロ セッ サ が (ラウ ンド ロビ ン ・ 
スケ ジュ ー リ ング 方 策 の 下 で の よ うに ) プ ログ ラム 間 で 多重 使用 (交互 に 使用 ) 
され る よう な 多重 プロ グラ ミン グ ・ シ ステ ム の モデ ル に も な る . 個々 の 区 画 に 
関し て は , 作業 集合 原理 に 対応 する 記憶 領域 割当 て の 手続 き が 有効 で ある こと 
を 上 記 は 暗黙 の 内 に 述べ て いる . た と えば , LRU ペー ジン グ ・ ア ル ゴ リ ズム 
が 一 つの プロ グラ ム の どの 部 分 を その 分 割 区 画 上 に 搭載 せしめ る か を 決定 す 
る . 換言 すれ ば , 乙 () の 定義 に 従っ て , 実行 中 の 各 プ ログ ラム の 作業 集合 の 
最大 部 分 が それ ぞ れ の 区 画 内 に 維持 され る と いっ た 程度 に は 作業 集合 に 基づく 
記憶 領域 管理 が 行わ れる こと に な る . 

分 割 区 画 は , 与え られ た 時 点 で , 対応 する プロ グラ ム の 作業 集合 が 収まる な 
ら ば , 安全 で ある (safe) と 考え られ る . 式 (7.5.3) に よれ ば , 区 画 ? は , 辺 :( の = 
% の (の が 成り 立つ な ら ば 安全 で ある . 固定 分 割 シ ステ ム は , ? 個 の 区 画 の 全て 
が 同時 に 安全 で ある と き に は 常に 安全 で ある と 考え る こと に する . 作業 集合 の 
大 き さ の 確率 密度 と し て ヵ (z, 7)( 式 (7 .8.25) を 参照 せよ ) を 用 いる と , この 場 
合 の 安全 率 は 次 式 の よう に 定義 され る . 


⑦.5.3) 9 ニー [ze の | に 


た だ し , 積分 は 1 区 画 が 安全 で ある 確率 で あり , こと で は , 区 画 間 の 統計 的 独 
立 性 の 仮定 を 援用 し て いる . s の 関数 と し て の 97 の 振舞 は 図 7.5-1 に 示さ れ 
る . この 図 の 間 す 情報 は 次 の 文 に 要約 され て いる . 固定 分 割方 式 は , 作業 集合 
の 大 き さ の 変動 が (平均 値 に 対し て ) 小 で あり , か つ 作 業 集合 の 平均 の 大 き さ よ 
りゃ も 大雑把 に 言っ て 2 だ け 大 きい 区 画 の 大 き さ 5 が 用 いら れる と き に は 許容 
で きる 安全 性 を 与え ん る. これら の 条件 の 下 で は 記憶 領域 利用 率 (gtorage utiliza- 
tion) は 高く な る が , し か し , 飽和 し た (安全 で な く な っ た ) 区 画 に よっ て 莉 起 
され る ペー ジン グ 率 の 増大 は 目 に 立つ 程 で も な い . 

ペー ジ の 出入 り が も っ と 直接 的 に 評価 で きる 性能 尺 度 一 一 平均 超過 量 (mean 
exceedance) 一 一 は , ? 個 の 作業 集合 が 供給 量 を 超過 し て 必要 と する 空間 の 平 
均 量 で ある . 次 式 


(7.5.5) 補 (0 =maxt0, wg(00 一 
を 定義 すれ ば , 固定 分 割 に 対す る 平均 超過 量 は 次 の 式 に よっ て 与え られ る . 
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の / (2) 全 (0.98)" 


"(1) 学 (0.84)" 


"(0) = (0.5)? 


| 

! 

ムー2p ヵ ーo ひ 
図 7.5-1 7 の 振舞 


記 BI 反 ⑰] = ヵ ゥ ー の る, 79 


式 (7 .3.25) を 用 いて 人 科 単 化す る と , 次 式 が 得 ら れる . 


(7Z.5。0) 太 の と ove 上 a(6ー の @( そ ーー) 


【 


可変 分 割 に 対す る 安全 率 S, と 超過 量 肪 は 以下 の よ 5 定義 さ 8 れる . それ ぞ 
れ が パラ メー タ s と っ を 持つ >?z 個 の 正規 分 布 に 従 2 確率 変数 の 和 が 7 を 超 
えた ない 確 率 が この 場合 の 安全 率 S。 と な る . ?% 個 の 独立 な 正規 分 布 に 従う 確率 
変数 の 和 は それ 自身 平均 xs と 分 散 xc? を 持つ 正規 分 布 に 従う か ら , 安全 率 と 
超過 量 は 次 式 の よう に 表現 する こと が で きる . 


⑦.5.7) =/ ae 7 の =O( ソ ェ ッ ) 
お よび 
品 = し (一 衝 ) ん (z, 7)@ 


ここ と で, 旋 は パラ メー タ 7s お よび 7? を 持つ 正規 分 布 で ある . 瓦 の と の 表 
現 式 は 次 の よう に 人 箇 単 化す る こと が で きる . 


(7 .5.8) 娘 , 三 9 ee- の 202 上 (8 一 Do( ーー ) 
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ぐ , と 8, の 比較 は 図 7.5-2 に 示さ れ て いる . そこ と に は , 平均 s に 対す る oc の 
相対 的 な 値 が 大 で ある と き に 可変 分 割 に よっ て 著しい 改善 が 見 られ る こと が 特 
徴 的 に 示さ れ て いる . 次 式 


ゎ 一 s 
(7.5.9) し 


が 成り 立つ と き , すなわち も , 条件 ゎ >s 十 2 が 成立 する と き は , ②③ と 8, は 党 
に 同 程度 の 値 を 示す . (cy つ 0 と する な ら ば , この 二 つ の シス テム は 尊 近 的 に 
等 価 に な る と いう こと は 容易 に 確か め ら れる .) 性 能 比 S,/S87 は , oc が 値 ⑥ 一 
s) /2 を 超え て 次 第 に 大 きく な る に つれ て 急速 に 増大 する . 

図 7.5-3 は , ある 特定 の パラ メー タ 値 を 選択 し た と き , 与え られ た 水準 の 超 
過量 に 対応 し て , 記憶 領域 の 必要 量 が 二 つ の 方 式 に よっ て と の 程度 に 異な る か 
を 示し て いる . 77 の 値 が 小さ いと き は , 固定 分 割方 式 に お ける 全て の 区 画 も 
動 的 分 割方 式 に お ける 全 記 憶 領域 も 共に 飽和 し て し まう か ら , 太 と 有 到 は 簿 近 
的 に 同じ 値 に な る . 上 述 か ら も 知ら れる よう に , 50=ーs 十 2 が 成り 立つ と き 
が 固定 分 割 に 対し て は 最も 興味 が ある . 60= ニ s 十 2 かつ 夏 ニ 705 に 対す る 女 
曲線 上 の 点 を 戴 る 水平 な 直線 が 図 7.5-8 上 に 示し て ある . た と え 層 と る 8 と 
が ほとん と 同じ 値 で あっ て も , この 場合 に 対す る 超過 量 水 準 を 保つ た め に , 可 
変 分 割方 式 で は 前 記 の 44 の 約 70 の 領域 し か 必要 と し な いと いう こと と が 明 
ら か に な る . と の こと は , 作業 集合 の 大 き さ の 分 敵 が 比較 的 に 大 に な る と, 無 
視 で き な い 程 の 領域 の 節減 が 動 的 分 割 に よっ て 可能 に な る と いう こと と を 直接 的 


図 7.5-2 安全 率 


9Z6 


7.5 固定 分 割 対 可変 分 割 
超過 量 


50 100 
7 = (5 + 20) = 144 


図 7.5-3 超人 過量 


に 示し て いる . 

動 的 方 式 の も ゃ う 一 つの 重要 な 利点 は , 作業 集合 の 大 き さ の 分 布 に 変動 が ある 
と き , すなわち , パラ メー タ s お よび o が 非 定 常 的 [ss(8 7) か つ ヶ = 
g(8 7)] で ある と き に 対す る この 方 式 の 適応 能力 に ある . 固定 分 割方 式 で は , 
下記 の 条件 が 成立 し て いな い 期 間 に は その 性能 が 著しく 低下 し て し まう こと が 
あり 得る . 


5 ヶ > s(8 7) 填 2g(8 7) 


動 的 方 夷 で は , その 性 能 が それ 程 ま で 低下 する よう な こと と は な い . 

こと まで の 議論 は , 多重 度 は 一 定 値 に 固定 し , その 代り , ペー ジン グ 率 が 変 
動 す る こと を 許す と いう 方 式 を 取扱 っ て きた . 逆 を 考え る と と も 可能 で ある . 
すなわち , 一 部 の (可能 な 限り 多数 の ) プ ログ ラム の 作業 集合 の 総和 ( 和 集 合 ) の 
み を 記憶 領域 内 に 保持 する こと と に よっ て ペー ジン グ 率 を 一 定 に 保ち , その 結果 
と し て 多重 度 が 変動 する こと は 許す と いう 方 式 で ある . この よう な 方 式 で は 統 
計量 ア [z( の ] に 関心 が 持た れる . これ を 評価 する ため , 次 の 2 値 確率 変数 を 
定義 し よ 2. 
1 (の i() 十 …・ 十 の kz( ひ 0 747 の と き ) 


(7.5.10) 7&⑦⑰ 三 b (そう で な いと き ) 
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を めす る と 。 


7.5.11) み (⑰ = の 


し た が っ て , 次 の 結果 を 得る 1. 


(7.5.19) Elz⑩] =%e( ーー ) 
実用 の た め に この 方 式 を 実現 する に 際 し て は , 境界 7 に お ける 不安 定 効果 に 
無関心 で や っ て は な ら な い . た と えば , 溢れ が 生じ る 正 に その と き に , 追加 プ 

ログ ラム が 活性 化 さ れる (活動 を 始め る ) 場合 を 考え よう . そう する と , 作業 集 
合 の 大 き さ の 和 が 値 7 の 辺り で 統計 的 に 生じ し る ゆら ぎ が 原因 と な っ て , 活性 
化 さ れ た り 不 活性 化 さ れ た りす る プロ グラ ム の 激しい 出入 り を 招来 すれ こと に 
な る . この よう な 状況 を 回 避 す る た め に は , 空い て いる 空間 が 作業 集合 を 包含 
する の に 必要 な 量 万 を 超過 し て いる と き に し か , 新た な プロ グラ ム を 導入 し 
て は な ら な いと する と よい . 万 は 割当 て 手続 きり の パラメータ に な る . 記憶 領 
域 の 大 き さ 7 と 値 要 一戸 に 対す る 式 (7.5.12) の 値 は それ ぞ れ この 場合 の 
選 [%z( の ] の 上 界 と 下界 の よい 見 積 り と し て 使用 する が で きる . 

動 的 分 割 法 の 実用 的 な 実現 に お いて は , 多重 度 が 固定 され て いて も , また 固 
定 さ れ て いな く て も , どちら の 場合 で あっ て も , 上 限 突破 (記憶 領域 溢れ ) の 発 
生 率 の 平均 値 が か も う 一 つの 重要 な 性 能 の 尺度 に なる. と いう の は , 上 限 突 破 
は , シス テム 経費 一 一 作業 集合 の 大 き さ を 減少 させ る か , また は 多重 度 を 調整 


1 訳注 式 (7.5.12) を 得る た め に は , 多少 の 計算 が 必要 で ある . 式 (7.5.1) か ら 


(4) P() = Prhot( り < | = e( 地 二 ) 

(7) の 定義 か ら 

(B) Pr[z() と 紀 =Pr[pi() キオ …・ 十 (9 < 政 ] = (が ) 
た だ し (7) は 

(C) (2) = mi(7ーd( =w( テッ ) (2) ニア (が ) 


で 定義 され る . 式 (B) か ら , 多重 度 の 確率 塊 関数 
D) 1 () = Pr[z() = ん ] = 故 (4) 一 1() 
P。() ニュ ユー ア (4) 
が 得 ら れる . し た が っ て , 平均 多重 度 は 次 の よう に な る . 
Elx(91 =kPx(M) = 包 を [gk(4 の - eu(27] 
SS 5 ガー%s 
= き 0 = 品 9( つ 7 


ん =1 
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する た め に 要する 経費 


演習 問題 
が 発生 する 時 点 を 表し て いる か ら で あ る . な お , 上 


限 突破 問題 の 解析 は 演習 問題 5.9 で 扱わ れ て いる . 


PA 


7.2 


7.3 


演 泊 問 題 


この 問題 で は , (本 文中 で 行っ た よう な ) 空 間 平 均 (ensemble average) の 
代り に 時 間 平 均 (time average) を 用 いて 作業 集合 の 大 き さ の 平均 s(77) と 
ペー ジ 不 在 確率 (77) を 定義 むす る こと の 意味 を 考え る . まず , 次 式 を 定 
義 する . 


w(7) = そめ oe(6 の, (7) = そ 44 の ) 
た だ し , A(&4 7) は , 7 生 玉 (6 7) で ある と きか つ そ の と き に 限り 値 
1 を 取る 2 値 変数 で ある . 極限 
s() = Hm sk(7), 72(7) ー Hm 72k(7) 
を 取る と , 関係 式 
s( ア 十 1) 一 s(7) = (7) 
s(7⑦) = の 
が 成立 する こと を 証明 せよ . 次 に , プロ グラ ム は >? 個 の 再帰 的 ペー ジ か 
ら 成 る と 仮定 し て , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 
lm s(7) 三 7 
lm 722(7) テニ 0 
A( ヵ 7) を 演習 問題 7.1 に お ける それ と 同じ に 定義 むる. まず , A⑱ 


7 十 1) く A(, 7 の) を 証明 し , 次 に , こと の 式 を 用 いて , (7 十 1) < (7) 
が 成り 立つ と いう 結果 が 得 ら れる こと を 示せ . 


演習 問題 7.1 の 定義 で は , 7 一 1 か ら 7 ニ まで の 時 間 間隔 が 用 いら れ 
た . その 代り に ここ で は , 時 間 間 隔 ! 王 6% 士 1 か ら 7 三 6 十 ん まで を 用 
いよ う . た だ し , 6 と 0 は 任意 で ある と する . この と き は , 


w(7⑦) = eo(6 7 の, wa の = ニテ 46 の 
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で ある . まず , 次 式 が 成り 立つ こと を 示せ . 


ダキ) = の ーー 


ここ 5 < &(7) (7 アー1) 


ー の (6, アー1) 一 (6 十 の) 十 w(6, 7) ) 


次 に , sz(7) は , を … oo で な い 限 り , 下 に 凹 で ある と は 限ら な いこ と を 示 
せ . た と えば , 参照 列 を 


o 三 123452133234545 


と し , 6 三 5 お よび ん 10 の 場合 を 考え よう . し か し , 5 三 0 の と き 
は , ゅ (0, 7) 三 0 で ある の で , sz(77) は 下 に 凹 と し な る こと を 示せ . 


7.4 この 問題 で は , LRU アル ゴリ ズム と 作業 集合 モデ ル の 関係 に つい て 調べ 
よう . 可変 長 窓 7(8 ? ヵ ) は ゅ (8 7 の) = が 成り 立つ 最小 の 7 で ある と 定 
義 す る . ここ で , ?p は 整数 で ある . 屯 (8。 7(8 の )) は , 正 に 時 刻 # に お ける 
LRU スタ ッ ク の 先頭 か ら の 上 位 ヵ 個 の 要素 に 他 な ら な いと と を まず 看 取 
せよ . の 。(?) 三 imi.oPr [7(6 の ) ニ z] を 定義 し , 時 刻 の 系 列 {&(?)} は 
(8 の ) ニャ と な る よう な は の 系 列 で ある と 定義 むす る . また , (7) を 全 
て の の 上 で 定義 し た の と 同様 に , {(z)} の 上 の ペー ジ 不 在 確率 7x。(7) 
を 定義 し , さら に , 7 の 平均 値 を 7。 = 4>。 zz(?) と 定義 する . 


8. の ペー ジ か ら 成 る TLRU 記憶 領域 に 対す る で Srー ジ 落 ち 確 率 は 
な (RU) = の の 7 の 
で ある こと を 示せ . 


b. 窓 の 大 き さ 7 に 対す る 総合 ペー ジ 不 在 確率 (overall missing-page 
probability) は 


(7) = 2 9(7)(7) 


で ある こと を 示せ . 
e. a 項 と b 項 を 用 い , (% ペー ジ の プロ グラ ム に 対し ) 次 式 が 成り 立つ こ 
と を 示せ . 


を が (?) ー 2 な (LRD) 三 
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d. (7) く 瓦 (LRU) が 成り 立つ よう な ヵ の 値 が 少な く と も 1 個 は 存在 
する こと と, すなわち も , 作業 集合 に よる LRU の シミ ュ レ ーション は より 
小さ な ペー ジ 不 在 確率 を 結果 と し て 生 ぜ し め る こと を 示せ . 
e.g …, の ga は LRU スタ ッ ク ・ モ デル の 距離 分 布 を 表す と し よ ょ う . 
式 
22( 7) 一 (771) く gr1 (2 と の 


は , (7) < 瓦 (LRU) の 成立 を 保証 する た め の 十 分 条件 と な る こと 
を 示せ . また , gi』i 三 72( 分 ) 一 7%( 旬 1) は 一 般 に は 真 で な いこ と と を 示 
必 . 


7.5 非 再帰 的 ペー ジ (8: 三 0 で ある ペー ジ ) は 作業 集合 の 大 き さ の 長 時 間 走 行 
平均 s(7) に 何 の 影 響 ゎ 及ぼさ な いこ と は 既に 言及 し た . これ を 示す た 
め , 7r72 7 を の 上 で の ペー ジ ? に 対す る 参照 間隔 の 密度 関数 な 4(z) を ま 
ず 明 確 に 定義 し , そこ で の 参照 が ペー ジ ? に 対し て な され る 割合 を 8:z で 
表す と せよ . 非 再帰 ペー ジ ? に 対し て 


jim kak(?) =0 
が 成り 立つ こと を 示し , 次 に , これ を 用 いて 非 再帰 的 ペー ジ は 
s(7) = 1ー 瓦 ⑦) 
{6 W タタ =0 
に 寄与 し な いと いう 結論 を 求め よ . iz は 7r7z…・7k 内 の ペー ジ 7 に 対す 


る 平均 参照 間隔 を 表す と し ょ う . ペー ジ ? は 非 再帰 的 で ある と 仮定 し , 次 
の 式 を 証明 せよ . 


Hm zz 三 0 
(証明 を 完全 な も の に する に は 定常 性 を 援用 する 必要 が ある .) 


7.6 第 6 章 の 演習 問題 で , 記憶 容量 を 固定 し た まま ペー ジ の 大 き さ を 半分 に 
する こと は ペー ジ 落 ち 率 を 2 倍 以上 に 増大 させ 得る と いう こと を 示し た . 
作業 集合 モデ ル に お いて も 同じ 型 の 振舞 を 観察 する こと が で きる . s。( の 7) 
は , ペー ジ の 大 き さ が 2" 語 で ある と き の 作 業 集 合 の 大 き さ の 期待 値 を 表 
し , 2%e(77) は その と き の ペ ー ジ 不在 確率 で ある と する . 


2s。」1(7) 且 ss() に っ sar1(7), すなわち , ペー ジ の 大 き さ を 半分 に する 
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と , ペー ジ を 単位 と し て 計ら れる 作業 集合 の 大 き さ ( ペ ー ジ 数 ) は 増大 す 
る が , 2 倍 以上 に は な ら な いと と を 示せ . また , 2"・s。(7) < 277ss1( の 7) 
すなわち , ペー ジ の 大 き さ を 半分 に し て も , 作業 集合 内 の 総 語数 は 増大 
し な いこ と と を 示せ . 

D. eigos…・gx の ti は , oi の 終り の みみ 一 1 個 の 数 字 が gi の 始め の 一 1 
個 の 数 字 に 一 致す る よ う な 12・‥・z の 巡回 置換 (cyclie permutation) の 
系 列 で ある と する . 列 の 』 と oe": は, それ ぞ れ ペー ジ 集 合 14 …:, 2 
と 17 7] の 上 の 列 で ある と い う 点 以外 は go: と 同じ で ある . こ 
こ で , ? 了 と 7 は ペー ジ 7 を 構成 する 相棒 (buddy) で ある . ?% は 偶数 で 
ある と 仮定 し て , 参照 列 

@(o) gz 三 (1o72 の so7ーー go )4 


e( 十 1) = 刻 三 (eies…・gs)* 


を 定義 むす る . を つ co と する と, 次 式 が 成り 立つ と と を 示せ . 


on の "(ダニ ターD 
また , を 一 oo と する と , 次 式 が 成り 立つ こと も る 示せ. 
7 "(ダニ ィ ーD 


(すなわち , ペー ジ の 大 き さ を 半分 に し た 後に 窓 の 大 き さ を 2 倍 に し て も 
変則 性 を 取り 除 か な い .) 
7.7 ペー ジ 不 在 率 に 対す る ペー ジ の 大 き さ の 影響 を さらに 調べ よう . %z:() 

三 反 (1 一 毛 (77)) は ペー ジ 4 の 不在 率 で ある と する . し た が っ て , %( の 7) 

三 721(7) 二 …・ 十 22x(77) と な る . ペー ジ の 大 き さ 2 に 対す る 7x:(7) 

を 247(7) と 書く こと に する . 

a. 722(77) < 1( の ) は , 直観 的 に 望ま し い 結 果 “(7) < 2 7 本 ( の ) 
が 成り 立つ た め の 十 分 条件 と な る こと を 示せ . と 7 は ペー ジ ?1 を 構 
成す る 相棒 を 表す も の と する と , この 条件 は 次 式 と 等 価 で ある . 


(1 一 巧 (7)) 大 (1 一 万 (7)) (7 ニタ また は の ) 


b. 前 出 の 問題 で 玉 さ れ た よう に , a 項 の 条件 は 成立 する と は 限ら な い . 
比較 的 に 振舞 が 良性 の 独立 参照 モデ ル に 対し て すら これ が 成立 する と は 
限ら な いと いら と と は , 次 の よう に し て 立証 する と と が で きる . zz(7) 


8 クタ 
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ー (1 一 8:)7 で ある と と に 注意 し て , (7) は , 8』 ニ 1/(7 十 1) に 
対し て 最大 と な り , それ より 大 きい 8: に 対し て は 減少 する こと を 示せ . 
ペー ジ を 半分 の 大 き さ に 切り 離す こと の 効果 は , その 結果 得 ら れる 一 組 
の 相棒 ? と ?” に 対す る 8: の 値 を 減少 させ る と と で ある か ら , も し 攻 
と 店 が 両方 と も 1/(7 ア 十 1) より 大 で ある な ら ば , 7 ニタ? または? に 
対し て %w(7) > 唐 1(7) と な る . と れ を 用 いて , (77) は 2 7 
(7) より 大 と な り 得 る と いう 結論 を 導 け . 


7.8 ペー ジ 参 照 確率 分 布 』, ・…, 8 を 持つ 独立 参照 モデ ル に よっ て モデ ル 化 
され る プロ グラ ム を 考え る . 集合 。-1 は 8: の 値 の 大 きい 順番 に 選ん だ 
(一 1) 個 の ペー ジ の 集合 で ある と 定義 する . 最適 アア ゴリ ズム 4。 の 研 
究 (第 6 章 ) の 際 に , 平衡 状態 に お いて は , ア 。-」 に 属す る ペー ジ は 常に 記 
憶 領 域内 に あっ て , 1 回 の 参照 当り の ペー ジ 沙 ち 確 率 が 


0) = ルー る 守 


と な る と と を 示し た . た だ し , 総和 は どれ も パー アル 』-i の ペー ジ に つい 
て 取ら れる . さて , (定常 状態 に お ける ) 時 刻 ほ に , ペー ジ の それ ぞ れ に 結 
び 付 けら れ て いる 確率 の 置換 が 生じ , 分 布 {2} = {8z} が 新た に 再 定義 
され る (すなわち , 新た な 局所 性 集合 が 導入 され る ) と 仮定 し よう . 時 刻 
1 上 7 に お ける ペー ジ 落 ち 確 率 は C(%) 十 9(7) と 表す こと と が で きる . 
た だ し , C(%) は 上 記 と 同じ 定常 状態 確率 で あり , 9(7) は / ヵ -」 の ペー 
ジ が 主 記憶 領域 内 へ 呼び 戻さ れ て 溜っ て 行く 過程 に 対応 し て 減衰 的 に 経過 
する 過渡 状態 確率 で ある . 
過渡 状態 確率 (7) は 作業 集合 の 議論 を 用 いて か な り 筒 単に 計算 で きる . 
集合 ルニア 。 ュ ー ア 。 ュ は , 参照 確率 の 置換 の 後 , や が て 定常 状態 に 達 
し た と き 記 憶 領 域内 に 配置 され て いる べき ペー ジ の 内 , 思 換 直後 に は 領域 
内 に 置か れ て いな いも の の 集合 で ある と 定義 され る . 9( の は 集合 族 n 屯 
, 十 7) に 対す る ペー ジ 不 在 率 で ある と と を 示し , 次 式 が 成り 立つ と 
いう 結果 を 導 け . 

9(7) = 時 ー が)7 
(8 計 が 新た に 時 刻 {か ら 有 効 に な る 任意 の 分 布 で あっ て よい よう に 上 述 
の 議論 の 拡張 を 試み よ . 


た な 】 


第 7 章 多重 プロ ビグ ラミ ング 下 の 記憶 領域 管理 


7.9 (7 oe) 局 所 性 モデ ル は 以下 の よ うに だ 定義 され る [17]. ここ で は , W の 丁度 
7 ペー ジ を 含む 部 分 集合 を 局所 性 集合 と いう . と の 外部 ペー ジ z(? 
/) と 内 部 ペー ジ 9?(》 と 万 ) に 対し , ニル 二 タ ー タ が 成り 立つ と き , 局所 
性 集合 お よび アア は 必要 時 ペー ジン グ に お ける 隣接 集合 で ある と いう . 
参照 列 7yz…・7,- ュ お よび 局所 性 集合 の 系 列 7o カ …・ ア ,- ュ が 生成 され て い 
る と する . こと の と き , 確率 1 一 w で ヶ が アア,-i の 要素 の 中 か ら ラ ンダ ム に 
選び 出さ れる か , また は , 確率 w で 対 (z, ヵ ) が (パー 万,-) X ア ,-」 の 要 
素 の 中 か ら ラ ンダ ム に 選び 出さ れる と 仮定 され る . いずれ に し て も 7, ニッ 
で は ある が , 前 者 の 場合 に は 万, = ア ,-」 となり, 後者 の 場合 に は ア , = 
ア ,- ュ キッ ター? と な る . 与え られ た 局所 性 集合 の 持続 時 間 (holding time) 
の 分 布 は 幾何 分 布 


ん ( の = ローoe)"z (> と 1) 


に 従う か ら , 局所 性 集合 間 の 居 移 確率 は いつ の 時 点 で も 値 々 を 取り , 1/w 
が 平均 持続 時 間 と な る こと に 注目 し よう . 居 移 は 必要 時 ペー ジン グ に お け 
る 隣接 集合 の 間 に だ け 生 じ る と いう こと に も 注意 し よう . 局所 性 集合 の ペ 
ー ジ に 参照 が 偏る と いう 要件 に 適合 させ て , 次 式 , 


7 一 5 


すなわち , 内 部 ペー ジ を 参照 する 確率 は 外部 ペー ジ を 参照 する 確率 より も 
小 で は な いと いう こと を 仮定 する . 

記憶 領域 の 大 き さ を と 7 とし, 2%% ペー ジ の 記憶 状態 を S, で 表す . 
局所 性 モデ ル に 従っ て 参照 が 行わ れる と 仮定 し て , 必要 時 ペー ジン グ の 下 
で 7 7ak を 処理 する の に 要する 最小 の 費用 を Cz(S, , り ( た だ し , 
S, ニ S, , ニア) で 表す . 第 6 章 の 技法 に 條 っ て , 次 式 が 成り 立つ と と を 
示せ . た だ し , S ニ パー8, ニー パ ー ル と する . 
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演習 問題 


Co(S8 ん , のり テ 0 
ST と 深 90 と , 7 十 1) 
(の 80 ア , の 三 
上 導 Tee ルキ ター%7 す 1) 
+ 2 ーー アルテ 二 min (8 キ ター を ア 
2 私 を 衝 5 
次 の 各 項 を も 証明 せよ . 


a. も し 全て の 時 点 で 方 策 S, つ ア , が 用 いら れる な ら ば , Cx(S, 万 の = 
&g[(% 一 7%)/(% 一 の ](S う 万 ) で ある . 

b. 任意 の ぐに 対し て , 方 策 * 非 局所 性 ペー ジ を 排除 せよ ' は 最適 で ある . 

c. 7 アー1/z と する と , 作業 集合 (8 7) は 万, の 良好 な 見 積 り で ある . 


7.10 演習 問題 7.9 の モデ ル に 対す る 拡張 を 考え よう . a) ん の 内 部 ペー ジ ァ 
を 参照 する 確率 は 8( 万 , z, ) で ある . b) 札 移 が 生じ て ペー ジ ァ が 入 来 す 
る と いう 条件 の 下 で から 内 部 ペー ジ タ が 排除 され る 確率 は 7( 万 , ?, 9, 
の で ある . ce)ew は # の 関数 z() で ,. か つ gw(0 は 7 孝 ど の と き は 常に 
ew( の ) に 独立 で ある . な お , 以上 の 拡張 に お いて も 局所 性 集合 に 入 来 する ペ 
ー ジ ヶ Z は ?% 一 7 個 の 外部 ペー ジ か ら ラン ダム に 選ば れる と いう こと 拓 注 
意 し よう . 条件 


1ーe の )8( 9 > で 


は 方 策 * 非 局所 性 ペー ジ を 排除 せよ ” が 最適 で ある た め の 必要 条件 で ある 
こと , また , も し ぶつ と が 成立 する な ら ば , この 方 策 に 対し て は 


Cx(S, 万 , の ニテ 


で ある こと を 証明 せよ . 


7.11 演習 問題 7.9 の (7. e) 局 所 性 モデ ル に お いて , 7。 を 初期 局所 性 集合 と 
し , まだ, 299 ニー ア o。 と する . 参照 列 を 7rys…・7・・ と し て , gz は 時 
刻ま で に 参照 され た 4。 の 要素 の 個数 で ある と 定義 ヒ し よう. oo ニニ 0 で 
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ある こと , また だ た, 時 刻 ! に お いて 局所 性 集合 間 居 移 


ん ニル ュ オ ター タダ 


が 生じ る と き に 限り o, = gz-i 十 1 で ある こと と 人 注意 し よう . た だ し , z 
は 45 一世 ⑦ー1.7 一 1) の 要素 で あり , 屯 は 作業 集合 で ある と する . 
この と き 次 式 


(P7.11.1) E[gd] = ゅ ー5( ュ ーー ュー イィ)) 


が 成り 立つ こと を 示せ . 独立 参照 モデ ル に お いて は , を ペー ジ か ら 成 る プ 
ログ ラム に 対す る 作業 集合 の 大 き さ の 平均 値 は 次 式 


(P7.11.9) s(⑦) = ルー 1ー 80* 


で 表 さ れる と いう こと を 想起 し よう . を ニッ ー ム アニ 8 訪 王 o/(ー) 
の と き は , 式 (P7.11.1) と 式 (P7.11.2) が 等 し く な る と と を まず 調べ , go, 
は 実際 適当 に 定義 され た 作業 集合 の 大 き さ に な る こと を 証明 せよ . 


7.12 平均 の 作業 集合 の 大 き さ s(7) は 上 界 min{z, 77} で 上 か ら 押え られ て 
いる . 参照 列 が 12-‥% 12・‥・%…・ で ある と き に は , 実際 に と の 上 界 に 到 
達する . し か し な が ら , 独立 参照 モデ ル で は と の 上 上 界 に 到達 する こと が で 
きた ない . 

独立 参照 モデ シル に お いて ペー ジ 参 照 確率 は 1, ・‥, 。 で ある と 仮定 し 
よ あ 。 まず 


s(7) ニッ ー ぷ Q ー 拓 )7 
で ある こと を 示し , 次 に , 全て の ? に つい て 8: 1/% で ある と き K s(7) 
は 最大 と な る こと , すなわち , と の モデ ル に 対し て 次 式 
ーー 性 
s⑦) <%1ー( ー) ) 


M/2 


が 成立 する こと を 証明 せよ . 


7.13 作業 集合 の 大 き さ に 関す る 次 の モデ ル を 考え よう . 解析 の 便宜 上 , 連 
続 的 な 時 間 で 過程 が 進行 する と 仮定 する . 作業 集合 に ペー ジ が 到着 ( 入 来 ) 
する 過程 は , 到着 率 え の 指数 分 布 に 従い , また , 各 ベ ペー ジ が 作業 集合 内 
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に 滞留 する 時 間 は , パラ メー タ g の 指数 分 布 に 従 2 と 仮定 する . 作業 集 
合 内 に を ペー ジ が 存在 する 平衡 状態 確率 を zz で 表す と , zz は , 平均 値 が 


(P7.13.1) s(7) =p 
で ある ポア ソン 分 布 


に 他 な ら な いこ と と を 示せ . 同一 ペー ジ へ の 引き 続く 参照 の 間 の 時 間 間 隔 は 
互い に 独立 で あっ て , 分 布 関数 7(z) を 持つ こと , また , 作業 集合 の 窓 の 
大 き さ が 7 で ある と 仮定 し て , ペー ジ が 作業 集合 内 に 滞留 する 時 間 の 平 
均 が 

も 7 (79 
(CPZ7213.2) 人 ダ 十 イー 丸 の ) 
と な る こと と を 示せ . 7.3 節 の 解析 か ら , ペー ジ 不 在 率 (missing-page rate) 
は 


(P7.13.3) メーー 計 の = ュー が (の) 


と な る こと と と ァ zー テ 7?% と な る こと が 期待 され る . し か し , こと の モデ ル の 限 
界 は 次 の 通り で ある . 1)z: は を > に 対し て は 小 で な けれ ば な ら な い . 
こと の と と は , p が % に あま り に 近い 値 で ある と と は で き な い と いう と と を 
意味 する . 2) ペ ー ジ の 姓 留 時 間 は 少な く と も 7 で な けれ ば ならない . こ 
の こと は , が 1/ に 比較 し て 小 で な けれ ば な ら た な いと と を 意味 する . 
3) あ る 種 の 参照 時 間 間 隔 分 布 7(z 々 ) の み が 式 (P7.13.1 一 P7.13.3) と 整合 
する . これ ら の 制限 を も っ と 完全 に 検討 し , 分 布 7(z) を 特徴 付け よ . 
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変換 中 心 極限 定理 , 補 道 A 
お よび マル コ フ 連 鎖 


A.1 母 関 数 
級数 
(A.1.1) 4(>) = 2 


に よっ て 数 列 {gi} の 母 関数 (generating function)! が 定義 され る . も し {giJ 
が 確率 塊 関数 (pmf), すなわち , og: と 0, ? と 0, か つ 


ト 48 


(A.1.2) gi 三 1 


0 


を 表す な ら ば , 4(z) は も っ と 明確 に 確率 母 関数 で ある と いう . こと で は , 確 
率 母 関数 だ け を 扱う の で , 短く 単に 母 関数 と いえ ば この 意味 に 用 いら れる と 耳 
解す あこ と と に する . 明らか に , 条件 (A.1.2) の 下 で 級数 (A.1.1) は 少な く と 
も 0<z く 1 に 対し て は 収束 する . と こと ろ で , 変数 z に 特別 の 意味 が ある 訳 で 
は な い . つま り , それ は ある 確率 塊 関数 を 表現 する 関数 の 単なる 独立 変数 に 過 


に 3 
l 


ぎ な い . 

さて , 母 関数 は 以下 の 性 質 を 持つ . 
(A.1.83) jm 4(z) =ogo 
(A.1.4) hm 4(z) = ニ 1 


は , Pr[ メ ー 久 ーg,。 か つ ? 三 1 2 に 対し て EE( そ ) が 有限 で ある よう な 


† z- 変 換 (z-transform) と いう 用 語 も 用 いる . 
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補遺 A 変換 , 中 心 極限 定理 , お よび マル ュ フ 連鎖 


非負 の 整数 値 を 取る 確率 変数 で ある も の と する . 式 (A.1.1) を 微分 する と と に 
より , 次 式 が 得 ら れる . 


(A.1.5) (2) = 2 
と の 式 か ら , 
(A.1.6) E() = 当 ig im (の 


再び 微分 する と , 次 式 が 得 ら れる . 


(A.1.7) 42 (2) = 2 ー 1)ge-2 

この 式 か ら 

(A.1.8) lm 47② = E(X) 一 BE() 

し た が っ て で て 。 

(A.1.9) jim 47(②) = Var(X) EE() [BE() 一 1 


母 関数 の 主 な 利点 の 一 つ は , し ば し ば , 又 の モー メン ト が 式 (A.1.6), (A.1. 
8), お よび (A.1.9) に 示さ れる よう に 母 関数 か ら 極 め て 容易 に 計算 し 得る と い 
う 点 に ある . その 例 が 表 A.1-1 に 縄 め られ て いる . 高 次 の モー メン ト は , そ 
れ が 存在 する な ら ば , さら に 微分 する こと に よっ て 求め られ る こと を 注意 し て 
お く . 特に , 次 式 の いわ ゆる 二 項 モー メン ト (binomial moment) の 公式 が 得 
られ て いる . 


6 の 4(2) 
1 ge 
次 に , 二 つ の 数 列 {gi} と {6:} の 時 込 み (convolution) は , 次 式 に よっ て 与 
えら れる 数 列 {c}】 で ある と 定義 され る . 


三 EE[( ネ ー1) (ダー2)…・( そ デー を 十 1)] 


(A.1.10) C』 三 2 


駐 と 也 は , それ ぞ れ pmf oi: ニ Pr[ ダ ー| と な なーPr[ ア ー] を 持つ 二 つ の 
互い に 独立 な 非負 の 整数 値 を 取る 確率 変数 で ある と する と , fc は , 和 取 十 
也 (c: 三 Pr[ 二 アテ 4]) の pmf と な る こと が 分 る . 【ci] の 母 関数 C(z) に 関 
する 次 の 重要 な 結果 は 容易 に 確か め る こと が で きよ う . 
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(A.1.11) 


名 稀 


(% の で 一 様 
だ だ し 0 ご <g ご ム 


正 規 


指 数 


特殊 ジー ラン † 合 
他人 個 の 指数 分 布 の 和 / 


C(z) = 4(z) (<) 


ここ と で, 4(?) と (2) は , それ ぞ れ fgi} と {6:] の 母 関数 で ある . モー メン 
ト の 計算 ある い は 互い に 独立 な 確率 変数 の 和 の 分 布 の 形 を 求め る と き に は , 式 
(A.1.10) を 扱う より ゃ 式 (A.1.11) を 取扱 2 方 が 大 抵 は 楽 で ある . 式 (A.1.11) 


表 A.1-1 本 書 に よく 現れ る 確率 分 布 
(8) 衣 散 分 布 
確率 関 数 田 関 数 
(za - の が は の の 
ナー 0 1 、。。。 が 
な e-4(1 一 2) 


ー の も 0.1 

の (1 一 の 5 カー0,1,... 
まだ は 

が 1 一 の デュ カー 1。2。.. 、 


[1 一 1 一 の 2] 


pl 一 1ー め 2 


(b) 連続 分 布 

確率 密度 ラプ ラス 変換 

1 ーsg 一 @ー ゞ * ひ 
ヵ )ー の 2 こそ か 本 で ー ザ 
0, それ 以外 
ーー の 4e + 
ーo ご ャ ご 十 eo 
4e- な . ァ > 0 1 

1 十 4 
4 1 1 

awーDCOT の の 二 か 
*>0 


A.1 母 関 数 


平均 お よび 分 散 


7 の お よび 7 の (1 一 め ) 


4 お よび ん 


(1 一 の お よび 
1 一 の 2 
1/ お よび (1 一 )p? 


平均 お よび 分 散 

ニー 22 
し 4 + ぃ きよ ( ヵ = 
77 お よび の 々 < 


1/4 お よび 1/2 


74 お よび ヵ /42 


† 微 分 に よっ て モー メン ト を 計算 する の に し ば し ば 用 いら れる 変換 (特性 関数 (characteristic 
function) と 呼ば れる ) が 万 (eft テ ) 王 efe-k3g272 で 与え られ る . 
明らか に , 指数 分 布 は % = 1 で ある 特殊 アー ラン 分 布 に よっ て 定義 され る . 
TT1 訳 注 x 個 の 指数 分 布 の 和 で ある 特殊 アー ラン 分 布 に 対し て , 一 般 ア ー ラ テン 分 布 は 直列 お よび 並 
列 に 接続 され た 指数 分 布 の ネッ トワ ー ク と し て 定義 され る (第 4 章 , 演習 問題 4.16 を 参照 せよ ). 


ざ の 7 


補遺 A 変換 , 中 心 極限 定理 , お よび マル ュ フ 連鎖 

は , 自明 の 方 法 で 2 個 よ り も 多く の 独立 な 確率 変数 の 和 に 拡張 され る . 次 の 特 
殊 な 場合 は 特に 重要 で ある . すなわち , x 個 の 独立 な , 相 等 し い 分 布 に 従う 確 
率 変数 刀 , パ %。 …・, 叉 ,。 の 和 で ある . 4(2) が 各 叉 , の 共通 の 母 関数 で ある な ら 
ば , 和 ぐ = 宮寺 やあ 十 …・ 十 叉 , の 母 関数 は 4?(z) と な る . 


A.2 ラプ ラス 変換 と 中 心 極限 定理 

離散 的 分 布 に 対し て 母 関数 が 果たし て いる 役割 は , 対象 と な る 分 布 関数 が 一 
般 の 場合 に は ラプラス 変換 (Laplace transform) に よっ て 担わ れる こと に な 
る . 今 , 確率 変数 は 非負 か つ 連 続 的 で ある と し , し か も , その 分 布 関数 は 


(>) = Pr[ マ < 紀 j], 密度 関数 は 7(z) ニ g7(>)/dz で ある と し ょ よう. この 分 布 
の ラプ ラス 変換 を ア *(s) と 書き , これ を ア 7*(s) = E(e-"), すなわち も , 


(A.2.1) が *(6) ニ と 7 の gw 


と 定義 むる. も っ と 一 般 の 分 布 (本 書 で は 扱わ れ な い ) の 場合 に は , 7 が *(s) は 
ス デ ル チ ヂ エエ ス 積 分 , すなわち も , 


(A.2.2) 7*(5) = 則 6 の) 


を 用 いて 定義 され る . さて , 各 モ ー メ ント は , こと の ラプ ラス 変換 か ら 下記 に よ 
っ て 容易 に 決定 する こと が で きる . す な わ も , 


(A.2.3) E() = ーim 生 Re の ) 
g? 
(A.2.4) E(%) 三 jim つが E(e- ば ) 
0 ゞ 
一 般 に は , 
(A.2.5) BY) =im (1 BE(e-②) 


( 表 A.1-1 は 本 書 で 使わ れ て いる 変換 の 実例 を 含ん で いる . ) 


それ ぞ れ 窒 度 関数 7(z) と 9(z) を 持ち , 非負 , 連続 的 , か つ , 互い に 独立 
な 二 つ の 確率 変数 で ある 双 と 也 の 和 は , 晴 込 み 


QA.2.6) 4② = 26ー の 7 の ww 
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で 与え られ る 密度 関数 を 持ち も , し か も , その ラプ ラス 変換 は 次 式 で 与え られ 
る . 

(A.2.7) 万 *(s) 王 C*(s) 7*($) 

一 般 性 の ある 表し 方 で は , BE(e-" ぼ ザ )) = 世 (e- ば ) 世 (6-") と 書か れる . この 式 
は 期待 値 の 定義 お よび 叉 と 也 の 独立 性 か ら 得 られ る . し た が っ て , 密度 の 骨 
込み は , ラプラス 変換 の 演算 で は 変換 の 積 と な る . これ は , 丁度 , 確率 塊 関数 
の 晴 込 み が , z- 変 換 の 演算 で は 母 関数 の 積 に な る の と 同じ で ある . 母 関数 の 場 
合 と 同じ く , この 結果 も 任意 個 の 互い に 独立 な 確率 変数 の 和 に 拡張 され る . 同 
様 に , 特殊 な 場合 で 重要 な の は , それ ぞ れ が 同一 の 分 布 関数 7(z) を 持つ z 個 
の 互い に 独立 な 確率 変数 の 和 ぐー ギ 」 十 え %…・ 十 え 。 で ある . 待ち 行列 シス テ 
ム に お ける 待ち 時 間 の 研究 で は , この よう な 例 が し ば し ば 見 られ る . これ に 対 
し て は , 次 式 が 成立 する !. 

(A.2.8) E(e の 9) ニ [7*($)17 

確率 変数 の 和 に 関係 する 極め て 重要 な 結果 は , 著名 な 中 心 極限 定理 (central 
Himit theorem) で ある . , 。, …, 叉 , は , 互い に 独立 で あっ て , それ ぞ れ 
が , 有限 な 1 次 お よび 2 次 の モー メン ト を 持つ 同一 の 分 布 に 従 2 確率 変数 の 系 
列 で ある と する . 今 , 

8 王后 十 十 … 十 
と 置き , S。 を 次 の よう に 定義 する . 
8 三 [85。ー BE(S)]/[Var(S。)1 
古典 的 な 形 の 中 心 極限 定理 は , 一 co と する と , ぐ '。 の 分 布 は 零 平均 と 単 
位 分 散 を 持つ 正規 分 布 に 近付く と いう こと と を 主張 し て いる . 式 で 表現 する と , 
hm Pr【S% < 引 = テリ の "2 


任意 の ( 相 等 し い ) 分 布 に 従う 確率 変数 の 和 の 分 布 の 取扱 い は 往々 に し て ひど く 
不便 で ある . それ に 反し , 中 心 極限 定理 が 提供 し て いる いわ ゆる 正規 近似 (nor- 
mal approximation) は 取扱 い の 単純 化 に 大 い に 役 立っ て いる . この 近似 の 例 
解 は 初等 確率 論 の 教科 書 に 譲る が , 応用 例 を 第 5 章 と 第 7 章 に 求め る こと は で 
きよ ょ よう. し か し , と と で は , 下記 の 諸 項 目 が 包含 され る よう に 上 記 の 結果 を 著 


† た と えば , 表 A.1-1 に お ける 指数 分 布 の 変換 と アー ラン 分 布 の 変換 の 関係 に 注意 し よう. 
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し く 拡 張 し 得る こと を 指摘 し て お か な けれ ば な ら な い . 


1. 互い に 異な る 分 布 を 持つ 確率 変数 
2. 独立 で な い 確 率 変数 の ある 種 の クラ ス 
3. 1 次 モー メン ト が 存在 し な いよ うら な 分 布 


この 外 に も ゃ も, 与え られ た ? に 対し て 正規 近似 の 誤差 を 記述 する 問題 に つい て 
少な か ら ぬ 研究 が 為 さ きれ て いる . 


A.3 マル コ フ 連 鎖 


確率 変数 の 系 列 ぺ , %, …・, 叉 ,, …・ を 考え る . 各 確 率 変数 は , その 値 と し 
て , 集合 パテ {0, 1 2 ‥]! に 含ま れる 整数 を 取り 得る も の と 仮定 し ょ よう . 
全て の z お よび 宙 : の 全て の 可能 な 値 に 対し て 


(A.3.1) Pr[ ダ 。 ー 用 26。 生生 っ ュー な 
ー Pr[X。 = ュー ニタ] 


すなわち , 叉 。 の 分 布 が , 叉 』-i に よ っ て 完全 に 決定 され , (% 一 1) 番 目 の 段 
階 に 先立つ {』] の 振舞 に は 無関係 で ある な らい ば 系 列 {は マル コ フ 連 鎖 
(Markov chain) で ある と いら. 

{jj に よっ て 記述 され る シス テム は , 。 王 7 で ある な ら ば , ? 番目 の 段階 
(step) に お いて 状態 7 に ある と いわ れる . この こと に 対応 し て , 集合 パ を マ 
ル ュ フ 連鎖 {| の 状態 空間 (state space) と 呼ぶ . また , 分 布 Pr[X。= 有 】 
(7 = W) を 初期 分 布 Gnitial distribution) と いい , 条件 付 確率 Pr[ そ 。』。 ニ 
|※。ー 引 (2 と 1) を xz 段 遷 移 確 率 (z-step transition probability) と 呼ぶ . さ 
ら に , %。 ュ ー? か つ 。 ニ 7 で ある な ら ば , シス テム は ? 番目 の 段階 で 遷移 
? つ 7 が 行わ れ た と いう . も し も 初期 分 布 と 1 段 遷 移 確率 を 知る こと が で きる 
な ら ば , 各 4(% >1) の 分 布 を 一 意 に 決定 する こと が 可能 に な る . 

本 書 に お ける 応用 で は . 連鎖 の 指数 (chain index)z を 時 助 変数 (time para- 
meter) で ある と 解釈 する こと が で きる . た と えば , 。 は セル フサ ービス の エ 
レベ ー タ 内 の 人 数 を 表し て いる と し ょ う . この 場合 , 時 助 変数 % は , エレ ベ 
ー タ 内 人 数 が 変化 する 時 刻 (46, ね , ・…, な , …・) を 指示 する 指数 と な る . ある い 
は また , な は エレ ベー タ が 次 々 と 各階 に 到達 する 一 連 の 時 刻 を 表す と する こと 


† 実は , 一 般 的 に , え , が 取り 得る 値 を 任意 の 可 付 番 集合 の 元 で ある と 仮定 し て も よい の で ある 
が , 実際 上 は 非負 整数 の 集合 を 仮定 する 方 が 明らか に 便利 で ある . な お , 一 般 の 場合 に 対応 し 
て 全 結 果 の 書き 直し が で きる こと は 自明 で ある . 
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も 可能 で ある . な お , な は, し ば し ば , マル ュ フ 連鎖 { そ 』] の 居 移 時 点 (epoch) 
と 呼ば れる . 

マル ュ フ 連鎖 {\。} は , 林 移 確率 Pr[ ズ 。」。 ー | え 。 ー 人 ] が 7%( ま た は 冒頭 
の 居 移 時 点 な ) の 取り 方 に 無関係 で ある な ら ば , 一 様 (homogeneous) で ある 
と いわ れる . 本 書 で は , 一 様 な マル ュ フ 連鎖 し か 扱わ な いか ら , 上 記 の (% 段 ) 
遷移 確率 を 7% と 書く と と が で きる . 1 段 遷移 確率 は 常に 7:, と 書か れる . 

ある % に 対し て , Z?> ン 0 で ある な ら ば , 状態 7 は 状態 ? か ら 到 達 可能 
(reachable) で ある と いう . {て 計 の 全て の 状態 が 他 の 全て の 状態 か ら 到達 可能 
で ある な ら ば , 【) は 既 約 Grreducible) で ある と いう . 本 書 で 扱う 全て の マ 
ル ュ フ 連 鎖 は 既 約 で ある . 可 約 (reducible) な マル ュ フ 連鎖 の 解析 は , 元 の 状 
能 空間 に お いて , 互い に 連絡 が ある 状態 , すなわち , 互い に 他 か ら 到 達 可 能 な 
状態 だ け か ら 成 る (極大 ) 部 分 集合 を 全て 考え を , これ ら に よっ て 形成 され る マル 
ュ フ 連鎖 を 解析 する こと に よっ て 実行 する こと が で きる . 

シス テム が 初め に 状態 7 に ある と 仮定 し , が ?% は , シス テム が yz 番目 の 段 
階 で 状態 7( の 占 位 ) に 初め て 立ち 帰る 確率 を 表す も の と する . シス テム が いつ 
か は 状態 7 に 立ち 帰る 確率 は , 明らか に 次 の 通り で ある . 


(A.3.9) 其 ど え プ 


も し , 方 三 1 で ある な ら ぱ ば, 状態 7 は 再帰 的 (recurrent) (また は 固執 的 (per- 
sistent) ) で ある と いい , 方 く 1 で ある な ら ぱ ば , 状態 7 は 非 再帰 的 (non-recur- 
rent) (また は 過渡 的 (transient) ) で ある と いう . も し , 状態 7 へ の 再帰 が 段階 
288 も …・ で だ け 生 じ る 可能 性 が あり , 7> 1 が この 人 性質 を 持つ 最大 の 整数 
で ある な ら ば , 状態 7 は 周期 # を 伴っ て 周期 的 (periodic) で ある と いう 51!. 7 で 
割 切れ な い 全て の ? に 対し て 2? 0 で ある こと は 明らか で ある . 

も し, 方 ニニ 1 で ある な らい ぱ ば, 


(4.3.3) 7 に ルル) 


は 状態 7 の 平均 再帰 時 間 (mean recurrence time) を 与え る . 特に , 4 く oco で 
ある な らい ば , 7 は 非 零 再帰 的 (recurrent nonnull) (また は 正 再 帰 的 (recurrent 
positive) ) 状態 で ある と いい , gw: oo で ある な ら ば , 霊 再帰 的 1(recurrent 


† 訳 注 明確 な 定義 は 次 の 通り で ある . 状態 7 に 対し て , p 補 > 0 と な る 正 の 整数 ヶ 々 > 0 が 存在 する 
と する . この よう な >z の 最大 公約 数 を 9(7) と 書き , 7 の 周期 と 呼ぶ . g(7) > 1 の と き 状 態 7 は 周 
期 的 で ある と いい , g(7) 三 1 の と き 7 は 非 周期 的 (aperiodic) で ある と いう . な お , 周期 d⑰ の 任 
意 の 整数 倍 gd(⑰) に つい て 78 の > 0 が 成り 立つ と は 限ら な いこ と を 注意 し て お く . 

†1 訳 注 非 堆 再帰 的 状態 は 強 テ エル ゴー ド 的 , 雪 再 帰 的 状態 は 弱 ェ エル ゴー ド 的 と も いわ れる . 
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null) 状態 で ある と いう . 既 約 マル ュ フ 連鎖 で は , 1) 全 て の 状態 が 非 再帰 的 ま 
た は 零 再帰 的 で ある か , 2) 全 て の 状態 が 非 零 再帰 的 で ある か の どちら か で あ 
る . また , 既 約 な マル ュ フ 連鎖 で は , 1) 全 て の 状態 が 同じ 周期 を 持つ 周期 的 状 
態 で ある か , 2) 全 て の 状態 が 非 周期 的 で ある か の どちら か で ある . 

次 式 


(A.3.4) 7 ヵ 三 の の (7 = 0, 1, 2, …・) 


を 満足 する 確率 分 布 z 計 は , { ギ 。] の 定常 分 布 (stationary distribution) と 呼 
ば れる . 有限 (すなわち , 有限 な 状態 空間 を 持つ ) マ ル ュ フ 連 鎖 に 対し て , 式 
(A.3.4) は , し ば し ば, 行列 記法 を 用 いて 表現 され る . 有限 マル ュ フ 連鎖 の 状 
態 空 間 を 集合 {0, 1, …・, 紀 と し , ァ ー 【zo, mn, …, zk] と 置く . P=((⑦⑫ め の) 
が 遷移 確率 行列 を 表す と する と , 式 (A.8.4) を 次 の よう に 書き 表す こと が で き 
る . 


(A.3.5) 刀 三 婦 P 


も し , 初期 分 布 が 定常 分 布 と 同一 で ある な ら ば , Pr[, = 】 は 全て の と 0 
に 対し て 互い に 相 等 し い . 
さて , 下記 の 基本 的 諸 結果 が 知ら れ て いる . 


定理 A.1 

既 約 な 非 周期 的 マル ュ フ 連鎖 に お いて は , 極限 確率 lim,_。。 Pr[ え 。 = 用 ニ ァ : 
(⑰ > 0) が 常に 存在 し , し か も , 初期 分 布 に 無関係 で ある . さら に , 次 の 二 つ 
の 可能 性 が 存在 する . 


1. 状態 は 全て 非 再 帰 的 状態 で ある か また は 零 再帰 的 状態 で ある . この 場合 に 
は , 全て の 状態 7 に 対し て z, ニ 0 で あり , 定常 分 布 は 存在 し な い . 

2. 全て の 状態 は 非 零 再帰 的 状態 で ある . この 場合 に は , 全て の 状態 7 に 対し 
て 太 三 1/4 > 0 で あり , fkz 計 は 唯一 の 定常 確率 分 布 を 成す . この 分 布 は , 
(A.3.6) 7 に 
を 満足 する よう な 連立 方 程 式 (A.3.4) の 解 と し て 一 意 に 決定 され る . この 既 
約 , 非 周 期 的 , か つ ( 全 て の 状態 が ) 非 零 再 帰 的 な マル ュ フ 連鎖 を エル ゴー ド 
的 (ergodie) で ある と いう . 
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A.8 マル ュ フ 連鎖 


定理 A.2 
有限 , 非 周期 的 , か つ , 既 約 な マル ュ フ 連鎖 の 全て の 状態 は 非 零 再帰 的 状態 
で ある . 


定理 A.3 

状態 空間 {0, 1, 2, ・…‥} を 持つ 非 周期 的 か つ 既 約 な マル ュ フ 連鎖 { そ 』} は , 
式 (A.3.4) を 満足 し , か つ , 全て の 項 が 零 で ある の で は な いよ うな 絶対 収束 数 
列 fzg} が 存在 する な ら ば , その と き に 限り , 唯一 の 定常 分 布 を 持つ . 
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時 点 の 系 列 cr, 5, …, zo。 …・ は , 間隔 < ュー ィ <。( み と 1) が 互い に 独立 に , 
し か も 相 等 し い 分 布 関数 77(z) に 従っ て 分 布 し , また , それ ら と は 独立 に 間隔 
(0, zi) が 分 布 関数 (cz) に 従っ て 分 布 す る よう な 再帰 (また は 再生 ) 過 程 (recur- 
rent (renewal) process) に お ける 居 移 時 点 を 表す 非負 の 確率 変数 で ある と し 
よう . 待ち 行列 シス テム に お ける 到着 , 機械 の 故障 の 発生 , 等 々 は 再帰 的 事象 
(recurrent event) で ある こと も ある . 簡単 の た め , 7(z) は 密度 7(z) を 持つ 
と 仮定 し , その 平均 値 を w で 表す こと に する . 

ある 与え られ だ た 時刻! ニ 0 に 対し , 次 の 事象 の 発生 まで の 残り の 時 間 の 分 布 
関数 P,(z) を 求め た いと する . この よう な 時 間 間 隔 は , 前 進 再帰 時 間 (forward 
recurrence time) と 呼ば れる が , 信頼 性 に 関連 する と き は , 余生 時 間 (residual 
Hifetime) と も いわ れる . さて , 前 進 再帰 時 間 は , ある と 1 に 対し て 7 く <。 く 
7 十 ヶ ぐ く r。i で ある と き , し か も , その と き に 限り , z 以下 で ある と いう ら と こと と 
値 な る 。 し た が っ て 。 


(B.1) 声 ( る ) = 2 Pr くく 6 上 る く <eni 


と こと ころ で, r。ー ん 4 で ある と する と , ra ンジ 十 で ある 確率 は 1 一 7(7 十 
ァ ー %) で ある と と に な る か ら , 式 (B.1) を 次 の よう に 書く と と が で きる . 


(B.2) の に 紀 ー よ と ーー 99019 


た だ し , 契 (%) は 番目 の 事象 発生 の 時 刻 の 分 布 関数 で ある . ここ と で , 
万 (%) ニ 2 人 」 万 (4 の) と 置 こ う . 式 (B.2) に お ける 和 と 積分 を 交換 する こと に 
より 次 式 が 得 ら れる . 
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B.3) 品 ⑰ =) ロー ター の 14g(o) 


次 に , 関数 万 (%) を 計算 し ょ う . 

太 ,(4) ニ Prlz。 <] は , 単に , 間隔 (0, cr), (< z2), …, (za) <) の 和 が 
4 より 大 で は な い 確 率 で ある と い う こと と は 直ちに 理解 され る で あろ うら . と とこ 
で , ラプ ラス 変換 . し た が っ て , 補遺 A の 結果 を 用 いる と , 


万 *($) 三 Zo*(5) [7($)17 
が 求め られ る . し た が っ て , 


玉 
(B.? (0 ニーー 
と ころ で , 故 を 次 式 の よう に 定義 すると, 大 変 に 具合 の よい こと に な る . 
B.5) 7 この 更 


CS 


と いら の は , この 場合 に は , 次 式 が 成り 立つ か ら で あ る . 
1 
(B.6) 万 *(s) ニシ ーー 


上 記 の が *(s) の 選択 は , 実際 , 本 問題 自体 の 動機 付け か ら 観 て も 望ま し いも 
の で ある と いら うら こと と が 後述 に よっ て 納得 され る で あろ 5. 式 (B.6) か ら 9 万 (%) 
三 の 4/g が 得 ら れる か ら , こと これ を 式 (B.3) に 代入 する と, 少々 の 変形 の 後に 次 
式 の よう に 簡単 化 さ れる . 


の Au = ニー) ロー の 19 


これ が 求め よう と し て いた 結果 で ある . ,(z) の 期待 値 は , (部 分 積分 法 に よ 
っ て ) 容易 に 計算 する こと が で き , (4.2.27) で 与え られ た 式 に な る . 

5(z) が いか な る も の で あっ て も , を co と し た と き の /(>) の 極限 的 振 
舞 は 依然 と し て 式 (B.7) で 与え られ る と こと が 証明 可能 で ある 1!. 一 方 , 分 布 
(>) の ラプ ラス 変換 は 正 に 式 (B.5) に 一 致す る と と が 常 道 の 方 法 で 示さ れ 
る . し た が っ て , (z) を 上 記 の ょ うに 定め た こと と は 次 の こと を 意味 する . す 
な わ ち , 過程 が これ まで に 無限 の 時 間 に わ た っ て 作動 し て き て いる と きた, つ 


† Cox, D.R.。 再生 理論 . Methuen,London, 1962 
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まり , 過程 が 統計 的 平衡 状態 に ある と き に 無 作 為 ( ラ ンダ ム ) に 選ん だ 時 刻 が 時 
間 の 原点 で ある と 仮定 し た の と 同じ し で ある こと と を 意味 する . し か し , も と も と 
(第 4 章 と 第 5 章 で は ) ,(?) の 平衡 状態 に お ける 値 を 求め て いる の で ある か 
ら , (*) を この よう に 定め た こと は 適切 で ある . も ちろ ん , この 点 に お いて 
の みこ と ここ で 計算 され た ,(?) が 4.2 節 で 導入 され た 琵 (>) に 厳密 に 等 し いと い 
うこ と こと が で きる の は 当然 で ある . 

与え られ だ た?7>0 に 対し , 後退 再帰 時 間 (backward recurrence time) は , 
最後 の 事象 以後 の 経過 時 間 で ある と 定義 され る . 後退 再帰 時 間 の 分 布 は , 同じ 
初期 条件 を 仮定 する と (ある い は , ここ で も , 平衡 状態 分 市 の み を 考え る と ), 
全く 類似 の 解析 に よっ て 式 (B.7) に 等 し いこ と が 示し 得る . 
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